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Aufuil:   U6er  den  Ztuammmkang  gtwüttr  Salzt  ete. 


reber  den  ZasammenhaDg  gerrlsser  Sfttze, 

welche  sieh  auf  geschlosseDe  Reihen  geometrischer 

Gebilde  beziehen. 

Von 
F.  August. 


Der  elementarste  von  der  Art  TOn  Sätzen,  mit  welchen  sich  die 
folgende  Untersnchnng  beschäftigt,  ist  der,  daes,  wenn  zwei  Seiten 
eines  (der  Lage  nach)  veränderlichen  Dreiecks,  welches  einem  nn- 
Tcrftnderlichen  Kreise  eingeschrieben  ist,  je  einen  nnTerändcrlichen 
und  dem  ersten  concentrischen  Ereia  berühren,  die  dritte  Seite  einen 
dritten  jenen  ebenfalls  concentrischen  Erois  berührt. 

Bei  weitem  weniger  elementar  ist  der  Foncelet'sche  Satz: 
(Poncelet,  Traitä  des  propri^t^s  projectiTes  des  fignres  pg.  361): 
Wenn  zwei  Seiten  eines  einem  festen  Kreise  eingeschriebenen  verän- 
derlichen Dreiecks  je  einen  von  zwei  nnveränderlichen  Kreisen  be- 
rühren, die  mit  dem  ersten  Kreise  derselben  Kreisscbaar  angehören, 
so  berührt  auch  die  dritte  Seite  stete  einen  unveränderlichen  Kreis 
derselben  Schaar. 

Beide  Sätze  lassen  eine  Erweit«mng  anf  Polygone  zu,  nnd  man 
gelangt  dorch  eine  einfache  Betrachtung  endlich  zn  dem  interessanten 
Satze: 

Wenn  ein  Polygon  zugleich  einem  festen  Kreise  ein-  nnd  einem 
andern  umgeschrieben  ist,  so  lassen  sich  denselben  Kreisen  anzählig 
viele  Polygone  von  derselben  Seitenzahl  in  derselben  Weise  ein-  und 
Btnschreihen.  Die  beiden  Kreise  können  bekanntlich  ancb  durch  znoi 
beliebige  Kegelgcbuitte  ersetzt  werden. 

TlULIX.  1 
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2  Äagait;    Uititr  dtn  Zusanuntntaag  gtmiter  SäUt,  tcelcht  tieh 

Fem»!  hat  Steiner  Shnlicbe  Sätze  angegeben  über  geschlosBeDe 
Reihen  von  einander  berührenden  Kreisen  und  Engeln,  die  ausser- 
dem zwei  feste  Kreise ,  respective  drei  feste  Kugeln  berühren  (Crello 
Bd.  I  pg.  264—257.  Bd.  U  pg.  192};  endlich  sind  es  die  Steiner- 
Bchen  S&tze  über  Polygone  bei  Curven  dritten  Grades,  die  zu  diescin 
TypoB  gehören  (Crclle  Bd.  32  pg.  182  ff.).  Die  grosse  Ueberein- 
Btimniang  in  diesen  Sätzen  lässt  vermuten,  dass  sich  dieselben  von 
einem  gemeinsamen  Gesichtspnnklo  ans  werden  begründen  lassen,  nod 
so  zeigte  sich  denn  anch  in  der  analytischen  Behandlung sweise,  dasa 
Bowol  die  Poncet  et 'sehen  Sätze,  wie  diejenigen  Ober  die  Steiner- 
gehen Polygone  auf  das  Additionstbcürem  der  elliptischen  Integrale 
erster  Gattung  fahrten,  wie  dies  Jacobi  nnd  Clebsch  nachgewiesen 
haben.  (Jacobi,  Ueber  die  Anwendung  der  elliptischen  TrausBcen' 
deat«n  auf  ein  Problem  der  Elementargeomctrio,  Cretle  Bd.  III; 
Clebsch,  aber  einen  Satz  von  Steiner  etc.,  Crclle  Bd.  63). 

Obschon  hierdurch  der  Zasnmmeubang  Jener  Theoreme  aufgedeckt 
ist,  bleibt  es  doch  wQnscheDswcrt ,  diesen  Zusammenbang  such  in 
geometriscber  Weise  klar  zu  legen,  also  einen  Satz  aufzufinden,  ans 
welchem  sich  die  genannten  Theoreme  durch  mögliebst  einfache 
geometrische  Betrachtungen  ableiten  lassen.  Diese  Erwttgung  veran- 
lasst« mich  zu  der  folgenden  Arbeit  Als  oineu  geeigneten  Ausgangs- 
pnnkt  habeich  den  Satz  von  den  Steiuer'schen  Polygonen  in  etwas 
erweiterter  Form  erkannt.  Die  Untersuchung  führte  mich  zugleich 
auf  einige  analoge  Sätze  fär  räumliche  Gebilde,  die,  soviel  mir  be- 
kannt ist,  noch  nicht  anderweitig  veröffentlich  sind.  Wie  mir  nach 
Tollendung  dieser  Arbeit  bekannt  wurde,  sind  die  Steiner'schen 
Polygone  von  Herrn  Boeklund  in  den  Academieschriften  von  Lnnd 
geometrisch  behandelt;  doch  ist  mir  die  Arbeit  selbst  bisher  nicht  zu 
Gesicht  gekommen.  Um  eine  gewisse  Uobersiclit  auch  tlber  ditgenigen 
Schliessnngstheoreme  zu  geben,  die  weniger  einfachen  Charakters 
■ind,  also  nicht  ohne  Weiteres  ans  den  iu  der  folgenden  Arbeit  be- 
handelten hergeleitet  werden  können,  bemerke  ich,  dass  Clebsch  im 
63sten  Band  des  Jonmals  für  reine  und  angewandte  Mathematik  einen 
derartigen  Satz  for  algebraische  Curven  beliebigen  Gescblecbts  auf- 
gestellt bat  Herr  Darboux  hat  einen  Schliessnngssatz  veröffent- 
licht, bei  welchem  es  sich  um  Polygone  bandelt,  die  einer  von  drei 
confocalen  FllLchen  zweiten  Grades  eingeschrieben  und  zugleich  den 
beiden  andern  umschrieben  sind.  Ausserdem  bat  Herr  Darbonx  in 
seiner  Abhandlung :  Bnr  nne  classe  remarqnable  de  coorbes  et  de 
sorfaces  etc.  (M6m.  de  Bordeaux  t  IX  1873  Kote  II  pg.  123  ff.)  in 
ausführlicher  Weise  das  Poncelet'scbe  Theorem  und  eine  Reihe 
von  Erweiterungen  desselben  behandelt,  und  zwar  mit  Hilfe  einer 
sehr  einfachen  und  interessanten   Methode.    Herr  Felix  Klein  in 
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Honclien  bat  die  Oflte  geliabt,  mich  auf  einen  SchlicfisniigsBatz  ftkr 
geod&tische  P(dygone  auf  Flftcben  zweitun  Gradob  aufmerksam  zu 
macben.  Auch  der  im  vorigcu  Teile  (LVIII)  pg.  216.  pabhcirte  Lehr- 
satz, eiue  gewisse  Ranmcunre  sechsten  Grades  betreffend,  gehört  dem 
Gebiet  der  Schliessui^stheorcmo  aa. 

I.    VorbetraclitBugen. 

Wenn  ich  in  diesen  VorbetrachtuDgen  etwas  weiter  zurückgreife, 
als  es  dem  Gcometcr  von  Fach  nötig  crscbeinen  möchte,  so  geschieht 
dies  in  der  Ueberzeuguiig ,  dass,  je  weiter  die  mathematiscben  Disci- 
plinen  ans  einander  gehen,  das  Bodarfuiss  um  so  grösser  ist,  durch 
einleitende  Bctrnchtuugeu  das  Verständniss  Ton  Specialuntersucbungon 
zn  erleichtern. 

I.      Ueber  Flächen    zircüen  Graiiea  tttiil  geii-Ute  auf  ihneu  bfjindliehe 

Bekauntlicli  liegen  anf  jedem  einfachen  (einschal igen)  Hyperboloid 
zw<^i  Schuarcu  von  Gi'mdeu  (Gcneratricos).  Jode  Gerade  der  einen 
Scbaar  schneidet  jede  Gerade  der  amleru  Schaar,  ist  aber  windschief 
zn  einer  Geraden  derselben  Schaar.  Jede  Tangentialebene  schneidet 
das  Hyperboloid  in  zwei  Geraden,  die  verschiedenen  Schaareu  ange- 
hören und  sieb  im  BcrQliruugspaukto  schneiden.  Umgekehrt  ist  jede 
durch  eine  Geueralrix  gelegte  Ebene  ciuo  Taugcntialcbenc  des  Hyper- 
boloids. Auch  die  übrigen  Arten  von  Fl&cheu  zweiten  Grades  ent- 
halten in  sich  gerade  Linien,  dieselben  sind  aber  imagintlr,  und  können 
sowot durch  die  Rechnung,  als  auch  durch  die  v.  Staudt'scbcn  geome- 
trischen Bcübachtuugcn  tu  ihrer  üedcutung  crkauat  werdfu.  (Vgl. 
V.  Staudt  Beitrüge  zur  Geometrie  der  Lage.  Kürubei^  1856— 60und 
F.  August  Untersuchungen  über  das  Imaginäre  iu  der  Geometrie. 
Bertin  1872  Programm  der  Friedriche  Realschule). 

Der  Durclischnitt  zweier  Flächen  zweiten  Grades  ist  eine  Raum- 
corve  vierten  Grades  Jii\  eine  solche  heisst  erster  Art  im  Gegensatz 
zu  den  Raumcurven  vierton  Grades  zweiter  Art,  durch  die  nur  eine 
Fl&cho  zweiten  Grades  gelegt  werden  kann,  und  welche  mit  zwei 
windschiefen  Geraden  zusammen  den  Durchsclinitt  jener  Fläche  mit 
einer  Fl&che  dritten  Grades  bildet.  Im  folgenden  ist  nur  von  deu 
Sanmcurven  erster  Art  die  Rede.  Durch  eine  solche  R^  läset  sich 
eine  Schaar  von  Flächen  zweiten  Grades  legen,  unter  denen  im  all- 
gemeinen vier  K^el  sind,  und  zwar  geht  durch  joden  Punkt  n  des 
Ranmea,  der  nicht  auf  Ri  liegt,  eine  solche  Fläche.  Die  Tangential- 
ebene in  n  schneidet  diese  Fläche  in  zwei  (reellen  oder  imaginären) 
Geraden,  deren  jedo  die  R^  zweimal  8<dineidet.    Man  verbinde  irgend 
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zwei  Pnnkta  «  und  ß  der  Ranmcurre  il«  durcb  eine  Gerade,  so  giebt 
es  steU  ein  HTpcrboloid  aus  der  Scbaar,  welches  diese  Gerade  ganz 
in  sich  entb&lt  Jede  Ebene  dnrch  aß  schneidet  dieses  Hyperboloid 
noch  in  einer  Generatriz  der  zweiten  Scho&r,  aud  diese  Generatiix 
ist  beBtimmt  durch  die  beiden  Schnittpankte  o^ßo,  welche  dieselbe 
Ebene  noch  mit  R^  hat  Lftsat  man  die  Ebene  sich  um  aß,  respective 
«oß^  drehen,  so  erhält  man  die  beiden  Schsaren  der  Generatrices  des 
Hyperboloids  in  dieser  Weise.  Wir  wollen  den  Inbegriff  aller  Se- 
canten  einer  it«,  welche  eine  Schaar  Gcucratric^s  eines  Hyperboloids 
bilden,  eine  Secantenachaar  und  die  beiden  Bccantenscbaaren,  die 
auf  demselben  Hyperboloid  liegen,  coujugirte  Sccantenschaarcn 
nennen.  'Wenn  die  Gerade  aß  Generatrix  cinea  der  vier  Kegel  ist, 
welche  sich  durch  £4  legen  lassen,  so  wird  die  Secantfinschaar  a^ßa 
die  Schaar  der  Generatrices  dieses  Kegels  und  sich  selbst  couj'ngirt', 
wir  wollen  diese  Schaar  eine  konische  Secantcnscha&r  nennen. 
Zn  jeder  £«  gehören  also  vier  konische  Secantenschaaren. 


2.     Einiget  fiier  penpectivitche  Projectionen ,   namentliek  mit  Jtüäcticht 
aij/'  die  in  1.  betrachteten  Gebilde. 

Eine  algebraische  Kanmcurve  »ten  Grades,  d.  h.  eine  solche, 
welche  von  einer  Ebene  im  Allgemeinen  in  n  Punkten  geschnitten 
wird,  projicirt  sich  von  jedem  Punkte  n  ans  auf  eine  beliebige  Ebene  » 
in  eine  ebene  Curve  nten  Grades.  Geht  der  Projcctionspol  n  in 
einen  Punkt  der  Raumcurre  selbt  über,  so  verringert  sich  der  Grad 
der  Projection  um  1,  indem  sich  eine  nubestimmto  dnrch  die  Spur 
der  Tangente  in  it  gehende  Gerade  ablOst,  welche  ausser  Acht  ge- 
lassen werden  kann,  wenn  man  die  vOlIig  unbestimmte  Projection  des 
Poles  selbst  vermeidet. 

Durch  die  perspectivische  Projection  von  irgend  einem  Punkte  it 
ans  auf  irgend  eine  Ebene  e,  die  nicht  dnrch  k  gehen  möge,  kann 
eine  Flllche  zweiten  Grades  /,  nebst  der  auf  ihr  befindlichen  Gebilden 
in  die  Ebene  e  abgebildet  werden,  und  bei  dieser  Abbildung,  die  wir 
fOr  die  Folge  öfter  benutzen  werden,  sind  zwei  Fälle  zu  nnter- 
Bcheiden. 

a.  Der  allgemeinere  Fall  ist,  dass  der  Projcctionspol  t  nicht 
auf  der  Fläche  /,  liegt  In  diesem  Falle  ist  die  Abbildung  ein- 
zweidenüg;  d.  h.  es  entspricht  irgend  einem  Punkte  «,  der  f^  ein 
Punkt  b'  der  Ebene  «,  während  einem  Punkte  a'  der  Ebene  «  zwei 
Punkte  dl  und  b,  der  Fläche  /*,  enteprechen.  Die  beiden  Schaaren 
der  Generatrices  der  f,  projiciren  sich  in  die  Schaar  der  Tangenten 
des  Kegelschnitts  T'*,  in  welchem  dvr  Tangentenkegel  von  n  an  /*, 
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die  EbeDC  e  schneidet,  jede  Tangente  dieBes  Kegelschnittes  entspricht 
also  zweier  Geraden  von  f^  ans  verschiedenen  Schaaren.  Irgend  einer 
andern  Oeraden  <ter  Eben»  e  entspricht  ein  nicht  aufgelöster  Kegel- 
schnitt anf  f^;  dessen  Ebene  dnrch  n  geht.  Einem  beliebigen  Kegel- 
schnitt K'*  auf  ff  entspricht  ein  Kegelschnitt  K\  welcher  den  Kegel- 
schnitt T'*  in  zwei  (reellen  oder  imaginären)  Fnnkten  berQbrt,  da 
ja  der  Kegelschnitt  K*  den  Kegelschnitt  2*',  in  welchem  der  Bertth- 
rangskcgcl  von  w  die  Flaohe  /»  berührt,  in  zwei  Punkten  schneidet 
Umgckclirt  entsprechen  jedem  Kegelschnitte  K'*  in  e,  welcher  7"' 
doppelt  berObrt,  zwei  Kegelschnitte  K,*  nnd  K^*  auf  /j,  während 
einem  andern  Kegelschnitte  L^'  der  Ebene  «,  welcher  T'*  nicht  dop- 
polt berOhrt,  eine  Kaamcnrve  vierten  Grades  auf  f,  entspricht,  derrn 
Eine  konische  Secantenscbaar  durch  n  geht,  nnd  umgekehrt;.  Jeder 
andern  Banm cur ve  vierten  Grades  auf/t  entspricht  dagegen  in  e  eine 
ebene  Curve  vierten  Grades,  welche  r'*  viermal  berührt,  und  welche 
ausserdem  zwei  Doppelpunkte  hat,  weil  dnrch  n  zwei  Secanten  von 
J?4  hindurchgehen.  Eine  weitere  Fortsetzung  dieser  Betrachtungen 
ist  fOr  unsere  Zwecke  entbehrlich. 

b.  Wenn  man  den  Projectionspol  n  im  Speciellen  auf  /j  selber 
w&blt,  und  wenn  man  die  völlig  unbestimmte  Projection  von  n  ausser 
Acht  lasst,  so  wird  die  Abbildung  von  /^  in  e  ein-  nnd  eindeutig 
d.  h.  eg  entspricht  jedem  Funkte  a  in  /,  ein  Punkt  a'  in  «,  nnd 
nmgekehrt  Die  Punkte,  welche  dem  Pol  n  unendlich  nahe  sind, 
projiciren  sich  in  die  Punkte  der  Geraden,  in  welcher  die  Tangential- 
ebene von  ff  in  n  die  Bildebene  e  schneidet.  Die  beiden  Goneratricus 
ff,  und  ff,  der  Fläche  /,,  welche  durch  n  gehen,  projiciren  sich  in 
zwei  Funkte  }>,'  und  y-f,  alle  Übrigen  Geueratrices  der  ersten  Schaar 
in  Gerade  dnrch  /g',  die  der  zweiten  Schaar  in  Gerade  durch  y,'. 
Die  Bämmtlichen  ebenen  Schnitte  von  /V,  welche  durch  ir  gehen,  pro- 
jidreu  sich  als  die  sämmtlichen  Geraden  in  e,  nnd  umgekehrt  Jedem 
ebenen  Schnitt  von  /„  der  nicht  durch  n  geht,  entspricht  ein  Kegel- 
schnitt durch  )•]'  nnd  yt-  Jedem  Kegelschnitt  in  e,  der  dnrch  }>,' 
und  Yi  geht,  outapricht  in  /i  umgekehrt  wieder  ein  Kegelschnitt,  da 
/t  und  der  projicircndo  Kegel  ausserdem  die  Geraden  ffj  und  G^ 
gemein  haben. 

Einer  fianmcurvo  vierten  Grades  Ii^  auf  /j  entspricht  im  All- 
gemeinen  in  «  eine  ebene  Curve  vierten  Grades,  welche  in  /,'  nnd  f, 
Doppelpunkte  hat,  nnd  umgekehrt,  jeder  ebenen  Curve  vierten  Grades 
B^'  in  e,  welche  in  y^'  und  y,'  Doppelpunkte  hat,  entspricht  in/, 
eine  Baumcurve  Bi-,  denn  der  projicirende  Kegel  tüj,  welcher  vier- 
ten Grades  ist,  schneidet  /,  im  Ganzen  in  einer  Curve  achten  Grades, 
von  der  sich  aber  die  beiden  Doppelgeraden  O^  nnd  ff|  abtrennen, 
Bo  dasa  als  uicht  singnlärer  Bestandteil  eine  Baumcurve  vierten  Grades 
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nbrig  bleibt,  die  nicht  von  der  zweiten  Art  sein  kann,  «eil  ihre  Pro- 
jectiOD  von  f  sonst  einen  dreifachen  Punkt  haben  inttEstc.  Wenn 
eine  Raantcurve  R^  durch  n  gebt,  so  ist  ihre  Projection  in  «  eine 
ebbue  Curve  dritten  Grades  C^',  durch  yi    and  y^,  und  nmgekehrt 

Von  dieser  Yorwandtachaft  sind  einige  spccidlo  Fälle  besonder» 
erwähnenswert:  Ist  nämlich  die  Bildebene  parallel  zur  Tangential cbeno 
von  ff  im  Projcctionapolo  n,  so  rucken  die  beiden  Puukto  y,'  und  y^' 
ins  Unendliche,  und  die  sämmtlichcn  cbeucu  Schnitte  von /^  projiciren 
sich  in  ähnliche  und  paarweise  ähnlich  liegende  Kegelschnitte  mit 
parallelen  Asymptoten  (also  auch  mit  parallelen  Axcn).  Ist  noch 
Bpecieller  n  ein  Nabelpnnkt  von  /«,  so  worden  j",'  und  y^'  diu  Kreis- 
punkte von  «,  nnd  die  sämmtlichen  ebcucn  Schnitte  von  /j  projiciren 
sich  iu  die  sämmtlichen  Kreise  von  e  und  umgekehrt.  Ist  endlich  f, 
eine  Kugel,  so  ist  jeder  Punkt  n  derselben  als  Nabelpnnkt  anzaseben, 
und  wenn  man  von  ihm  ans  die  Kngcl  auf  eine  Ebene  «  projicirt, 
welche  der  Tangentialebene  in  n  parallel  ist,  ao  erhält  man  die  be- 
kannt« steroographische  Projection,  In  der  sieb  jeder  Kugelkrcis 
wieder  ala  ein  Kreis  abbildet  —  eine  Projection,  welche  bekanntlich 
die  wichtige  Eigenschaft  der  Gonformität  beaitzt. 

3.     Notwendige  Pankte  bei  Büteheln  von  CurveH  dritUn  Gradet. 

Eine  ebene  Cnrve  dritten  Grades  Cg  ist  durch  neun  ihrer  Punkte 
im  Allgemeinen  eindeutig  bestimmt.  Durch  acht  beliebige  Pnnkto 
lassen  sich  unendlich  viele  solche  Curven  legen;  diese  bilden  einen 
ebenen  CurvenbOschel  dritten  Grades.  Irgend  iiwei  diesor  Curven 
haben  aber  noch  einen  neunten  Punkt  gemein,  und  durch  diesen 
mflsseu  alle  Cnrvea  des  BQbcIioU  hindurchgehen.  Die  neun  Durch- 
scbnittspnnkte  zweier  Curven  dritten  Grades,  oder  die  neun  Fnnda- 
mentalpnukte  eines  BOscheis  von  Curven  dritten  Grades  können  also 
nicht  willkQrlich  gewählt  werden;  sondern  nur  acht  sind  beliebig,  der 
nennte  (notwendige)  ist  durch  die  acht  Qbrigen  bestimmt 

Ordnet  man  nun  die  sechs  Du rch seh  nittsp unkte  einer  ebcncu 
Cnrve  C^'  und  eines  Kegelschnittes  Ä'.'  in  drei  Paare  "/«i')  ßi'ßi 
und  yi'yt\  «o  achueidct  jede  der  drei  Verbindungslinien  A'B'Cf  je 
eines  Punktpaaros  die  Cg'  noch  in  einem  Puukte,  bezüglich  in  fa'ßi'y^', 
die  in  einer  Geraden  liegen.  Denn  durch  die  neun  Punkte  a'ß'y' 
geht  erstens  die  Curve  C^',  zweitens  die  drei  Geraden  A'B'C,  die 
Kutammen  eine  aufgelöste  Curvo  dritten  Grades  bilden;  also  sind  jene 
neun  Punkte  die  Fundamental  punkte  eines  Büschels  von  Curven 
dritten  Grades.  Durch  jeden  Punkt  6'  der  Ebene  lässt  sich  eine 
diesem  Bflschot  zngehörigo  Curve  legen.  Wählt  man  unn  9'  auf  K^', 
so  mnsa  die  Curvo,  da  sie  sieben  Punkte  mit  A,'  gemein  hat,  alle 
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Ptmkte  TOD  Kt  GDthMbsii,  also  aufgelöst  sein  in  K,'  and  eiiio  Gerade, 
welche  natürlich  dnrch  die  drui  Punkte  Cg'^j')'»'  hindnrchgcht. 

Statt  des  Kegdschnittee  A','  kann  man  nun  auch  zwei  Gerade 
wählen,  welche  die  C,'  in  "i'ßi'yi'  nnd  a^'ßt'y*  schneiden,  so  dass 
man  den  spcciellercn  Satz  erhält: 

Verbindet  man  die  Schnittpunkte  zweier  Secantcn  einer  C^'  paar- 
weise durch  die  drei  Geraden  cj'ot',  ßi'ßt,  Yt'yi't  ">  li^^sen  die  dritten 
Schnittpunkt«  dieser  drei  Geraden  mit  C^',  nämlich  aa'ßa'ya  wieder 
in  einer  Geraden. 

Dieser  Satz  Iftast  noch  mannigfache  Specialisimngen'  zu,  die 
namentlich  dadurch  gewonnen  werden  können,  tlasB  man  einige  der 
betrachteten  Patikto  nnendlick  nahe  rOcken,  also  die  Secanlen  in 
Tangenten  ühci^eben  l&sst  Er  bildet  den  Ansgangspnnkt  fttr  die 
Betrachtung  der  Steinerschen  Polygone. 


n.     Die  Bteincrschcn  Pulysene  In  weiteren  Mnne. 

Han  kann  dem  zuletzt  erw&bntcn  Satze  auch  folgende  Fassung 
gehen: 

Verbindet  man  einen  festen  Punkt  V  einer  ebenen  Curve  dritten 
Grades  C,'  mit  einem  veränderlichen  a'  derselben  Carve  durch  eine 
Gerade,  welche  C,'  noch  in  ß'  schneidet,  zieht  von  ß'  nach  einem 
festen  Gurvcnpunkte  ^',  der  dritte  Dnrchscbnittspnnkt  sei  y',  von  f' 
nach  einem  festen  Cnrrenpunkte  v',  der  dritte  Dnrchschnittapunkt 
dieser  Geraden  sei  i',  dann  ist  der  dritte  Durchschnittspunkt  der 
veränderlichen  Geraden  tt'i'  mit  C^'  ein  fester  Punkt  p',  den  man 
linden  kann,  indem  man  den  dritten  Dorchschnittspunkt  a'  von  l'v' 
bestimmt,  nnd  alsdann  den  dritten  Durchscbnittspankt  von  c'ft',  der 
eben  p'  ist 

Die  vier  Seiten  des  veränderlichen,  der  C^'  eingescbriebeuen  ein- 
geben Ticrecka  a'ß'y'd'  gehen  also  je  durch  einen  festen  Punkt  der 
Gurre  C,'.  —  Setzt  man  nun  von  ä'  die  Constmction  in  analoger 
Weise  fort,  zieht  also  von  9'  eine  Gerade  nach  einem  festen  Cnrven- 
punkte  t',  nennt  den  dritten  Schnittpunkt  f',  nnd  von  c'  eine  Gerade 
nach  dem  festen  Cnrvenpnnkte  v',  deren  dritter  Schnittpunkt  £*  ist, 
so  geht  auch  die  veränderliche  Gerade  a'f  dnrch  einen  festen  Cnrven- 
pnnkt  v'.  Kan  hat  also  ein  Sechseck,  welches  mit  dem  Viereck 
analoge  Eigenschaften  besitzt,  und  kann  in  derselben  Weise  zu  einem 
Achteck,  Zehneck,  und  allgemein  zn  einem  2n  Eck  Qbergehn,  so  dasi 
man  folgenden  Satz  aussprechen  kann: 
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Wonn  man  einer  ebenen  Cnrve  C^'  ein  verfinderlicbes 
2n  Eck  einschreibt,  dessen  Seiten  alle  bis  anf  eine  als 
dritte  Schnittpnnkte  mit  der  Curve  einen  festen  Fnnkt 
haben,  also  ebene  Strahlbttschel  beschreiben,  so  hat 
anch  die  letzte  als  dritten  Schnittpunkt  mit  der  Curvo 
einen  festen  Pnnkt,  dessen  Lage  man  constmctiv  ans 
derjenigen  der  nbrigen  bestimmen  kann,  ohne  das  ver- 
änderliche 2n  Eck  selbst  zn  constrniren. 

Dass  der  Satz  auf  Polygone  mit  gerader  Seitenzahl  beschrankt 
ist,  ist  leicht  zu  erkennen.  Denn  verbindet  man  die  festen  Cnrven- 
punkte  l'  und  fi'  mit  dem  beweglichen  Cnrvenpnokte  ß'  und  verbindet 
die  dritten  Schnittpunkte  a'y'  dieser  beiden  Geraden,  so  kann  der 
dritte  Schnittpunkt  |'  von  a'y'  mit  Cj'  folgendermassen  gefunden 
werden:  Die  Verbindungslinie  von  l'  und  i*'  hat  als  dritten  Schnitt- 
punkt mit  C,'  den  festen  Punkt  q>',  die  Tangente  in  dem  veränder- 
lichen Punkt«  ß'  schneidet  Cj'  noch  in  dem  veränderlichen  Punkte  (J^' 
und  die  Gerade  ip'ß^'  schneidet  Q'  zum  dritten  Mal  iu  dem  gesnchten 
Punkte  g'.  Der  Punkt  |'  aber  ist  veränderlich;  er  könnte  nur  fest 
sein  und  mit  qp'  zusammoufallcn,  wenn  dies  ein  Doppelpunkt  von  6', 
näre,  also  mit  X'  oder  n'  zusammenfiele,  in  welchem  Falle  der  Satz 
überhaupt  itlnsorisch  würde. 

In  der  oben  mitgeteilten  allgemeinen  Form  ist  der  Satz  bei 
Steiner  und  bei  Clebsch  nicht  ausgesprochen,  vielmehr  sind  gleich 
speciellere  Falte  ins  Auge  gefasst,  die  sich  aus  ihm  ohne  Weiteres 
ergeben.  Während  nämlich  das  Zusammenfallen  zweier  aufeinander 
folgender  der  festen  Punkte  l'n'v'...  einfach  einem  Ausfall  beider 
gleichkommen  würde,  kann  man  offenbar  zwei  nicht  aufeinander  fol- 
gende, soweit  man  sie  beliebig  wählen  darf,  zusammenfallen  lassen. 
So  hat  nun  Steiner  boBouders  den  Fall  behandelt,  wo  die  Punkts 
abwechselnd  mit  l'  und  ^'  zusammenfallen,  bis  auf  den  letzten,  der 
durch  die  Übrigen  bestimmt  ist,  also  im  Allgemeinen  nicht  mit  ^' 
zusammenfallen  wird.  Mau  kann  nnn  aber  fragen,  wie  i'  und  (»' 
liegen  massen,  damit  der  letzte  Punkt  von  selbst  mit  fi'  zusammen- 
falle. Dieses  Problem  hängt  natürlich  auch  von  der  Seitenzahl  2n 
ah,  seine  Lösung  liefert  die  eigentlichen  Steinerschen  Polygone, 
deren  Seiten  abwechselnd  durch  zwei  feste  Curvenpunkte  X'  nud  f*' 
hindurcligeben,  während  ihre  Eckpunkte  veränderliche  Punkte  der  Cg' 
sind,  deren  einen  man  willkürlich  wählen  kann. 

III.    Otsctalossene  verSnderliohe  Polygrone,  welche  Kanmeorren 
vierten  Grades  und  erster  Art  ein^etebrlebeu  sind. 

Einer  Ranmcurve  A^  sei  ein  Viereck  mit  den  Eckpunkten  »ßyS 
eingeschrieben.    Man  projicire  die  Figur  von  einem  beliebigen  Punkte 
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X  der  Raomcnrve  ans  auf  eine  beliebige  Ebene  «,  (welche  nicht  dnrch 
w  geht).  Dann  projicirt  sich  Ä^  in  eine  ebene  Cnrve  Ca',  die  Punkte 
aßyd  in  die  vier  Cnrvenpuukte  a'ß'y'ä',  nnd  wir  bezeichnen  wie  oben 
des  dritten  Darchscbnittspniikt  von  Cg' 

I'  dnrch  l',  ' 


mit  a  p    anrcn  k , 

mit  ßy  durch  fi', 

mit  y'i'  durch  »', 

mit  9'a'  durch  p'. 


dann  ist  t'  so  zu  construiren,  nie  es  oben  angegeben  war.  Lassen 
wir  nun  das  Viereck  aßyi  sich  dadurch  verändern,  dass 

<iß  stets  die  Gerade  nX'  schneidet, 
ßy  stets  die  Gerade  nft', 
yS  stets  die  Gerade  itv', 

so  bleiben  fi'v'  fest,  also  nach  n  auch  p',  nnd  die  Gerade  Sa  schneidet 
stets  die  Gerade  ng'.  Die  einzelnen  Seiten  des  Yierecks  beschreiben 
also  SecanteuBchaaren  der  Raumcurve  R«  (siehe  oben  I,  !.)■  Wir 
sind  somit  auf  einen  Satz  geführt,  der  sich  wieder  auf  Sechsecke, 
Achtecke,  und  allgemein  2n  Ecke  Obertragen  tässt,  und  dann  folgender- 
massen  aasgesprochen  werden  kann: 

Wenn  jede  der  Seiten  eines  veränderlichen,  einer 
Ranmcurve  Jti  eingeschriebenen  2n  Ecks,  bis  auf  eine' 
einer  Secantcnschaar  angehört,  also  ein  Hyperboloid 
beschreibt,  so  ist  dasselbe  mit  der  letztenSeite  derFalL 

Bemerknng.  Verbindet  man  die  Eckpunkte  eines  der  Raum- 
cnrve  R,  eingoschricbeneu  2n  Ecks  ußyi...  mit  dem  Sclieitel  eines 
der  vier  Kegel  zweiten  Grades,  welcher  durch  Ri  gehe,  so  schneidet 
jede  dieser  Verbindungslinien  die  Ri  noch  einmal.  Diese  zweiten 
Schnittpankte  seien  bozaglich  t^ßiYt^i-.-  Die  Seiten  des  durch  sie 
bestimmten  Polygons  und  die  entsprechenden  Seiten  des  Polygons 
oßyi;  also  beispielsweise  aß  und  a^ß^  gehören  conjngirten  Secanten- 
Bcha&ren  an,  da  sie  paarweise  in  einer  Ebene  liegen,  Wir  erhalten 
demgemftss  zn  dem  eben  besprochenen  Satze  den  folgenden 

Zusatz.  Wenn  jede  Seite  eines  veränderlichen  2n- 
£ck^,  welches  einer  A«  eingeschrieben  ist,  einer  Secan- 
tenschaar  von  n^  angehört,  so  kann  man  derselben  R^ 
anch  eine  Schaar  von  3n  Ecken  einschreiben,  deren  Sei- 
ten der  Reihe  nach  denjenigen  Secantenschaaren  an- 
gehfiren,  welche  denen  der  ersteren  Polygone  bezflglich 
conjngirt  sind. 
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Id  Bezug  auf  dio  Specialisirungen  des  Hauptsatzes  kaoo  natOrlich 
die  Analogie  mit  den  Sätzen  über  die  Steinerachen  Polygone  auch 
verfolgt  werden.  Lässt  man  also  etwa  zwei  aomittelbar  aufeinander 
folgende  Seiten  dee  Polygons  zusammenfallen,  so  ist  es  so  gut,  als 
fiele  ein  Eckpunkt  und  zwei  Seiten  ganz  auB  dem  Polygon  heraus. 
Dagegen  können  zwei  nicht  unmittelbar  aufeinander  folgende  Seiten 
derselben  Sccantenschaar  angehören.  Man  könnte  namentlich  die 
erste,  dritte,  bis  (2n — l)te  Seite  des  Polygons  ans  deroelbon  Schaar 
wählen,  und  die  zweite,  Yierte,  bis  (2n — 2)te  aus  einer  zweiten  Schaar; 
dann  wird  die  letzte  (2n)to  Gerade  im  Allgemeinen  einer  dritfen 
Schaar  augehören,  die  aber  bei  besonderer  Wahl  der  beiden  ersten 
Schaaren  mit  der  zweiten  derselben  identisch  werden  kann,  so  dass 
man  ein  der  Äj  eingeschriebenes  2n  Eck  erhält,  dessen  Seiten  ab- 
wechselnd je  einer  von  zwei  Sccantensc haaren  angehören.  Noch 
specieller  können  diese  beiden  Schaaren  conjngirte  Secanten schaaren 
werden,  also  demselben  Hyperboloide  angehören.  Es  existirt  also 
folgender  speciellcro  Satz: 

Wenn  sich  anf  einem  Hyperboloide  eine  Raumcurve 
Tiortcn  Grades  St  befindet  von  der  Beschaffenheit,  dass 
ihr  ein  geschlossenes  2n  Eck  ctngeschtichcn  worden 
kann,  dessen  Seiten  abwechselnd  je  einer  der  beiden 
Schaaren  von  Generat rices  des  Hyperboloids  angehören, 
so  lassen  sich  derselben  Jii  nnzilblige  geschlossene  2n- 
Ecke  derselben  Art  einschreiben,  nnd  zwar  kann  Jeder 
Punkt  der  Jl^  als  erster  Eckpunkt  gewählt  werden. 

Die  Frage,  wie  die  betreffenden  Secanten schaaren  in  jedem  Falle 
gewählt  werden  mOssen,  kann  natQrlich  leicht  auf  dio  analoge  Frage 
ftlr  die  ebenen  Cnrven  dritten  Grades  rcducirt  werden,  die  in  den 
Arbeiten  von  Steiner  und  Clebsch  erledigt  sind. 

Man  kann  nun  danach  fragen,  ob  die  eben  behandelte  Eigenschaft 
der  Baumcnrven  vierten  Grades  sich  abermals  auf  andere  Gebilde 
tibertragen  lässt.  Eine  solche  Uebertragung  könnte  etwa  dnrch  Pro- 
jection  der  Figur  von  einem  beliebigen  Punkte  n  auf  eine  beliebige 
Ebene  e  geschehen.  Mau  wQrdo  dadurch  auf  einen  Satt  über  ebene 
Corven  vierter  Ordnung  mit  zwei  Doppelpuukt*?n  geführt  werden,  der 
aber  nicht  einfach  genug  ist,  um  ein  besonderes  Interesse  zu  erregen; 
der  vielmehr  um  einen  treffenden  Ausdruck  Steiners  zu  gebrauchen, 
eine  blosse  Carricatur  der  einfacheren  Sätze  sein  würde  •).         . 

Ein  Fall  aber  ist  es,  der  besondere  Beachtung  verdient,  und  mit 
dem  wir  nns  im  folgenden  besch&ftigen  werden. 

*)  Stcinor,  Sptcm«tisdic  KiitwirkoluDgcn,  pg-  i'O  unten. 
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IT.    Der  PonceletMbe  Satz. 

W&hlt  man  uftmlich  als  Projcctionspol  n  den  Schoit«!  eines  der 
vier  Kegel,  welche  dnrch  R^  hindurchgehn,  nnd  als  Bildedene  e,  der 
bcqnemeren  Ausdrncks weise  wegen,  obwohl  dies  an  sich  nicht  nfltig 
wäre,  die  durch  die  drei  Scheitel  der  drei  andern  Kegel  gelegte  £bene, 
die  bekanntUcfa  die  gemeinschaftliche  Polarebene  des  Panktes  «  für 
alle  Flächen  /j  ist,  welche  durch  E^  bindarchgeben ,  so  projicirt  sieb 
irgend  eine  Secantenschat^  von  ü^  in  die  Schaar  der  Tangenten  des- 
jenigen Kegelschnittes  L^',  in  welchem  das  von  der  Secantenscbaar 
beschriebene  Hyperboloid  A,  die  Ebene  e  schneidet;  coiungirte  Sc- 
canlenscbaarcn  projidren  sich  in  dieselbe  Tangenten  scharr  (1, 1  nnd  3), 
nicht  coqjngirte  in  verschiedene;  die  sämmtlichen  Kegelschnitte  Zr,' 
gehen  durch  die  vier  Schnittpunkte  von  Ii^  mit  e,  bilden  also  in  « 
einen  Kegel  seh  nittbüschel.  B^  selber  projicirt  sich  in  einen  Kegel- 
schnitt K'*  der  ebenfalls  jenem  Bfischet  angehört  Schreibt  man  nan 
der  Ri  ein  Tiereck  aßyi  ein,  so  wird,  wie  wir  gesehn  haben,  wenn 
"ß't  ß7i  Y^i  Secantensc haaren  beschreiben,  auch  da  eine  solche  be- 
schreiben, und  das  veränderliche  Viereck  «ßyS  projicirt  sich  in  ein 
verilnderticbes  Viereck  a'ß'y'S',  welches  dem  Kegelschnitt  i**  ein- 
geschrieben ist,  während  jede  seiner  Seiten  einen  Kegelschnitt  der 
Schaar  L*  berührt.  Das  Analoge  gilt  für  2n  Ecke.  Hierdnrch 
erhält  man  einen  Satz,  der  sich  von  dem  erweiterten  Fonceletscben 
scheinbar  noch  dadurch  unterscheidet,  dass  das  Polygon  eine  gerade 
Seitenzahl  bat.  Da  aber  der  Kegelschnitt  K,'  auch  zur  Schaar  L^' 
gehört,  so  können  wir  die  eine  Seite  dos  Tierecks  z.  B.  y'^'  so  wäh- 
len, dass  sie  K,'  berührt,  so  dass  also  y'  und  ä'  zusammenfallen,  und 
das  Viereck  a'ß'y'i'  in  ein  Dreieck  Übergeht,  oder,  um  es  anders 
anfizndr&cken,  wir  können  die  Gerade  yS  so  wählen,  dass  sie  durch 
X  geht,  also  die  konische  Sccantenschaar  dnrch  n  beschreibt,  und 
können  die  verschwindende  Seite  in  der  projicirten  Figur  unberack- 
sicbtigt  lassen.  Ebenso  können  wir  von  einem  2n  Eck  zum  {2n — 1) 
Eck  übergeben.  Um  aber  gar  keinen  Unterschied  in  der  Betrachtung 
der  2r  Ecke  nnd  der  (2n  —  1)  Ecke  nötig  zu  haben,  können  wir  die 
Seiten  des  ebenen  Polygons  abwechselnd  verschwindend  und  nicht 
verschwindend  wählen,  d.  h.  das  Banmpclygon  aus  Secanten  beliebiger 
Schaarcn  altemirend  mit  Secanten  der  konischen  Schaar  zusammen- 
setzen. Wir  sind  somit  auf  den  erweiterten  Ponceletschen  Satz  ge- 
ehrt, den  wir  folgendermassen  anssprechen  können: 

Wenn  sich  in  einer  Ebene  «  ein  Kegelschnittbaschel 
£,'  befindet,  nnd  einem  ihm  angehOrigen  Kegelschnitte 
Kf  ein  veränderliches  Dreieck,  respective  n  Eck  ein- 
geschrieben ist,  dessen  Seiton  bis  anf  eine  je  einen  der 
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Eegelschnitto   dos   BOschols  umhüllen,  so  nmhallt  auch 
die  letzte  einen  Kegelschnitt  des  ßaachets. 

Insbesondere  können  die  ScitcD  alle  denselben  Kegelschnitt  bc- 
rahren,  so  dass  man  folgenden  Znsatz  erhält: 

Wenn  in  der  Ebene  e  zwei  Kegelschnitte  so  liegen, 
dasB  sich  ein  Polygon  zugleich  dem  einen  ein-  nnd  dem 
andern  umschreiben  las  st,  so  haben  unendlich  viele  Po- 
lygone dieselbe  Beziehung  zu  diesen  Kegelschnitten  nnd 
man  kann  als  ersten  Eckpunkt  eines  solchen  Polygons 
jeden  Punkt  des  ersten  Kegelschnittes  wählen.  (Damit 
das  Polygon  reell  werde,  müssen  sich  aber  von  jenem  Punkte  reelle 
Tangenten  an  den  zweiten  Kegelschnitt  legen  lassen.) 

Dass  man  in  der  Tat  die  hier  in  Frage  kommenden  ebenen  Ge- 
bilde als  gegeben  betrachten  nnd  daraus  die  räumlichen  Gebildo  (R^ 
nnd  den  Punkt  n)  bestimmen  kann,  und  zwar  mit  einer  gewissen 
Willkarlichkeit,  das  bcJai-f  wohl  keines  genaueren  Nachweises.  Da- 
gegen ist  der  zuletzt  ausgcsprochcuc  Satz  noch  nicht  volIsUndig 
erwicseu.  Bekanntlich  wird  nämlich  jede  Gerade  einer  Ebene  von 
zwei  Kegelschnitten  eines  iu  dieser  Ebene  beSodtichen  BUschcIs  be- 
rührt. Wenn  also  sämmtliche  Seiten  eines  dem  Kegelschnitte  K^' 
eingescbricbenen  Polygons  bis  anf  die  letzte  beständig  einen  zweiten 
Kegelschnitt  L^'  bcrahren,  so  berührt  die  letzte  beständig  einen 
Kegelschnitt  derselben  Schaar,  während  sie  iu  jeder  bosondem  Lage 
noch  einen  zweiten  berührt,  welcher  sich  iudess  mit  dieser  Lage 
ändert.  Denkt  man  sich  also  das  Polygon  in  irgend  einer  besondem 
Lage  gezeichnet,  nnd  findet  man,  dass  die  letzte  Seite  den  Kegel- 
schnitt /.j'  berührt,  aber  ausserdem  noch  einen  zweiten  Kegelschnitt 
der  Scbaar  L^^',  so  ist  noch  zn  untersuchen,  ob  bei  der  Veränderung 
des  Polygons  L^^'  oder  ob  L^'  unverändert  von  der  letzten  Seite 
berührt  wird.  Wir  nehmeu  deshalb  im  Räume  einen  beliebigen  Punkt 
n  an,  legen  durch  K^'  einen  Kegel,  der  n  zum  Scheitel  hat,  und 
durch  Lt  ein  Hyperboloid  h^,  welches  als  Pol  von  e  deu  Punkt  n 
hat,  und  nennen  den  Durchschnitt  des  Hyperboloids  und  des  Kegels 
B^.  Ba  die  Seiten  o'ß',  ß'y'  etc.  sämmtlich  Lf  berühren,  so  sind 
die  Ebenen  na'ß'  etc.  Tangentialebenen  von  ^,  enthalten  also  sämmt- 
lich  je  zwei  Generatrices  conjngirter  Schaaren  von  A,.  Die  eine 
dieser  Goneratrices  in  der  Ebene  nu'ß'  schneide  S^  in  den  Punkten 
crjß,  (deren  Prejectionen  natürlich  «'  und  ß'  sind);  die  derselben 
Schaar  angehörige  Geueratrix  iu  der  Ebene  aß'y'  schneidet  A4  in 
zwei  Punkten,  deren  Prejectionen  ß'  und  )■'  sind,  aber  der  erste 
dieser  Punkte  muss  von  ^,  verschieden  sein,  weil  die  einer  nicht 
kosischea  Schaar  angehCrigen  Generatrices  gegen  einander  windschief 
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lind;  irir  nennen  diesen  Fankt  ß^,  so  dass  &Iao  ß^ßf  die  Genenttrix 
des  Kctgels  ist,  welche  durch  ß'  geht.  Denken  wir  uns  diese  Be- 
trachtnng  fortgesetzt  nnd  die  Punkte  ßißa,  YiYi  '^*"^'>  verbanden,  so 
erhalten  wir  ein  veränderliches  geschlossenes  2n  Eck  Diat^il'c--Ii£ti 
dessen  Seiten  abwechselnd  3  Secanteaschaarcn  angehören,  nämlich  der 
konischen  und  der  einen  Schaar  des  Hyperboloids  A,;  durch  Projec- 
tion  der  Fignr  anf  die  Ebene  «  erhalten  wir  ein  veränderliches  ge- 
Bchlosseaes  2n  Eck,  das  dem  Kegelschnitt  I^'  umschrieben,  dem 
Kegelschnitt  £^'  ein  geschrieben  ist,  wodnrch  auch  der  zweite  der 
oben  aosgesprocbenen  Satze  bewiesen  ist.  Scbliesslicb  sei  zu  diesem 
Beweise  bemerkt,  dass  das  hier  gewählte  räumliche  Polygon  die  tlber- 
sichtlichsle  Anordnung  hat,  dass  man  aber  allgemeiner  ein  Polygon 
hätte  zu  Htüfc  ucbmen  kAnncn,  dessen  Seiten  teils  der  einen  Sccanten- 
■cfaaar  auf  k^,  t»ils  der  conjngirten,  teils  endlich  der  konischen  Schaar 
angehören,  wenn  nur  die  Anzahl  aller  eine  gerade  ist,  die  zwischen 
N  und  2n  liegt 

T,    I>er  SUtnersehe  Bati  tber  die  KreterelbeB 
nebst  ErweiteroBf  en. 

Ans  dem  Foncelctecben  Satze  lassen  sich  nun  noch  einige  andere 
Sätze  herleiten,  in  denen  der  Steinersche  Satz  aber  die  Kreisreihen 
als  ein  spccieller  Fall  enthalten  ist 

Haben  wir  nämlich  ein  Hyperboloid,  oder  da  es  hier  anf  die 
Realität  der  Generatrices  nicht  ankommt,  eino  beliebige  Fläche  zweiten 
Grades  f^,  und  auf  derselben  eine  Ranmcorve  J?*,  nnd  projiciren  wir 
die  Jt^  wieder  von  einem  der  vier  Kegelscbeitel  n  aus  auf  die  Ebene 
e,  welche  durch  die  drei  andern  Eogelschcitcl  geht,  so  sei  die  Pro- 
joction  von  Jti  wie  oben  der  (doppelt  zu  denkende)  Kegelschnitt  f,', 
der  Durcbachnitt  von  f^  mit  e  sei  £,',  so  dass  L,'  der  BerOhmngs- 
kegelschnitt  des  Tangente ukegels  von  n  an  ff  ist,  nnd  es  gehen  wie- 
der sowohl  £}'  als  L^'  durch  die  Schnittpunkte  von  li^  mit  e.  Ins- 
besondere können  A','  und  1./  so  liegen,  dass  ein  veränderliches  n  Eck 
tt'ß'y ...  zngleich  dem  Kegelschnitt  K^'  nmschrieben  und  dem  Kegel- 
schnitt L,'  eingeschrieben  ist  (also  gerade  nmgokehrt  wie  oben). 
Legt  man  alsdann  durch  n  und  Jede  der  Seit«n  dieses  n  Ecks  Ebenen, 
HO  erhält  man  eine  veränderliche  körperliche  Ecke  mit  dem  Scheitel 
X,  deren  Scitenebenen  die  /f«  dopp^  berühren,  und  deren  Kanten 
durch  Lf'  gehen,  also  Tangenton  an/,  sind.  Da  nun  die  Tangente 
einer  Fläche  auch  jeden  ebenen  Schnitt  berührt,  dessen  Ebene  durch 
■io  hindurchgeht,  und  da  ebenso  jeder  ebene  Schnitt  einer  Fläche, 
dessen  Ebene  eine  beliebige  auf  der  Fläche  befindliche  Curve  bfirdhrt, 
■elbst  diese  Cnrve  in  demselben  Punkte  berOhrt,  so  schneiden  die 
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EbeDen  nt/ß'  etc.  die  Fl&che  /i  in  Eegelschnitton ,  deren  jeder  die 
Sf  zweima]  berahrt,  and  von  denen  jo  zwei  bcnacbbarte  sich  gegen- 
seitig berOhren,  and  zwar  gehen  sowohl  die  Verbindungslinien  der 
beiden  Benümingspunlcte  Jedes  dieser  Eegelscfauitte  mit  R„  als  anch 
die  gemeinschaftlicbea  Tangenten  je  zweier  einander  berlthrender 
Kegelschnitte  durch  n. 

Wir  sind  somit  aaf  folgenden  Satz  geführt: 

Wenn  sich  auf  einer  Fläche  zweiten  Grades  eine 
RaumcurTe  if«  befindet,  von  der  Art,  dass  in  einer  der 
vier  Schaaren  von  ebenen  Sclinitton  der  Fläche,  welche 
die  üi  doppelt  berühren,  eine  geschlossene  Reihe  ?on 
n  Schnitten  besteht,  deren  jeder  die  beiden  Nachbar- 
schnitte bcrQhrt,  so  bleibt  die  Reihe  geschlossen,  wie 
man  auch  den  ersten  Schnitt  der  Schaar  w&hlt  Die  Ver- 
bindungslinie der  bei  den  Berührungspunkte  jedes  Kegel- 
schnitts mit  Jt^,  sowie  die  gomciuaame  Taugente  zweier 
einander  berührender  Schnitte  einer  Schaar,  schneiden 
sich  in  dem  Puukte  n,  durch  welchen  die  Ebenen  der  be- 
trachteten Schaar  von  Schnitten  hindurchgehen. 

Im  besondcrn  kann  die  lif  sich  auch  in  zwei  Kegelschnitte  auf- 
lösen, fflr  die  dann  derselbe  Satz  gilt,  nur  dass  von  den  vier  Scheitelu 
n  der  durch  iZ«  gebenden  Kegel  zwei  uubestimnit  werden,  dass  also 
nnr  zwei  Schaaren  eigentliclier  Kegelschnitte  aaf  f^  existiren,  welche 
jene  beiden  Kogclschuittc  berObren, 

Projicirt  man  nun  die  in  diesem  Satze  auftretenden  Gebilde  von 
irgend  einem  Punkte  p  aus  wieder  auf  eine  belicbit;e  Ebene,  so  er- 
hält man  mit  RQcksicht  auf  die  in  der  Eiiilcitaug  besprochenen  Eigen- 
schaften folgende  Sätze: 

1.    Wenn  mau  den  Pol  p  beliebig  wählt 

Eine  ebene  Curve  vierten  Grades  C,'  mit  zwei  Doppel- 
punkten, welche  auch  durch  zwei  Kegelschnitte  ersetzt 
werden  kann,  wird  von  einem  Kegelschnitte  viermal  bc- 
rohrt  Es  giebt  vier  Schaaren  von  Kegelschnitten,  die 
sowohl  C^'  als  jenen  Kegelschnitt  doppelt  berühren,  und 
zwar  geht  die  Verbindungslinie  der  Berührungspunkte 
eines  der  Kegelschnitte  »iner  Schaar  mit  C«'  stets  durch 
einen  festen  Punkt  n'.  Irgend  zwei  Kegelschnitte  einer 
solchen  Schaar,  welche  sich  gegenseitig  berühren,  ha- 
ben als  gemeinsame  Tangente  eine  Gerade,  die  eben- 
falls durch  n'  gebt,  und  der  Ort  des  Berührungspunktes 
ijst  ein  Kegelschnitt    Wenn  eine  geschlossene  Reihe  von 
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n  KegeUcbnittea  in  einer  solchen  Schsar  ezistirt,  von 
denen  jodcr  die  beiden  Naehbarkegelschnitte  berührt, 
so  bleibt  die  Reibe  geschlossen,  wie  man  auch  den  ersten 
Eegclscchuitt  ans  der  Schaar  wählen  mag. 

2.  Wenn  nuin  q  anf/|  wählt 

Eise  ebene  Cnrve  vierten  Grades  mit  zwei  Doppet- 
pBDkten,  welche  anch  aus  2  Kegelschnitten  bestehen  kann, 
wird  von  vier  Scbaaren  von  Kegelschnitten,  welche  darcb 
die  zwei  Doppelpunkte  gehen,  doppelt  berOhrt.  Die 
Terbindnngslinie  der  beiden  Berflhrnngapnnkte  geht  fQr 
alle  Kegelschnitte  einer  Schaar  durch  einen  festenPankt 
ff'.  Irgend  zwei  Kegelschnitte  einer  Schaar,  die  sich 
gegenseitig  berühren,  haben  als  gemeinsame  Tangente 
eine  Gerade,  die  ebenfalls  durch  n'  geht,  und  der  Be- 
rfthrnngspunkt  liegt  anf  einem  festen  Kegelschnitte,  der 
aneb  durch  die  Doppelpankte  von  A«  hindurchgeht. 
Wenn  eine  geschlossene  Beibe  von  n  solchen  Kegel- 
schnitten existirt,  von  denen  jeder  die  beiden  Nachbar- 
kegelschnitte berührt,  so  bleibt  die  Reihe  geschlossen, 
wie  man  anch  den  ersten  Kegelschnitt  aus  der  Schaar 
wfthlen  mag. 

Da  alle  Kreise  einer  Ebene  charakterisirt  sind  als  Kegelschnitte, 
welche  durch  die  imaginären  Kreispunkto  der  Ebene  gehen,  so  ent- 
halt dieser  Satz  als  speciellcn  Fall  den  Satz  von  Steiner  aber  die 
zwei  Kreise  berührenden  Krcisroihen  in  sich. 

3.  Wählt  man  endlich  noch  specieller  ^a  Projectionspol  g  einen 
Punkt  auf  it«,  so  wird  die  Projection  tou  ij^  töne  Carve  dritten 
Grades  C,  nnd  eine  unbestimmte  Gerade,  deren  zwei  Schnittpunkte 
mit  C'f  die  Doppelpunkte  vertreten,  und  wenn  man  nun  die  Gerade, 
nnf  welche  es  weiter  nicht  ankommt,  ausser  Betracht  Usst,  so  erhält 
man  einen  Satz  für  beliebige  Curveu  dritten  Grades,  der  sich  fol- 
gendermassen  aussprechou  lässL 

Dnrch  zwei  beliebige  Puukte  a'ß'  einer  ebenen  Gnrve 
dritten  Grades  C,'  gehen  vier  Schaaren  von  Kegelschnit- 
ten, welche  dieselbe  doppelt  borOfaren.  Die  Yerbindnugs- 
linie  der  beiden  Berahrnngspnnkte  jedes  Kegelschnittes 
einer  Schaar  geht  durch  einen  festen  Punkt  »',  der  aaf 
Ci  liegt,  die  gemeinschaftliche  Tangeute  zweier  sich 
bertthrender  Kegelschnitte  dieser  Schaar  geht  dnrch 
denselben  Punkt  »';  der  Ort  der  ßertthrungspnnkte  Ist 
ein  Kegelschnitt,  der  auch  durch  die  zwei  Pookte  a'ß' 
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geht  Wenn  eine  geschlossene  Reihe  von  n  Kegelschnit- 
ten in  einer  dieser  Schaaren  oxistirt,  deren  jeder  die 
beiden  Kachbarkegelschnitte  berührt,  so  bleibt  sie  ge- 
Bchlossen,  wie  man  auch  den  ersten  Kegelschnitt  ans  der 
Schaar  w&hlen  mag. 

Schlnssbemerkung.  Da  es  in  dieser  Arbeit  wesentlich  anf 
den  Zusammenhang  der  verechiedenen  besprochenen  Theoreme  ankam, 
so  konnte  auf  die  directeste  Art,  zn  jedem  einzeln  za  gelangen,  nicht 
eingegangen  werden.  Ich  bemerke  aber  Aber  den  Steinerschen  Krüs- 
rcihensatz,  dasa  sich  derselbe  mit  Hülfe  der  stereographischen  Pro- 
jection  sehr  leicht  elementar  beweisen  lässt  Hat  mau  nämlich  auf 
einer  Kngel  zwei  einander  gleiche  Parallel  kreise,  so  werden  die  Tan- 
gentialebenen des  durch  beide  gelegten  Cyliudcrs  dieselbe  Engel  in 
Kreisen  schneiden,  welche  jene  beiden  ParalUlkrciae  berühren. 
Schneiden  sich  zwei  solche  Tangentialebenen  in  einer  Geraden,  welche 
dnrch  den  grössten  Kreis  geht,  der  jenen  Parallolkreisen  parallel  ist, 
so  berOhren  sich  die  in  den  beiden  Ebenen  befindlichen  Kreise  and 
man  erkennt  sofort,  daas  wenn  eine  geschlossene  Reihe  solcher  Kreise 
besteht,  bei  der  jeder  die  beiden  Kachbarkreise  berührt,  sie  ge- 
schlossen bleibt,  wie  man  auch  den  ersten  Kreis  wfthlt,  alle  Kreise 
der  Schaar  sind  nämlich  in  diesem  Falle  gleicL  Ist  der  sphärische 
Durchmesser  eines  jeden  der  beiden  Parallclkreise  a,  und  der  der 
berflbronden  Kreise  jS,  so  ist  «-f-(J  —  w,  und  die  Reihe  schliesst  sich, 

wenn  nß  =  u.2n,  also  ß  —  --2n  ist,  WO  u  nnd  n  ganze  Zahlen  sind; 
dann  bedeutet  n  die  Anzahl  der  Glieder  einer  geschlossenen  Reihe 
u  die  Anzahl  der  Umlänfe,  Nun  ist  aber  a=n — ff-=2w— jr —  —  2ä— , 

worans  man  erkennt,  dass  wenn  man  aus  der  Schaar  der  Kreise, 
denen  die  gcschlosseneu  Reihen  angehören,  zwei  Parallclkreise  wählt, 
es  auch  in  drr  einen  Schaar  der  Kreise,  welche  diese  beiden  Parallcl- 
kreise berühren,  geschlossene  Reiben  giebt,  die  14  Glieder  cutlialtcii 

und  sich  nach  u,  Umläufen  schliesscn  und  zwar  ist  — -j--  =.  5- 

Projicirt  man  nun  die  Figar  von  irgend  einem  Kogclpnnkte  g 
stereograpbisch ,  d.  h.  anf  eine  Ebene  parallel  der  Tangentialebene 
in  Q,  so  werden  alle  Kngelkrciso  in  Kreise  projicirt,  und  man  erhält 
den  Steiner'schen  Satz,  zu  dessen  Tollständigem  Beweise  noch  der 
leicht  zu  führende  Nachweis  gehört,  dass  irgend  zwei  (einander  nicht 
schneidende)  Kreise  der  Ebene  stereograpbisch  in  zwei  parallele  und 
gleiche  Eugelkreise  projicirt  werden  können.  Aus  der  oben  gemach- 
ten Bemerkung  kann  man  dann  folgern,  dass,  wenn  in  einer  Schaar 
von  Kreisen,  die  irgend  zwei  Kreise  berühren,  gescblossene  Reihen 
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^iatireii,  anch  der  grOsste  und  kleinste  Kreis  dieser  Scbaar  tos  einer 
Schaar   von  Kreisea  berabrt  wird,  in  welcher  geschlOBsene  Rdhen 

existirDn,  nnd  es  besteht  die  Relation  --| —  ~  =  in  derselben  Be- 
dentnng  wie  oben.  Es  bedarf  dann  nnr  noch  weniger  Betrachtungen, 
am  ZQ  dem  Steinerschen  Satze  aber  Kngelreihen  zn  gelangen,  der 
folgendermasBen  ausgesprochen  werden  kann: 

Irgend  drei  Kugeln  werden  von  vier  Schaaren  von 
Kugeln  berflhrt,  nnd  alle  Kugeln  einer  dieser  Schaaren 
werden  von  einer  zweiten  Scfaaar  von  Engeln  berührt, 
za  der  jene  drei  Engeln  gehören.  (Die  gemeinschaftliche 
Enveloppe  beider  Schaaren  ist  eine  merkwürdige  Flache 
vierten  Grades,  die  zn  den  Darboaxschen  Cyeliden  ge- 
hört) Wenn  in  einer  von  zwei  derartig  conjngirten  Ko- 
gelBchaaren  geschlossene  Reihen  von  n  Gliedern  mit  u 
Uml&ufen  existiren,  deren  jedes  Glied  die  beiden  Nach- 
bargtieder  berQhrt,  so  existiren  ebenso  in  der  andern 
Schaar  geschlossene  Reihen  von  n,  Gliedern  and  uj  Um- 
ISofen,  nnd  es  ist  wieder: 

Berlin  im  Angnst  1875. 


An  die  vorst^ende  Abhandlang  scbliesst  sich  der  in  N.  Xvin. 
dea  vorigen  Teiles  bereits  mitgeteilte 

„Iiehnats,  eiae  gewisM  Banmeure  seefciten  Gra4eB  betr^ead." 

Bei  der  Anordnung  ist  es  aberaehea  worden,  dass  er  in  derselben 
in  Beziehnng  steht 
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Contlruelioa  der  ÜtmkKhniUipiinkle 


CoDstrnetioii  der  Dnnbscliiilttsponkte  toh  Geraden 
mit  Eegelschnlttslinien. 


Von 
Gmtav   Ad.  V.  Peaehka. 


Viele  geometriacho  Conatractionen  führen  in  ihrem  Verlaufe  za 
dem  Problem:  „Die  Schuittpankte  von  Geraden  mit  Kegel  sehn  itte- 
linien  oder  von  diesen  untereinander"  zu  bestimmen,  wobei  im  Allge- 
gcmeinen  die  grOHstmUglichBte  Genauigkeit  gefordert  wird*). 

Dieser  Anfordernng  wird  jedoch  nicht  immer  durch  die  wirkliche 
Verzeichnung  des  Kegelschnittes  selbst  Genüge  geleistet  werden,  wenn 
man  mitunter  auch  ohne  besonderen  Zeitaufwand  eine  hinreichende 
Zahl  vou  Funkten,  welche  dem  Kegelschnitte  augehCreu,  auffinden, 
und  durch  eine  coutinuir liehe  Curve  vcrhindcn  könnte. 


*)  Detwr  die  LOiung  (orbfMirhnrUn  Problcmei  finden  sich  ■dI«'  Anderen 
*nch  geditgtne  Abhandlnngen  in  dm  Siunngtberiphten  der  k.  k.  Akademie 
der  WiMenichaftcn  In  Wien,  und  iwHr  von  Herrn  Ruduir  Niemtflchik ,  Danil 
LIX:  Heber  die  Conitinction  der  Dnrcbichnltltpunkle  von  Kreitrn  nnd  Kegcl- 
tchnitulinlen.  [i)ai  Princip  der  LOiang  <at:  Durch  den  Ki-gelachnitE  vird  eioe 
Fllcbe  3.  Oradii  und  durch  den  Kteii  eine  Kugel  derart  gelegt.  d«H  beidn 
FItchen  lieh  n«oh  Kreisen  icbneidcn,  welche  ihrerseil«  die  geßebeiien  Carren 
in  deren  eigenen  Schnittpnnkicn  treffen];  ferner  <ron  Herrn  Rudoir  Stsadigl, 
Band  LVIII:  Uebcr  die  DurchfDbranK  versehiedrner,  die  Carren  3.  Onidei 
betreffenden  Conitmetlonen  mit  Hilfe  von  Kegel-  nnd  Cylinderlltchen;  —  nnd 
von  Herrn  E.  Eontiiy!  üeber  die  Conitmetion  dei  DnrchBchnittes  einer  O«- 
Tiden  mit  den  KegeiichnitUlinien.  [Anwendung  der  Parallel-  nnd  CentrKl- 
PTOJMtioa  einet  Ereiie«]. 
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Obwohl  nmn  die  Genauigkeit  durch  die  Anzahl  der  zu  verbinden* 
den  Cnrvenpunkte  steigern  kann,  ao  wird  desu  doch  andrerseits  die 
OcDtiichkeit  and  Uebtrsicbtlichkeit  der  Zeichnung  dnrcb  viele  Hilfs- 
constractionen  mitniitcr  iu  einer  Weise  geschädigt,  rlass  sich  das 
UBzweckmftssige  einer  solchen  Bestimmungsart  nicht  verkennen  lässt 

£s  soll  nun  in  folgendem  eine  Reibe  geometrischer  Constractionen 
angefahrt  werden,  welche  die  directe  Bestimmung  der  gemein- 
aamen  Funkte  einer  Geradan  nnd  eines  Kegelschnittes 
anf  einfache  Weise  ermöglichen. 

1.  Es  sind  die  Dorcfaschnittspunkte  d^  und  d^  einer 
Geraden  I  mit  einer  dnrcb  ihre  Äsen  AA'  und  Bß'  ge- 
gebenen Ellipse  zu  bestimmen. 

a)  Die  Lösung  des  gestellten  Problems  kann  entweder  auf  rein 
analytiachem  oder  auch  auf  synthetischem  Wege  erfolgen,  und  mOssten 
beide  LOsnngaweiscn  selbst ver stündlich  zu  gleichem  Resultate  führen. 

Wftlt  mau  (Fig.  1.)  die  grosse  Axc  AA'  der  Ellipse  als  Abscis- 
senaxe  und  die  kleine  Aie  BB'  derselben,  als  Ordinateuiixe,  so  ist 
bekanntlich  die  Hittelpnnks-Oteichung  der  Ellipse: 

a^y*-\-b'*x*  ~  aW* I) 

wobei  a=  OA  und  b  =  OB  ist 

Beschreibt  man  femer  Über  der  grossen  Axe  als  Durchmesser, 
einen  Kreis  K,  so  ist  dessen  Gleichung: 

1"+«'  -  «' U) 

Obige  Gl^chuDgcn  können  auch  in  folgender  Form  gebracht  werden : 

**  =  ^(a»-r») I) 

r*  =  a*— ** U) 

Durch  DiiisiOD  b^der  erh&It  man:  —  =  j«  oder: 

i=: iD) 

»         * 

d.  h.  „die  zu  den  nämlichen  Abscisaen  gehörigen  Ordinaten  ¥  und  y 
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des  Kreises  K  and  der  Ellipse  E  stehen  im  VerhUtDisae  der  Halb- 
aien  der  Letzteren"*) 

*J  Die  OIcicbuDg  der  Oerad«n  f,  welche  darch  die  iwei  Punkte  if,  t  '' 
und   rf,  J  '*     gebt,  iM: 

Ffti  dtn  Scbnittpnnkt  S  der  Geraden  (  mit  dar  Abaduenaxe  AA'  iit  jr:=0,  *l(o 

Denkt  nnii  lieh  die  Pankte  D,  nnd  D,  de«  Kreiseg  K,  velche  mit  d«n 
PaoVtcn  d,  und  if,  der  Ellipie  die  Dkmiichen  Absclisen  z,  and  x,,  aber  rer- 
■rhicdeneD  Ordinaten  y,  nnd  V,  haben,  mit  einander  Terbandea,  10  iK  dia 
Gleichung  der  to  erhalteoeo  Secante  MS: 

»-»■■-^^f '""'■' ">' 

Y,       Y,      a 

Da  aber  nach  Gtelchnng  III):    — i=— 1  =  -,  10  lu 


(•-«,) T) 


Diel«  Wert!  in  IV,)  eingciatit,  gel>cn; 

«         q  (yt  —  yp 

»-J»'-»^ — 

Beut  man  j>  =:  0,  lo  erhllt  man  die  AbiciiBO  0S=:  x  drijenigen  Fnaktei, 
In  welcbem  MS  die  Abiciteeuaxe  (chneldet     £1  itt  nlmlicb ; 


oder 

daa  lieiBti  die  Geraden  I  nnd  MS  (clmelden  ^ch  in  dem  Dinlichen  Paukte  S 
der  Abiciaaenaxe. 

Um  nun  die  Gerade  MS  toI] kommen  zu  beitimmcn,  muit  noch  einer  ihror 
Punkte,  etwa  M  beitimmt  werden. 

Dia  GrOaie  Ton   Ob  beitimmt  lich  au«  IV),  wenn  man  x^O  aeiit;  ei  l«t 

,_o„_»ia=^a Ti) 

OM  kann  au  IT,)  oder  am  T)  benimmt  werden ,  wenn  man  x  =:  0  aetit; 
hiemach  l*t: 

-""-K^'SES*) ™) 

Am_TI)  und  Vll)Xfolgt,  daii: 

a  OM      a 

OM—r-Om    oder    g— —  ?■ 

wodurch  dte  angeAhrte  Conitroction  dei  Punktet  M  getechthrtigt  eneheint 
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Macht  maD  OE  =  OB  und  verbindet  den  Schnittpnnkt  m  der 
Gerade»  l  mit  der  EllipaeDaze  BB'  mit  dem  Pnnkte  E,  zieht  man 
ferner  durch  A  die  Gerade  ^Af  parallel  zu  mE,  so  verhält  sich,  wegen 
Aclinlicbkcit  der  Dreiecke  mOE  and  MOA-. 

mO :  MO  "  EO :  AO  -=  b  -.a 

Verbindet  man  nnn  den  Schnittpunkt  S  der, Geraden  I  mit  der 
Axe  AA'  mit  M,  so  werden  die  drei  Geraden  OS,  taß  nnd  MS  alle 
zn  OAf  parallelen  Geraden  in  dem  VerhftltniBBe  MC-.mO  —  ath  teilen. 

Fällt  man  daher  von  den  Schnittpunkten  D^  und  D^  des  Kreises 
K  mit  der  Geraden  MS  Senkrechte  auf  AA',  so  wird: 

PjOj:d,(?,  =  DjOj:(^0,  —  AfO:mO-=o;6 

D«  nun  die  Pnnkte  d^  und  dj  der  Gleichung  IH)  genügen,  so  ge- 
hören  sie  offenbar  der  Ellipse  an,  nnd  sind  somit  Schnittpankte  der 
Geraden  {  mit  derselben. 

b)  Geht  die  Gerade  l  (Fig.  2.)  dnrch  den  Mittelponkt  der  Ellipse, 
so  braucht  man  bloss  dorcb  der^  Schnittpunkt  m  mit  dem  Aber  der 
grossen  Axe  beschriebenen  Kreise  K  eine  Parallele  zn  AA',  und  dnrch 
ihren  Schnittpunkt  »  mit  dem  aber  der  kleinen  Axe  verzeichneten 
Kreise  K  eine  Senkrechte  zu  AA'  zn  ziehen,  um  in  dem  Schnittpunlcte 
dieser  beiden  Geraden  einen  Punkt  N  der  entsprechenden  Kreissecante 
ON,  resp,  D^Dt  zu  erhalten. 

In  Folge  dßT  Aehnlicbkeit  der  Dreiecke  Ham  und  oaO  verhftlt 
sich: 

Koino  —  mOmO  =  a:h. 

Verbindet  man  non  O  mit  iV,  und  fällt  von  den  Dnrchschnitts- 
pnnkten  Dy  nnd  D^  der  Geraden  OH  mit  K  dno  Senkrechte  auf 
AA',  so  ist: 

DjO,  :d,Oi  =  I>,(?,[rf»p,  "  No:tuf=a:h, 

d.  h.  die  Pnnkte  d^  nnd  d^  der  Goraden  l  gehören  dieser  als  auch 
gleichzeitig  der  Ellipse  an,  sind  somit  die  Schnittpankte  der  ersteren 
mit  der  Ellipse  •). 


■)  od  b)  Gebt  I  (Fig.  3.)  anreli  den  Hiltelpaokt  der  Ellipta,  lo  lit  f 
kanntlicb  die  Qleichnng  der  l«txterca: 

oV4-**i=' =  "*** 

Ka  Olaicfaang  d«r  0«nden  I  hiDg^sa: 

Jf  —  IB.tg«, 
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2.  Es  sind  die  Schnittpankto  rf^  nnd  d,  der  Geraden  l 
(Fig.  3.)  mit  einer  durch  ein  Paar  conjngirter  Dnrcli- 
mcBser  (ab  nad  cd)  gegobonen  ElH|)se  zn  constmireQ. 

Mit  Zuhilfenahme  der  schiefen  Parallelprojection. 

Dio  Ellipse  abed  kann  als  die  schiefe  Parallelprojection  eines 
Kreises  K  betrachtet  werden,  dessen  Ebene  auf  der  Bildebene  (Ebene 
der  Ellipse)  senkrocht  8t«lit,  und  letztere  nach  ab  schneidet  Es  ist 
demnach  ab,  resp.  £t  die  Bildflttcbtrace  der  Kreisebeue.  Der  in  Et 
gelegene  Ellipsendnrcbmesser  ab  erscheint  in  wahrer  Lftnge,  ist  so- 
nach anch  ein  Durchmesser  des  Kreises  K,  welcher  um  £»  in  die 
Bildebene  urntjelegt,  als  Kq  sich  darstellt. 

Da  nun  bekanntlich  Kreisdnrchniesser,  welche  auf  einander  senk- 
recht stt^hcii,  in  schiefer  Projection  als  coi^ugirte  Durchmesser  des 
Ereisbildes  erscheinen,  so  wird  cd  als  die  schiefe  Projection  Ton  ly^ 
des  zu  ab  senkrechten  Durcbmessers  anzusehen  sein. 

Gleichzeitig  ist  auch  ersichtlich,  dass  <äe  EUipsentangente  <^  im 


'.tg»o-f  6»ir'  =  a*i',    oder 

0*6»  a»6»C0B'« 


«•tg>.+6- 

a'eia' 

+  S'co«"c. 

"V+SC 

=  «■»• 

odei 

M' 

aH 

•«ifi 

i'sin*«  +  6*  cos*« 

Dänin«  Ms*: 

Va'8in*n-t-i'c08*o 
GriDiw  Jer  duri'hpjfDhru-n  Consrniniun  ist: 

mp^No  —  aiiaa    und    Oo  =  b.coia,    also 


NO  =  Vi»*  +  Oo*  =  -^a^  sin»« + 6»  cos»ci 
Am  VIII)  folgt: 


d^O:a  =  6:-v'o*siu»«-t-6»C0B»«j 

und  nril    ÜO-=a  diu)    On  =:  b,  JGt: 

Od, :  ODi  =  Oh  :  OX, 
w.-rrani  erhellt,  diu  d,   der  fachte  Scbnlttpankt  iii. 
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Punkte  d,  ilio  schiefe  FrojocÜon  jener  Krcistangente  iat,  welche  nach 
der  UmIcgDiig  JD  die  Bildebene  durch  d[,po  reprftscutirt  erscheint,  und 
dtiB3  die  gegebene  Gerade  l  als  die  acfaiefo  Projcction  einer  in  der 
Kreiscbeno  liegendeu  Geraden  zu  betnichten  sei. 

Um  die  Letztere  gleichfalls  iu  der  in  die  Bildebene  gebrachten 
Lage  darzustellen,  hat  man  bloss  zu  beachten,  dass  der  in  der  Bild- 
flächtraco  Ei,  gelegene  Punkt  6  der  Geraden  I  sieb  selbst  entspricht, 
nnd  daas  der  Punkt  ji,  als  der  Schnittpunkt  der  Geradon  I  mit  dp 
die  achicfo  Projection  eines  Punktes  jig  sei,  welcher  sich  nach  der 
UmleguDg  iu  der  Geraden  d^p^  vorfindeu  mnss. 

Die  Verbindnugsliuic  der  schiefen  Projection  d  irgend  eines  Punktes 
der  Ebene  E  mit  dem  um  deren  Bildfläcbtrace  £»  umgelegten  Punkt« 
d^  wird  bekanntlich  der  „Teilstral"  genannt,  und  entspricht  dem- 
selben für  alle  Punkte  der  nämlichen  Ebene  E  die  gleiche  Richtung, 
oder  mit  anderen  Worten,  die  Teilstralen  aller  Funkte  einer  Ebene 
Bind  untereinander  parallel. 

Bezeichnen  wir  daher  mit  p^  den  um  Ei  in  die  Bildebene  ge- 
drehten Punkt  p,  so  muBs  ppf,  parallel  zn  dd^  sein. 

Die  Gerade  ^,  resp.  Ig  reprftsentirt  somit  die  um  die  BildfiSch- 
traco  £»  umgelegte  Gierade,  deren  schiefe  Projection  l  ist: 

Die  schiefen  Projectionen  d^  und  i^  der  Punkte  d^"  nnd  d,", 
welche  l^  mit  dem  Kreise  K^,  gemein  hat,  werden  offenbar  die  Schnitt- 
pnnkte  der  Geraden  l  mit  der  Ellipse  dbcd  darstellen,  und  sind  die- 
selben nach  dem  Vorigen  einfach  zu  bestimmeu,  wenn  man  d,'>J, 
parallel  za  dj^d^  parallel  za  d^d  zieht. 

Das  Vorfahren  bleibt  dasselbe,  wenn  anstatt  conja- 
girter  Durchmesser  die  Aieii  der  Ellipse  a£  nnd  ciZ(Fig.4.) 
gegeben  sind. 

Ee  ist  diessfalls  c^d^  der  in  die  Bildebene  umgelegte  Kreisdurch- 
messer,  dessen  achiefo  Projection  die  Ellipsenaxe  ed  repräsenlirt. 
Hiernach  wird  der  Teilstral  dd^  senkrecht  zor  Bildfllicbtrace  Et,  der 
Xreisebene  sein. 

Kebenbei  sei  bemerkt,  dass  das  hier  rein  cons^ctiv  erlangte 
Besnitat  vollkommen  mit  dem  vorher  auf  analytischem  Wege  gefnn- 
denen  übereinstimmt 

Denn,  da  dp  parallel  zn  d^p^  und  parallel  zu  nh,  nnd  ebenso 
dd^O  parallel  zn  ppqt  igt,  wird  offenbar  pr  =  dO  gleich  der  kleinen 
Halbaze  6,  und  p^r  —  d^O,  gleich  der  grossen  Halbaxe  a  sein.  Hier- 
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ans  folgt  die  tta  die  Schnittpunkte  d^  und  d,  notwendige  Bedingung, 
dasB 

rf,0,:rfi"»Oi  —  d,0,:d,<»0»=j)p:por  =  b:a. 

Eine  elegant«  Anflösong  dieses  Problemes  gibt  der  berühmte  €le- 
lehrte  Jac.  Steiner  *)  aof  rein  BjnthetiBcbem  Wege  fOr  die  Ellipse 
Bowol,  als  auch  für  die  Hyperbel  nnd  Parabel. 

u)  Sind  fj  und  F^  (Fig.  5a.)  die  Brennpunkte  einer  Ellipse, 
BO  ist  bekanntlich  jeder  Punkt  M  derselbtsn  cbargklerisirt  durch  die 
Eigenschaft  dasa  FxM-\-FtM=:  3a,  d.  i.  gleich  der  grossen  Axe  AB 
der  Ellipse  sei.  Beschreibt  man  nnn  mit  AB  als  Badins,  aus  einem 
der  Brennpunkte  z.  B.  fi  als  Mittelpunkt  einen  Kreis  R,  so  musa 
offenbar  MN'^  MF^  sein,  wenn  Jtf  ein  Funkt  der  Ellipse  sein  soll. 
Der  geometrische  Ort  eines  Punktes  M,  der  von  einem 
fixen  Punkte  Ff  und  einem  fixen  Kreise  K  stets  denselben 
Abstand  bat,  ist  sonach  eine  Ellipse,  vorausgesetzt,  dass  der 
Punkt  Ff  inuerlialb  des  Kreises  K  liegt  Dabei  ist  F,  der  eine  Brenn- 
punkt der  Ellipse,  der  Mittelpunkt  /,  des  Kreises  E  der  andere,  und 
der  Radius  des  Kreises  die  grosse  Axe  der  beseidineten  Cnnre. 

ß)  Ganz  auf  dieselbe  Weise  Iftsst  sich  eine  gleiche  Entstebungs- 
art  fOr  die  Hyperbel  ableiten. 

Sei  .Ü£  —  2a  (Fig.  &b.)  die  reelle  Axe  der  Hyperbel,  F,  und  F, 
die  Brennpunkte  derselben,  so  gilt  bekanntlich  fflr  einen  beliebigen 
Punkt  M  der  Hyperbel,  die  Relation:  FiM—FfM—  AB  —  2a. 

Beschreibt  man  daher  ans  einem  der  Brennpunkte  f,  mit  dem 
Kadius  AB  —  2a  einen  Kreis  K,  so  ist,  weil 

EiM—  F^iJ+NM—AB-\-NM    und 
andererseits    F^M—  AB+Ff JW,    auch    F^M—  NM, 

d.  h.  jedem  einzelnen  Punkte  der  Hyperbel  entspricbt  die 
Eigentflmllchkeit,  einen  gleichen  Abstand  von  einem  fixc(n 
Punkte  Ff  und  von  einem  festen  Kreise  K  zu  besitzen. 

Der  fixe  Punkt  Ff  ist  auch  diessfalls  der  eine  Brennpunkt  der 
Hyperbel,  der  M,ttelpnnkt  des  festen  Kreises  K  i&llt  mit  dem  zweiten 
Brennpunkt  F,  zusammen,  und  der  Radius  dieses  Kreises  K  ist  der 
reellen  Hyperbeloxe  AB  —  2a  gleich. 

y)  Fflr  die  Parabel  wird  der  feste  Kreis  £  in  eine  fixe  Ge- 
rade L  (flg.  5c)   übergehen,   wodurch   unmittelbar   der   bekannten 


*]  Steiner,  Sfntb  etliche  Oeomeirle. 
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Eigeiucliaft  der  Fjtrabe),  dasB  jeder  ihrer  Pnakte  JlfTon  eisern 
fixen  Fmikte  (dem  BrennpuiilEte  f  derselben)  und  von  einer 
festen  Geraden,  der  Leitlinie  L,  gleich  «eit  «bstelien,  ent- 
Bprochen  wird. 

Behnfs  Aasf&hmDg  der  folgenden  Constntctionen  wird  ob  noch 
nOtig  sein,  die  nachstohendo  Aufgahe  zu  lOsen: 

„Dnrch  zwei  Pnnkte  F,  and  F^  sind  an  einen  gegebe- 
nen Kreis  f  berührende  Kreise  zn  fflhren  (Fig.  6.)". 

Da  der  zn  suchende  Kreis  Kj  resp.  K^  dnrch  F^  nnd  F^  gehen 
mnsB,  wird  dessen  Uittelpookt  in  eine  Gerade  I  fallen,  welche  dnrch 
den  H^bimngspnnkt  n  der  Strecke  FfF,  geht,  nnd  auf  derselben 
senkrecht  steht 

L^  man  nnn  dnrch  F^  nnd  F,  einen  beliebigen  Kr^s  ^,  der 
den  gegebenen  Kreis  £  in  Z>  und  E  schneidet,  and  bestimmt  man 
den  Scfanittpnnkt  P  der  Verhindnngsgeraden  DE  mit  F^Ff,  so  gilt 
ia  Bezug  anf  das  Vorliegende  der  bekannte  Satz: 

PD.PE-^  PFy.PFt IX) 

!Seht  man  weiters  an  den  g^ebenen  Kreis  K  die  Tangenten  PB^ 
nnd  PCf,  so  ist  offenbar: 

PB7»  —  PB^^  =  PD.FE=-  PFfPF» X) 

Am  der  letzteren  Relation  folgt,  dass  PB^  nnd  PB,  auch  als  die 
Tat^fenten  eines  Kreises  angesehen  werden  können,  welcher  durch 
Ft  und  F)  geht  Die  Bertkhmng  dieses  Kreises  K^  resp.  K,  mit  den 
Tangenten  PBj  resp.  PB^  mnss  sonach  gidcbfalls  in  B^  resp.  B^ 
stattfinden,  worane  nnmittelbar  folgt,  dass  die  Kreise,  welche  PB^  und 
PBf  in  B^  resp.  B,  berühren  nnd  dnrch  Fj  nnd  F^  gehen,  gleich- 
zeitig eine  BerObmng  mit  dem  gegcbeuen  Kreise  K  eingeben  massen. 
Die  Mittelpunkte  d^  nnd  d^  der  zu  suchenden  Kreise  K^  und  JT, 
li^en  sonach  einerseits  auf  l  nnd  andrerseits  in  den  Verhindnngs- 
geraden F,B^  nnd  jF^j^j,  welche  letztere  aelbstversUlndlich  zu  den 
gemeinschaftlichen  Tangenten  Pif,  und  PB,  senkrocht  stehen. 

3.  Es  ist  eine  Goradel  (Fig. 7.)  nnd  eine  Ellipse  dnrch 
ihre  Azen,  oder,  was  gleichbedeutend  ist,  durch  die 
Brennpunkte  and  die  L&nge  der  grossen  Axe  gegeben, 
man  soll  die  Schnittpunkte  der  ersteren  mit  der  letzteren 
direct  bestimmen. 

Beschreibt  man  ms  dem  Brennpunkte  F,  als  Mittelpunkt,  mit 
einem  der  grossen  Axe  AB  —  2a  gleichen  Radios  einen  Kreis  K,  so 
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haben,  wie  bereite  gezeigt  ^vu^dc,  alb  Punkte  der  gegebenen  Ellipse 
die  EigenBcbafl,  voa  diesem  Kreise  und  einem  festen  Fnnkte  F^  (dem 
zweiten  Brennpunkt)  gleich  weit  abzustehen.  Man  kaan  hiernach  die 
dnzelneu  Punkte  der  Ellipse  als  Mittelpunkte  von  EreiacD  anseben, 
welche  den  Kreis  K  berühren  und  durch  den  Punkt  F^  gebeit. 

Unt«r  diesen  Kreisen  werden  unn  jene  aufzufinden  sein,  deren 
Mittelpunkte  gleichzeitig  auf  der  Geraden  l  liegen.  Besagt«  Kreise 
werden  nun  aber  ttberdiess  noch  dnrch  einen  zweiten  Punkt  F,  gehßa 
müssen,  welcber  mit  F^  verbunden ,  einer  zur  Geraden  l  Senkrechten 
entepricbt,  und  von  l  den  gleichen  Abstand,  wie  Fj  besitzt. 

Hiermit  ist  die  vorliegende  Aufgabe  auf  die  vorhergehende  zn- 
rUckgefllfarL 

Legt  man  nämlich  durch  F^  nnd  F^  einen  beliebigen  Kreis  K^, 
80  wird  derselbe  den  Kreis  K  in  den  Pnnkton  D  nnd  E  schneiden, 
während  F^Ff  nnd  DE  sieb  in  P  treffen  «erden.  Zieht  man  von  P 
die  Tangenten  an  K  und  verbindet  F^  mit  deren  Berflbmngspnnkten 
B^  nnd  Bf,  so  erhält  man  in  it^  und  <2g  die  gesuchten  Kreismittel- 
pnukte.  Nachdem  nun  d^F^  •=  tliB^  nnd  ft,F,  —  d^B,  ist,  werden 
die  Punkte  d^  nnd  d,  als  Funkte  der  Ellipse  und  der  Geraden  l 
gleichzeitig  die  Schnittpunkte  der  letzteren  mit  der  Ellipse  repr&- 
sentiren. 

Soll  die  Aafgabe  möglich  sein,  d.  h.  soll  die  Gerade  l  die 
Ellipse  wirklich  schneiden,  so  müssen,  wie  ans  den  angestellten 
Betrachtungen  folgt,  die  durch  die  Punkte  F^  nnd  F^  geffthrten  Kreise 
Kj  nnd  Kt,  welche  den  Kreis  K  zn  berQhren  haben,  wirklich  vor- 
handen sein.  Dieser  Fall  tritt  offenbar  nur  dann  ein,  wenn  F^ 
innerhalb  der  Kreislinie  K  liegt  Hierin  wird  also  das  Kennzeichen 
für  das  wirkliche  Torhandensein  der  Schnittpunkte  einer  Geraden 
mit  einer  Ellipse  liegen. 

4.  Eine  Hyperbel  ist  durch  ihre  Axen,  resp.  durch 
die  Brennpunkte  F,  und  F^  (Fig.  8.)  nnd  die  Länge  der 
reellen  Axe  gegeben;  man  soll  die  Schnittpunkte  d^  nnd 
dt  einer  gegebenen  Geraden  l  mit  der  Hyperbel  direct 
constrniron. 

Bi'schreibt  man  ans  dem  einen  Brennpunkte  F,  mit  einen,  der 
reellen  Axe  gleichen  Radius  einen  Kreis  K,  so  haben  alle  Punkte  der 
Hyperbel  die  Eigenschaft,  von  diesem  Kreise  K  und  dem  zweiton 
Brennpunkte  F^  der  Hyperbel  gleich  weit  abzustehen.  Alte  Pnnkte 
der  Hyperbel  sind  demnach  Mittelpunkte  von  Kreisen,  welche  durch 
Fl  gehen  und  den  festen  Kreis  K  berühren. 
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Unter  allen  diesen  Pnnkteu  werden  auch  hier  jene  MittoI])anktc 
o,  nud  n,  festzustellen  sein,  wekhe  eiucrseits  in  der  Geradeu  l  lie- 
gen, andrerseits  aber  Kreisen  entsprecheu,  wclcbe  ausserdem,  dass 
sie  dnrcti  Ff  gehen,  noch  durch  einen  zweiten  Paukt  F^,  welcher  in 
Bezug  auf  die  Gerade  l  symmetrisch  zn  F^  liegt,  geführt  sind.  Die 
oben  ausgesprochene  Aufgabe  reducirt  sich  demgemäss  aaf  die: 

,J)arch  zwei  Punkte  F^  nnd  F^  ist  ein  Kreis  E^  resp.  K^  zn 
legen,  welcher  den  Kreis  K  bcrohrt." 

Legt  man  wieder,  wie  in  den  beiden  vorher  besprochenen  Auf- 
gaben durch  Ff  nud  7^  einen  beliebigen  Kreis  JTg,  welcher  f  in  i> 
und  E  schneidet,  nnd  zieht  man  vom  Darchschnitt«  F  der  Geraden 
DE  nnd  F^F^  Tangenten  PB^  und  PB^  an  den  festen  Kreis  Ä",  so 
erhält  man  die  gewltnschten  Krcismittcl punkte  d^  nnd  dj  als  Schnitt- 
punkte der  Geraden  l  mit  den  Verbindougslinien  B^F^  nnd  B^F^  dor 
BerOhrongspunkte  B^  und  ij,  mit  dem  Centrum  des  Kreises  K. 

Da  aber  dyFf  —  d^B^  nnd  d^Ff  =  d^B,  ist,  so  sind  di  und  d^ 
die  gesuchten  Hypcrbcipuuktc ,  wolcbe  zugleich  der  Geraden  /  ange- 
hören, also  die  Schnit^nnkte  der  erstcren  mit  der  letzten  und. 

Diese  Schnittpunkte  di  nnd  d^  sind  offenbar  nur  dann  reell, 
wenn  sich  die  zugehörigen  beiflhrcndcn  Kreise  wirklich  constmiren 
lassen,  nftmlich  dann,  wenn  der  Punkt  /*]  ausserhalb  des  Kreises 
E  fUlt 

Fftllt  der  Punkt  F,  zu^lig  in  die  Peripherie  dos  Kreises  iT,  so 
ist  conatmctiv  bloss  ein  Kreis  mOglich,  nämlich  jener,  der  dnrch  F^ 
geht  and  den  Kreis  K  in  F^  berUlu-L 

Es  bat  demnach  auch  die  Gerade  l  mit  der  Hyperbel  bloss  einen 
Punkt  dj  gemein,  d.  h.  die  Gerade  l  geht  diessblls  in  eine  Tan- 
gente an  die  Hyperbel  im  Pnnkte  d^  ttber. 

Da«  hier  Erwähnte  gilt  selbstverständlich  anch  in  Bezog  auf 
die  Ellipse. 

5.  Es  ist  eine  Parabel  durch  die  Dircctionslinie  Z> 
und  den  Brennpunkt  F,  (Fig.  9.),  sowie  eine  Gerade  I  ge- 
geben; man  soll  die  Schnittpunkte  der  Geraden  mit  der 
Parabel  direct  conatrniren. 

Jeder  einzelne  Punkt  der  Parabel  bat  bekanntlich  von  dem  Brenn- 
punkte F,  und  der  Leitlinie  (Brennpunktspotare)  D  einen  gleichen 
Abstand,  d.  h.  die  Parabelpnukte  rcpräsentiren  die  Mit- 
telpunkte von  Kreisen,  welche  durch  F,  geben  nud  D 
berOhren. 
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Unter  allen  diesen  Kreisen  wird  es  im  Allgomeinon  wieder  zwei 
Kreise  JEi  und  K^  geben,  deren  Mittelpunkte  in  der  Geraden  I  lie- 
gen, nnd  welche  ausser  durch  Fj^  noch  durch  otnen  zweiten  Punkt  J^ 
gehen,  welcher  za  Fj  in  Bezog  auf  die  Gerade  l  symmetrisch  Hegen 
mnsB,  wenn  die  betreffenden  Kreismittelpuukte  der  Geraden  l  auge- 
hören, und  demnach  dio  gesuchten  Schnittpunkte  liefern  sollen. 

Es  sind  hiernach  bloss  di^enigen  Kreise  zu  suchen,  welche  durch 
F,  und  Fj  gehen,  und  die  Gerade  D  berOhron.  Für  die  BerQhntngg- 
punkte  Bj  resp.  Bf  der  Geraden  D  mit  den  Kreisen  £*,  und  Kf  gilt 
die  Gleichung: 

Äi\  .  ÄF^=  ÄbJ  =  ABt* 
Legt  man  demnach  durch  Fi  und  ^i  einen  beliebigen  Kreis  K^  und 
zieht  man  an  denselben  die  Tangente  AB\  so  ist:  AB'*  —  AFj .  AF^ 
nnd  daher:  AB,  ■=  AB^  ^  AB'. 

UebertrSgt  man  also  AB'  nach  beiden  Seiten  von  A  auf  die  Ge- 
rade D,  80  erhalt  man  in  S^  nnd  B^  die  Berflhmngspunkte  der  beiden 
Kreise  K,  nnd  K,  mit  D. 

Die  zu  suchenden  Mittelpunkte  dj  nnd  ^  dieser  Kreise  werden 
nun  einerseits  in  der  Geraden  l  und  andrerseits  in  den  Geraden  Bjd^ 
nnd  Bfdf  liegen,  welche  dttrch  die  Berahrnngspunkte  B^  nnd  ß,  zur 
gemeinschaftlichen  Tangente  D  senkrecht  geführt  wurden. 

Da  nun  B^d^  =^  d^F,  und  B^df  ^  d^Fi  ist,  so  sind  offenbar  d^ 
nnd  d^  Fnnkte  der  Parabel,  nnd  sonach,  als  Punkte  der  Geraden  I, 
die  Schnittpunkte  der  Geraden  mit  der  Cnrre.  Selhstverstfindlich 
worden  nur  dann  reelle  Schnitte  dw  Geraden  l  mit  der  Parabel 
oxistiren,  wenn  F,  and  Ft  auf  der  n&mlichen  Seite  von  D  liegen; 
denn  nur  in  diesem  Falle  gibt  es  Kreise,  welche,  indem  sie  durch  F^ 
nnd  Ff  geben,  gleichzeitig  die  Directrix  D  berafaren. 

Fällt  zufälligerweise  F,  in  die  Gerade  n,  so  ist  bloss  ein  Kreis 
mCglich,  welcher  der  Bedingung  entspricht,  und  zwkr  jener,  deesea 
Berti hningspunkt  F^  ist  Die  Gerade  l  hat  demnach  mit  der  Pa- 
rabel nur  einen  Pnnkt  gemein,  geht  also  iu  eine  ihrerTangen- 
ten  über. 


B)    C«istrsetioa   der   Dsroli schnitte    ton   Ke^Isehnlttalinlcn   mit 

Oeradei,  wenn  entere  durch  Irgend  welche  nnf  Elemente  ^geben 

8ln4. 

Denkt' man  sich  einen  im  Räume  befindlichen  Kegelschnitt  (Fig. 
10.)  von  zwei  verschiedenen  Gentren  C^  und  C^  auf  eine  nnd  dieselbe 
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Ebene  B  projicirt,  and  die  Besaltate  dieser  Projectioa  durch  K,  und 
f,  dargestelh,  so  «erden  diese  Letzteren,  wie  l>ekaDnt,  gleichfalls 
als  irgend  velche  Kegelschnitte  bildlich  reprasentirt  ersrheinon. 

Betrachtet  mau  die  Projectioneu  m,  tmd  ■■!  irgend  eines  Punktes 
n  des  Kegelschnitte«  £',  und  legt  man  dnn^h  die  beiden  Projections- 
stnUa  Citnm^  und  C^m,  eine  Ebene  P,  so  vird  die  Frojections- 
ebeae  B  von  derselben  in  der  Geraden  nijTn,  geschnitten.  Die  ge- 
Dunte  Ebene  F  enthält  aber  auch  die  Yerbindungslinie  der  beiden 
Projectionscentra  C,  and  C'^  welche  Gerade  CjC,  die  ProjectioQseheDe 
B  iu  S  schneidet  Ans  dem  Gesagten  geht  hervor,  dass  auch  die 
Gerade    m^m,  durch  den  Punkt  S  gehen  ronss. 

Nenn«!  wir  Aw  Kürze  halber  die  Punkte  fn,  und  m,,  welche 
Projectionen  eines  and  desselben  Punktes  m  der  Kegelschnittsebene 
i^ oder  des  Kegelschnittes  iT  selbst  sind,  „entsprechende  Punkte", 
so  ISttt  sich  behaupten,  dass  sich  die  s&mmtlichen  Verbin- 
dnngsatralen  entsprechender  Punkte  in  einem  und  dem- 
lelben  Punkte  <S  schneiden  werden,  und  zwar  in  jenem,  welcher 
mit  dem  Durchschnittspnnkte  der  Vcrbindangsgeradcn  beider  Pro- 
jectbuBoentra  mit  der  Bildebene  B  zusamraeuÄlIt. 

Ferner  schneidet  die  Ebene  E  des  im  Räume  befindlichen  Kegel- 
schnittes K  die  Projoctiousebeno  B  nach  einer  Geraden  *. 

Projicirt  man  nun  irgend  eine  Gerade  l  der  letztbenannten  Et*ene 
E,  indem  man  C\  und  C,  als  Projectionscentra  voraussetzt,  gleich- 
es auf  die  Ebene  B,  so  mikssen  sich  beide  Projectioneu  li  und  ^ 
in  einem  Punkte  t  der  Geraden  >  schneiden,  welcher  Punkt  gleich- 
leitig  der  Schnittpunkt  der  erwähnten  Geraden  I  mit  der  Bildebene 
B  ist,  und  mit  jenem  der  Projectionen  l^  und  Ij  zusammenfallen  muss. 

Nennen  wir  analog  der  froheren  Bezeichnung,  Gerade  I^  und  i,, 
«eiche  Projccüonen  einer  und  derselben  Geraden  i  in  der  Ebene  Ja 
des  Kqielschnittes  S  sind,  „entsprechende  Gerade",  so  folgt, 
dw  die  Schnittpunkte  aller  entsprochenden  Geraden 
iQf  einer  und  derselben  Geraden,  und  zwar  in  der  Trace 
'  ihrer  Ebene  Ji  auf  der  Projoctionsebene  B  liegen 
massen. 

Zieht  man  demnach  in  den  entsprechenden  Punkten  m,  und  m, 
der  K^elscbnitte  ft  »u^^  ''^i  Tangenten  an  letztere,  so  werden  sich 
dieselben  in  einem  Punkte  t  der  Geraden  *  begegnen  mttssen,  nach- 
liein  dieselben  die  Projectionen  der  Tangente  au  den  Kegelschnitt  K 
im  Punkte  m,  also  entsprechende  Gerade  sind. 
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30  Penehka:   Conttniclion  der  Vurchtchnilltpunlle 

Aus  domsclben  Grunde  mflsseo  sich  die  TerbindaDgalinieD  Ton 
zwei  Paaren  entsprechender  Punkte,  n^pj  aad  n,p,  in  einem  Pnnkte 
r  der  Geraden  s  schneiden.  Endlich  sei  noch  bemerkt,  dass  sich  auch 
die  gemeinschaftlichen  Tangenten  an  K,  nud  Kf  in  dem  vorher  be- 
zeichneten Pnnkte  S  der  Ebene  B  treffen  müssen,  wie  es  a.  A.  auch 
schon  ans  der  einfachen  Betrachtang  hervorgeht,  dass  die  Tangenten 
von  S  an  den  einen  der  Kegelschnitte,  z.  B.  K,,  den  anderen  JC^ 
unmöglich  schneiden  können,  indem  sonst  einem  Punkte  von  K^  zwoi 
Pnnkte  von  K,  entsprechen  würden. 

.  Sind  Buh  in  einer  Ebene  B,  welche  wir  als  Bild-  oder  Zeich- 
nnngsebene  annehmen,  ii^end  ein  Kegelschnitt  fi  nnd  ein  Kreis  K^ 
(Fig.  11.)  in  beliebiger  gegenseitiger  Lage  gegeben,  so  kann  man 
diese  beiden  Kegelschnitte,  —  indem  einstweilen  die  Lage  der  Pro- 
jeetiosBcentreu  Ci  und  C^  unbestimmt  gelassen  werden,  —  als  cen- 
trale Projectienen  eines  und  desselben  Kegelschnittes  JT  im  Raumo 
betrachten. 

Zieht  man  an  beide  Curven  Jf,  und  K^  die  gemeinschafüicfaeu 
Tangenten,  so  gibt  ihr  gegenseitiger  Schnitt  S  jenen  Pnukt,  in  wel- 
chem die  Verbindungsstralen  eutsprecheudor  Pnnkte  zusammentreffen. 
Verbindet  man  Je  zwei  Kreispunkte  m,  nud  n,  durch  eine  Gerade  l^ 
und  ebenso  die  den  erstcn'U  entsprechenden  Pnnkte  m^  und  14  des 
Kegelschnittes  Kj  durch  eine  Gerade  f„  so  werden  sich  diese  beiden 
Geraden  in  einem  Pnnkte  r  der  BildfläcbtracG  »  jener  Ebene  E 
schneiden,  in  welcher  der  Kegelschnitt  K,  de-ssen  centrale  Projectioncn 
JTj  und  Kf  sind,  liegt.  Einen  zweiten  Punkt  u  erhtUt  man  als  Schnitt 
der  entsprechenden  Geraden  ni]^i  nud  m^pg.  Durch  die  Punkte  r 
nnd  u  ist  nun  die  Gerade  >,  d.  i.  die  Trace  der  Ebene  des  gegebenen 
Kegelschnittes,  vollständig  bestimmt 

Wäre  beispielsweise  die  eine  Curve,  etwa  der  Kegelschnitt  JT^ 
nicht  wirklich  gczcichuct,  nnd  sollte  man  jenen  ihm  ange- 
hOrlgen  Punkt  o,  finden,  welcher  dem  Pnnkte  n^  des  Kreises  K^  ent- 
spricht, so  hat  man  vor  Allem  bloss  zu  bedenken,  dass  a^  auf  dem 
Strale  Sa^  liegen  muss.  Zieht  mau  wcilers  etwa  die  Gerade  Of^m^, 
so  wird  die  ontfiprccbeudc  Gerade  ojin,  eiuerseits  durch  m^  und 
andrerseits  durch  dsn  Pnnkt  (  gehen,  in  welch'  Letzterem  die  Ge- 
rade a,in,  die  Trace  *  schneidet.  Der  Schnitt  von  m^t  und  a^S  be- 
stimmt demnach  den  gesuchten  Punkt  o,. 

Diesen  altgemeinen  Entwickelnngen  zufolge  wird  es  nna  keinen 
weiteren  Schwierigkeiten  unterliegen,  folgende  Aufgaben  zu  lösen. 

Ein  Kegelschnitt  (Ellipse  Fig.  12.),  welcher  durch 
zwei  Tangeuten  und   drei   seiner  Punkte   bestimmt   ist. 
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Eon    Grrailtii  mü  KtgeUdnitUliaitn,  31 

nnd  eine  Gerade  sind  gegeben;  man  boU  die  Schnitt- 
punkte dieser  Geraden  mit  dem  Kegelschnitte  diroct 
conatrairen. 

Die  beiden  Tangenten  seien  tj^  nnd  tj\  die  drei  gegebenen  Punkte 
seien  a^bje^,  nnd  der  hicdnreh  bestimmte  Kegelschnitt  sei  knrz  mit 
f,  bezeichnet.    Die  gegebene  Gerade  sei  tj. 

Wird  nnn  den  beiden  Tangenten  </  nnd  t,'  ein  Kreis  K,  ein- 
geschrieben, so  kann  derselbe  ebenso  wie  Kj  als  die  Projection  irgend 
eines  im  Ranmo  befindlichen  Kegelschnittes  K  angesehen  werden. 
Die  den  Pnnkten  ai^iCi  entsprechenden  Punkte  (i,^,ci  erhalt  man 
als  Schnittpunkte  der  Geraden  a,S,  bjS  und  e^S  mit  dem  Kreise  Kf, 
venu  j5  den  Schnittpunkt  der  beiden  Tangenten  tj}  und  t^*  darstellt 

Als  Schnitte  der  entsprechenden  Geraden  a,i,  nnd  a,6t  ergibt 
sich  «  nnd  als  jenes  von  o^c^  und  a^c,  erhält  man  ß,  welche  Punkte 
mit  dnander  verbanden,  dem  Gesagten  znfolge  die  Traco  *  der  Kegol- 
Ecbnittsebene  £  bestimnii'n.  Sncheii  wir  nnn  die  der  ^'ogebenen  Ge- 
raden Ij  entsprechende  Gorade  ^.  Der  Punkt  y,  in  tvclchcm  ^  die 
Trace  «  schneidet,  liegt  selbstverständlich  auch  in  ^;  forner  begegnen 
sidi  li  nnd  a,e,  im  Punkte/,,  weshalb,  wenn  man/,  mit  S  verbindet, 
der  dem  Funhtc  /,  entsprechende  Pnukt  in  /j  gefonden  wird.  Han 
crfaftU  sonach  die  Gerade  /,  dnrch  die  Verhindungslinie  der  Funkte 
Y  and /|.  Diese  Gerade  l^  Echneidct  den  Kreis  K^  iu  cf/nnd  d^'. 
Letzt  bezeichnete  Funkte  sind  nun  otfenbar  jene ,  welche  den  Scbnitt- 
punkten  der  Geraden  I,  'mit  dem  durch  t,',  t,",  o,,  i,  und  e^  gege- 
benen Kegelschnitte  K^  entsprechen,  nnd  welche  man  nnmittelbar  in 
(!,'  nnd  dj*  findet,  wenn  man  die  Verbindungsgoraden  Sd^^  nnd  Sd^^ 
bis  zum  Schnitte  f^*  nnd  d^*  mit  der  Geraden  {,  verlängert. 

Auf  ganz  gleiche  Weise  kann  die  Aufgabe  anch  dann  gelöst  wer- 
den, wenn  etwa  anstatt  der  Punkte  &,  und  c,  die  Berflh- 
rnngspankte  p,*  und  pj*  der  Tangenten  i,*nnd  f^*  mit  dem 
Kegelschnitte  K^  und  ausserdem  ein  Punkt  a^  der  Cnrve 
gegeben  sind,  indem  es  offenbar  ganz  gleicbgiltig  ist,  welche  Lage 
die  in  F^.  12.  gewählten  Punkte  >i,i,  nnd  c^  gegen  einander  haben, 
daher  man  anstandslos,  ohne  eine  Acndernng  in  der  Lösong  des  Pro- 
blemes  herbeiznfllfaren,  anch  jene  von  a^,  ;>,'  und  pj'  annehmen  kann. 

Auch  in  dem  Falle  lässt  sich  die  Anfgabe  leicht  durchfuhren, 
resp,  auf  die  vorbeigehende  reduciren,  wenn  der  Kegelschnitt 
dnrcb  5  Funkte  oi^ic^di  nnd  f,  gegeben  ist,  indem  sich  mit 
Hilfe  des  Pascarschoa  Satzes,  „dass  die  3  Schnittpunkte  der 
Gegenseiten  eines  dem  Kegelschnitte  eingeschriebenen 
Sechseckes  anf  einer  Geraden  liegen",  in  allen  diesen  Punk- 
ten die  Tangenten  des  Kegelschnittes  leicht  constnüren  lassen. 
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82  Pttcika:  Omtlmctioit  der  DurduehniiUpuahlt 

Betnchtot  maD  dud  das  PQnfock  a^byc^d^e^  ala  durch  <Ue  Ver< 
biudnng  der  6  gegebeoen  Punkte  entstanden,  und  sollte  im  Punkte  e^ 
(Fig.  13.)  die  Tangente  an  den  hiednrch  bestimmten  Kegelschnitt 
geEOgen  werden,  so  kann  man  dieselbe  als  Verbindanpgerade  der  in 
«1  unendlich  nahe  vereinigten  Punkte  eines  Sechseckes,  oder  als  die 
sechste  Seite  eines  Sechsecks  ansehen,  dessen  Dbrige  Seiten  Oib^, 
^i"!)  "i^t  '^H  ^^'^  *i<'t  Bind. 

Es  nnd  mitbin  Oxt^  und  e^d^,  fbrner  a,&i  nnd  f^«,,  endlich &iei 
und  die  Tangente  in  e^  Gegenseiten.  Die  beiden  ersten  Paare  schnei- 
den sich  in  «  und  resp.  in  ß,  daher  aß  eine  Gerade  bestimmt,  auf 
welcher  gleichzeitig  auch  der  Schnittpunkt  y  des  letztgenannten  Paares 
sich  TOrflnden  mnas.  Da  nun  byc^  die  Gerade  aß  in  y  schneidet,  ist 
ye^  nnd  t^  die  Tangente  im  Punkte  «j.  Ebenso  kann  mau  die  Tan- 
gente t^  im  Punkte  d^  finden,  wodnrcli  die  Aufgabe  auf  die  vorher- 
gegangene tnrackgefOhrt  erscheint 

7.  Es  ist  eine  Gerade  l  (Fig.  14.)  nnd  ausserdem  eine 
Hyperbel  K^  durch  3  Tangeuten  und  zwei  Punkte  gegeben; 
man  soll  die  Schnittpunkte  der  Hyperbel  Ky  mit  der  Ge- 
raden Ii  direct  construiren. 

Seien  tiS  <i*  nnd  tj'  die  Tangenten  nnd  a^ ,  by  die  gegebenen 
Punkte,  so  kann  man  dem  so  bestimmten  Kegelschnitte  wieder  als 
„entsprechende"  zweite  Projection  einen  Kreis  K^  zuweisen, 
welcher  den  Tangenten  t,*  nnd  ty*  eingescbrieben  ist.  Der  Schnitt 
der  beiden  letzteren  erfolge  in  8.  Vermöge  der  demselben  beigelegten 
Bedeutung,  lassen  sich  nun  mit  Zuhilfenahme  der  Geraden  0,5  und 
i,S  die  den  Punkten  a,  uud  b^  entsprechenden  Punkte  a^  und  6,  im 
Kreise  E^  anffiuden. 

Die  Terbiuduugsgcrado  oyb^  uud  die  Tangente  <,*  schneiden  nch 
in  pi ,  welchem  Punkte  auf  a^^  <ler  Punkt  pt  entspricht,  nnd  üeht 
man  von  dem  so  erhaltenen  Punkte  p^  an  den  Kreis  E^  eine  Tan- 
gente tt',  so  wird  dieselbe  offenbar  entsprechend  der  Tangente  t^  sein. 
Nun  schneiden  sich  die  Geraden  a^b^  nnd  a^by  in  a,  w&hrend  üch 
die  Tangeuten  tj*  und  i^^  im  Punkte  ß  beg^neu;  es  wird  daher  aß 
resp.  *  den  geometrischen  Ort  der  Schnittpunkte  aller 
Paare  entsprechender  Geraden  (die  Trace  der  K^elschuitte- 
«bene  £}  repr&sentiren. 

um  nnn  die  Schnittpunkte  d^  und  rf,*  der  Geraden  I,  mit  Ki 
anfEufindeo,  ermittle  man  die  derselben  entsprechende  Gerade  l^  ein- 
fach dadurch,  dass  man  zwei  Pnnkte  der  letzteren  aufsucht  Do- 
eine  Punkt  y  ergibt  sich  ala  Schnittpunkt  von  l^  mit  d«  Trace  •; 
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von  Gtradm  mit  KtgeüdunlUüim.  33 

der  zwdte  Punkt  r^  hingegen  wird  sich  als  dcijenige  Punkt  der  Ge- 
raden /,  ergeben,  welcher  zogleich  in  a^b^  liegt  nnd  dem  Punkte  r, 
(Schnittpunkt  von  a^b^  und  l^}  entspricht. 

Die  Schnittpunkte  von  r^y  resp.  /,  mit  K^  sind  somit  d^'  nnd  d^ 
welch'  letzteren  in  dem  Kegdschnitte  f^  die  verlangten  Schnittpunkte 
di*  nnd  d^*  entsprechen. 

Daas  die  LOsnng  der  gestellten  Aufgabe  ganz  unabhängig  von 
der  Lage  der  Funkte  a,  nnd  6^  sei,  ist  Bolbstverstandüch.  Dieselben 
kßnnea  daher,  ohne  dasa  eine  Aendenjng  der  CcuHtmction  hiemit 
Twbundeu  wäre,  auch  in  die  Berahrungspnukte  von  je  zwei 
dar  gegebenen  3  Tangenten  flborgehen. 

Dies  berflcksicbtigt,  Iftsst  sich  auch  folgende  Aufgabe  auf  die 
dien  besprochene  znrflckfQbreu: 

6.  Es  soll  der  Durchschnitt  einer  Geraden  ^  mit 
einem  durch  5  Tangenton  Vi**i'Vi*  gegebenen  Kegel- 
schnitte £*]  direct  gesncbt  werden. 

NBch  dem  Brianchon'schen  Satze  lassen  sich  sehr  einfiwh  die 
Berflhrungspunkt«  dieser  Tangenten  bestimmen. 

Der  genannte  Satz  lautet:  „Die  Verbindnugslinien  der 
gegenttberliegenden  Eckpunkte  eines  dem  Kegelschnitte 
umschriebenen  Sechseckes  schneiden  sich  in  einem  ein- 
zigen Punkte."  Das  Fünfeck  A^B-tCiDiKt  (Fig.  15.),  welches 
durch  die  gegebenen  b  Tangenten  gebildet  wird,  kann  n&mlich  als 
ein  Brianchon'sches  Sechseck,  in  welchem  zwei  Seiten  in  eine  zn- 
sammenfollen,  angesehen  werden. 

Sei  a^  der  Berahrnngspnnkt  von  t^'  resp.  A^B^y  so  ist  dieser 
Funkt  als  der  sechste  Eckpunkt  des  gegebenen  Polygons,  und  A^Oi^ 
sowie  £,(ii^  als  zwei  versdiiedene  Seiten  desselben  an&u^sen.  Es 
sind  sodann  E^  und  £,,  Aj^  nnd  C^,  D^  nnd  o,'  offenbar  als  gegen* 
Qberliegende  Pnokte  des  Sechseckes  zu  betrachten,  welchen  Funkten 
mit  einander  verbunden  ier  gemeinschaftliche  Schnittpunkt  M^  ent- 
sjoicbt  Verbindet,  mau  daher  B^  mit  E^  <"><!  -^i  n>it  f\i  so  erhält 
nsaa  den  BerQhmngspnnkt  a^  als  Schnittpunkt  der  Geraden  M^Df 
mit  AiBi  resp.  l^.  Ein  zweiter  Berahrungspunkt  kann  auf  die  gleiche 
Weise  leicht  aufgefunden  und  somit  die  gestellte  Aufgabe ,  bezüglich 
der  Bestinunung  dos  Durchschnittes  in  der  Form,  wie  unter  Auf- 
gabe 7)  besprochen,  durchgefilhrt  werden. 


9.    Eine  Gerade  ^  (Fig.  16.)  ist  gegeben,  nnd  eine  Hy- 
bel  ist  durch  zwei  conjngirte  Durchmesser  A^B^  nnd 
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C]-D,  bestimmt;  man  soll  die  Durchschuittspankt©  beider 
direct  auffinden. 

Bestimmt  mau  auf  bekannte  Weise  ans  den  gegebenen  Durch- 
messern die  Asymptoteu  t,'  und  (,'  der  £[yperbel  £*,,  so  bat  mau 
hiednrch  gleichzeitig  zwei  Taugeuten  derselben,  deren  BerQbrungs- 
puuktti  in  unendlicher  Entfernung  liegen,  gefunden.  Schreibt  man 
nun  den  letzteren  einen  Kreis  K^  ein,  so  kann  derselbe  als  der  Hy- 
perbel üTi  entsprechend  angesehen  werden. 

Den  unendlich  fernen  BorOhmngspunkten  «,'  und  %*  der  Hyperbel 
K^  entsprechen  die  Beruh ruDgspnnkte  wg'  und  u^  im  Kreise-  K^,  Der 
Schnittpunkt  c^  beider  Verbindungsgeraden  dieser  Berührungspunkte 
ist  ebenfalls  im  Uuendlichon  gelegen,  weil  ui'«^*  parallel  zu  u^'t^* 
ist,  uud  beide  Geraden  zur  Halbirungalinie  des  Winkels  (<,'(i*)  senk- 
recht stehen.  £b  wird  demnach  auch  die  zu  suchende  Trace  «  (geo- 
metrischer Ort  der  Schnittpunkte  aller  „entsprechenden"  Gerades) 
zu  uj'uj^  parallel  sein. 

Dem  Punkte  ^,  der  Hyperbel  Ä,  entspricht  der  Ereispnnkt  A^ 
und  der  Hyperbel tangcnte  t,=*  die  Kreistangcute  tj*.  Der  Durchschnitt 
der  beiden  letzteren  erfolgt  im  Punkte  fi.  Zieht  man  nun  dnrch  ß 
eine  Parallele  zu  u,'u,^,  so  erhält  man  die  Gerade  «. 

Um  weiter  dlti  der  Geraden  Zj  entsprechende  Gerade  l^  zu  finden, 
wird  man  bloss  zwei  Punkte  der  letzteren  zu  b<?stimmen  haben,  wo- 
von der  eiue  bekanntlich  der  Schnittpunkt  y  der  Geraden  I,  mit  «, 
nnd  der  zweite  jener  Punkt  pf  ist,  welcher  dem  Schnittpunkte  pi  von 
^'  nnd  li  entspricht 

Die  Gerade  p^  y  resp.  ^  trifft  den  Kreis  K^  in  deB  Punkten  d,* 
nnd  dt*,  welch'  letzteren  die  verlangten  Schnittpunkte  d,*  nnd  d^* 
der  Hyperbel  A^  B,  (^  D^  mit  der  gegebenen  Geraden  Ij  entsprechen. 

10.  Ein  Kegelschnitt  ist  dnrch  5  Punkte  a^bfC^daad  e 
(Fig.  17.)  bestimmt;  ausserdem  ist  eine  Gorade  l  gegeben; 
man  soll  die  Scbuittpunkte  tl^  und  d«  der  Goraden  l  mit 
dem  Kegelschnitte  bestimmen. 

Verbindet  man  zwei  der  gegebenen  Punkte,  etwa  d  und  e  mit 
jedem  der  drei  anderen,  so  eutstcben  zwoi  StraleubOscbel,  deren 
Mittelpunkte  d  und  e  sind.  Werden  dieadben  einander  prcgcctivisch 
zugeordnet,  so  schneiden  sich  bekanntlich  je  zwei  entsprechende  (ho- 
mologe) Stralen  in  einem  Punkte  des  Kegelschnittes. 

Die  Gerade  l  wird  von  dem  Böschol  d  in  der  Pnnktreihe  A^  B^  C^, 
von  dem  Btkscbel  t  di^egen  nach  der  Fnnktreiho  A^BfC^  geschnitton. 
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Da  die  beiden  Büschel  d  nud  e  in  Bezug  aufeinander  projectivisch 
sind,  80  nerden  es  anch  die  geuanucen  Funktreibeo  sein. 

Nan  sind  jene  Punkte  d,  und  d,  der  Geraden  l,  in  welchen  je 
zwei  entsprechende  Stralen  der  BQschel  d  und  e  znsammentreffen, 
einerseits  Punkte  des  Ecgolschuittes  nnd  andrerseits  Doppelpunkte 
der  Pnnktrelhcn  ^^B,  C,  nnd  AfB^Cf.  Um  letztgenannte  Doppel- 
punkte d^  und  df  zu  finden,  verbindet  man  (Standigl,  Neuere  Geo- 
metrie, Seite  140.)  AiB^C^  nnd  ^,£,C,  mit  irgend  einem  Funkte  AT 
eines  beliebig  gewählten  Kreises  K,  und  bestimmt  die  zweiten  Schnitt- 
punkte «ißiYj  und  «1^)71  dieser  Verbind ungsstraleu  mit  dem  Kreise 
£.  Verbindet  man  weiter  den  Schnittpunkt  o  der  Geraden  a,|!g  nnd 
«tßi  mit  jenem  g  von  a^yt  und  a^yi  durch  eine  Gerade  djd|  nnd 
zieht  man  diM  und  ä^M,  so  wird  l  von  diesen  lotztbezeichneten  Ge- 
raden in  den  verlangten  Punkten  d^  und  d,  des  durch  abed«  gege- 
benen Kegelschnittes  getroffen. 

Es  ist  der  Schnitt  einer  durch  ihre  Axen  gegebenen 
Ellipse  mit  einem  Kreise  zu  constrniren,  dessen  Mittel- 
punkt mit  dem  Mittelpunkte  der  Ellipse  zusammenfällt 

Terzeichnet  man  über  der  grossen  nnd  kleinen  Aie  der  Ellipse 
die  Kreise  K  und  k  (Fig.  18.)*)  und  zieht  man  durch  den  Mittel- 
punkt 0  beliebige  Transversaleu ,  von  denen  jede  die  beiden  Kreise 
in  zwei  Funkten  Oj  nnd  y,,  n,  und  Yt .  . .  schneidet;  iiWt  man  ferner 
von  «,it^  .  .  .  Seukrechte  zu  AB,  und  führt  dnrch  /j,  }]  .  .  .  Paral- 
lele ZQ  AB,  so  schneiden  sich  je  zwei  dieser  Geraden  in  Punkten 
J'iPtPt  ...  der  Ellipse. 

Boachreibt  man  nun  über  der  Differenz  der  HalbaZen  der  Ellipse, 
also  ober  der  Geraden  AE  als  Durchmesser  einen  Halbkreis,  so  wird 
Ton  demselben  der  gegebene  Kreis  f,  in  einem  Punkte  p  geschnitten. 

Das  Dreieck  ApE  ist  bei  p  offenbar  rechtwinklig.  Dreht  man 
dasselbe  um  den  Mittelpunkt  O,  so  wird  es  endlich  anch  eine  Lage 
*'i^i)'i  annehmen,  in  welcher  die  beiden  Katheten  desselben  parallel 
^zn  den  Axen  der  Ellipse  laufen,  wobei  also  P,,  P^  .  .  .  Punkte  der 
Ellipse  vorstellen  werden. 

Nachdem  aber  der  Punkt  p  bei  seiner  Drchong  um  0  den  Kreis 
Si  beschreibt,  so  werden  P^Pt  .  .  .  anch  auf  dem  Kreise  K,  liegen, 
hiemach  also  die  Schnittpunkte  des  Kreises  £.  mit  der  Ellipse  ABCD 
bestimmen.     Soll  das  Dreieck  ApE  die  genannte  Lage  einnehmen. 


*)  Ständig),  Sitnmgibcrfchte   der   k.  k.  Akademie   der  WiNeuchaften  ii 
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80  niQ88  pE  II  AB,  oder  was  dasselbe  ist,  es  moss  ^  «i  yi  2",  =  ^  -^^P, 
folglich  &aeib  ^  a^OA  —  ^  AEp  werden.  Trägt  man  also  den  letzt- 
bezeichnct^n  Winkel  von  AO  aus  auf,  so  erhält  man  eine  Tranaver- 
sale  «,0,  far  welche  der  EUipscnpnokt  Pj  gleichzeitig  aaf  £*(  liegt. 
Die  anderen  drei  Schnittpunkte  PjP,P4  sind  zu  Pj  iu  Bezug  auf  die 
Ellipsenaxon  symmetrisch  gelegen. 

Auch  auf  eine  einfache  empirische  Weise  lassen  sich 
die  Schnittpunkte  einer  Ellipse  H  mit  einer  beliebigen 
Curve  e  (Fig.  19.)  auffinden. 

Ist  beiapielsneiae  die  Ellipse  E  durch  ihre  Axen  AB  und  CD 
gegeben,  so  kann  man  einzelne  ihrer  Punkte  auf  folgende  Weise  be- 
stimmen: 

Trägt  man  nämlich  mittelst  eines  Papierstreif eus  die  Länge  der 
grossen  Halbaxe  AO  von  einem  Punkte  p  aus  anf  und  wiederholt 
das  Gleiche  von  demselben  Punkte  p  mit  der  kleinen  Halbaxe  OC, 
Terschiebt  mau  ferner  den  Papierstreifen  auf  der  Zeicbnungsflächo 
in  der  Weise,  dass  die  UalbaxendifFereuz  öÄ  mit  ihren  Endpnnkteu 
stets  anf  den  Axenrichtnngou  liegt,  so  beschreibt  der  Punkt  p  die 
Ellipse  E.  Ist  nun  C  die  vorerwähnte  beliebige  Curve,  so  hat  mau 
den  Papierstreifen  in  jene  Lagen  zu  bringen,  iu  welchen  der  Funkt  a 
anf  CD,  der  Punkt  b  auf  AB  und  p  auf  der  Curve  C  liegt.  Die  dem 
Punkte  p  entsprechenden  Cunenpunkte  D^D^  ,  . .  sind  die  gesuchten 
Schnittpunkte  der  beiden  Curvcn  untereinander. 

Bmnu,  den  21.  December  1874. 


Aufgabe.  Eino  Ellipse  ist  durch  zwei  coujngirto 
Durchmesser  gegeben;  es  sind  die  Schnittpunkte  dieser 
Ellipse  mit  einer  Geraden  Z.  zu  finden,  welche  zu  dei6 
einen  der  beiden  Durchmesser  ab  parallel  läuft 

Um  vorstehendes  Problem  zu  lösen,  dürfte  es  zwcckmisssig  er- 
scheinen, folgende  Bemerkungen  Toraoszoschicken. 

Sind  ti  und  t,  (Fig.  I.)  zwei  aus  C  projicirto  pcrgpcctiviscbe 
Pnnktreihen,  d  ihr  Schnittpunkt,  v^  und  u,  ihre  Gegenpnnhte,  so  gilt 
fQr  Jedes  Paar  entsprechender  Puukte  o^  und  oj  bckanotlicb  die 
Belatiou: 
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^-^    Oder 

Dieses  ProdDCt  ist  coDStant  and  wird  die  projectivische  PoteuE 
genannt 

Denkt  man  sich  die  Reihe  (,  um  ihren  Schnittpunkt  d  mit  der 
Reihe  t^  ho  lange  gedreht,  bis  sie  mit  der  letzteren  zusammenfällt, 
80  erhält  man  zwei  aufeinander  liegende  projectivische  Punktreihen, 
welche  in  dem  Schnittpunkte  d^ii^  ihrer  Träger  titg  einen  Doppel- 
punkt besitzen. 

Wird  durch  C  eiu  Stral  so  gezogen,  dass  er  mit  t^  und  t^  gleiche 
Winkel  einscbliesst,  so  schneidet  derselbe  die  Träger  tj  und  ^  in 
ZTivei  entsprecheudeu  Punkten  di^^',  welche  nach  der  Drohung  zu- 
sammenfallen, also  den  zweiten  Doppelpunkt  rcpräsentireu. 

Aas  dem  gleichschenkligen  Dreiecke  Gv^il^^  folgt,  dass  Cti|=d|'tfj 
und  da  auch  Cv^  =  d^u^  wird:  (ij'og  =  '^i«!  d.  h.  der  eine  Doppel- 
punkt d,  ist  vom  Flnchtpunkte  «^  obcuso  weit  als  der  zweite  Doppel- 
pankt  »^^  vom  anderen  Fluchtpunkte  v^  entfernt,  oder:  die  Doppel- 
punkt« liegen  zn  den  Fluchtpunkten  symmetriscli. 

Die  Toriier  unter  o)  angefllhrtc  Relation  auf  den  Punkt  rfi*<^* 
abertragen,  lautet  sonach :  tt,d;,i  Xt'jf^s'  =  Wj<»iXeiOj-=  «id,X"»''*- 

Nachdem  aber  die  Punkte  d^  und  d,^  nach  vollbrachter  Drehung 
znaammenfalleu,  ist:  uji^*  =  <*i'^'  und  ebenso  cjrfg  —  <'g('i;  es  wird 
daher  auch: 

"idi^X'^rfi' =  "i^i  X '^«'i  =  "lOi  XfiOi    .   .   .   ■  ß) 

Sind  somit  bei  zwei  aufeinaudertiegenden  Punktreihen  die  Flucht- 
punkte nnd  ein  Paar  entsprechender  Punkte  gegeben,  so  lassen  sich 
die  Doppelpunkte  leicht  finden. 

Dieses  der  zu  ICsendcu  Aufgabe  zu  Grunde  gelegt,  wollen  wir 
a  und  h  (Fig.  II.)  als  die  Scheitel  zweier  projectivischer  Stralen- 
bdscbel  annehmen,  von  welchen  sich  je  zwei  entsprechende  Straten 
in  einem  Punkte  der  Ellipse  scbnoiden.  Diese  StralenbUscbel  geben 
im  Schnitte  mit  der  Geraden  L  zwei  aufeinander  liegende  projectivische 
Pnnktreihen,  deren  Doppelpnnkte  offenbar  die  Schnittpunkte  der  Ge- 
raden L  mit  der  Ellipse  liefern  werden.  Es  handelt  sich  sonach  blos 
um  die  Ermittelung  der  bozoichnoten  Doppelpunkte,  um  die  gestellte 
Aofgabe  als  gelöst  betrachten  zu  können. 

Der   Stral   ab  schneidet  die  Gerade  L  im  Unendlichen,  während 
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der  ibm  entsprechende  Stral  dea  Bflschels  b  als  Tangente  an'  die 
Ellipse  im  Punkte  b  erscheint,  sich  hicruach  a)B  eine  zum  zweiten 
Durchmesser  ed  parallele  Gerade  darstellt.  Diese  letztere  schneidet 
die  Reihe  L  im  Punkte  dj,  welcher  Schnitt  schon  den  einen  Gegen- 
oder Fluchtpunkt  liefert;  der  zweite  Fluchtpunkt  u,  ergibt  sich  im 
Schfiitte  von  £  mit  der  durch  a  zu  cd  parallel  gezogenen  Geraden. 
Führt  man  vom  Punkte  c,  als  einem  der  Ellipse  augehörigon  Punktes 
die  Straleu  ea  und  cb,  so  erhält  man  .dberdioB  noch  zwei  ont< 
sprechende  Punkte  7,  und  y*  der  beiden  coaxialen  Punktreihen. 

Fflr  die  Doppelpunkte  ^i^^t  und  ''i'^t'  dieser  Reiben  gilt  nan 
dio  Relation: 

^MjX'^'^  =  '^'»iX.^S"  h^iXrso, y) 

Nachdem  aber  /lUj  =  j'st'i  <Bt,  wird  die  projectiviscbo  Potenz 
y^ttj*  sein.  Bescbreibt  man  it«miiach  ober  UfV,  als  Durchmesser  einen 
Halbkreis,  und  zieht  man  im  Abstände  fju^  —  tt^tp  eine  Farallelo  zu 
L,  welche  die  Ereiaperipherie  in  9  und  d'  schneidet,  so  ergeben  sich, 
wenn  man  die  letztgenannten  Punkte  S  und  3^  auf  L  projicirt,  ia 
^,^j  und  '^i'<^t'  die  gesuchten  Doppclpunkte,  oder  mit  anderen 
Worten:  die  Schnittpunkte  der  Geraden  L  mit  der  blos  durch  zwei 
coi^Qgirte  Durchmesser  gegebenen  Ellipse;  denn  dieselbeu  genügen 
der  Relation  J'ui  X  ^'oj  —  Juj  X  ^^^  ™  ^'^*  —■  ^S*  und  weil 
J'S'  —  /fd  —  }•,»,  auch  der  Relation  y). 
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Beitx^kgt  zax  Löanng  einiger  bekannten  geomeMsdien 
Aufgaben. 


TorbemOThnDg.  Bekanntlich  wird  jede  dnrcb  einen  beliebigen 
Pol  JP  gelegte  Secaate  durch  dcsaen  Polare  Dnd  den  Kreianrnfang 
harmonisch  geteilt,  und  man  liänn  in  jeder  solchen  ZosaramenstelliiDg 
den  Fol  als  Proj^tionsmittelponkt,  die  Polare  als  Projectionsaxe 
and  die  zu  beiden  Seiten  der  letzteren  gelegenen  Umfkngspnnkte  je 
einen  z.  B.  a  oder  6,  (Fig.  1.)  als  hmnonisches  Bild  des  anderen, 
z.  B.  von  a,  oder  h  betrachten.  Auch  kann  man  ebenso  2.  B.  von 
einer  beliebigen  Linie  p^e  ihr  harmonisches  Bild  pjc,,  TOn  Pnnkttf, 
das  hariDOniache  Bild  Pnnkt  tl,  u.  a.  w.  entwerfen, 

Diese  Ilmbildong  ISsst  sich  fOr  die  anscfaaaliche  Behandlung  einigor 

Aufgaben  und  Lelirsätze  zweckmässig  verwenden,  wofür  diese  Zeilen 
einige  Beispiele  liefern  sollen. 

1.  Anf^abe.  Durch  gegebene  Punkte  a,  b  and  c  sollen  die  Seiten 
eines  in  den  Kreis  K  eingescbriebenon  Dreiecks  gcl^  werden; 

AoflOBong.  Verbindet  man  die  Punkte  a  —  b,Ff  durch  eine  ge- 
rade Linie  und  wählt  den  Punkt,  dessen  Entfemnng  von  seiner  Polare 
PtPt  dnrcb  a — b  halbirt  wird,  als  FrojcctionBrnittelpankt  —  d.  b.  den 
P^nkt  P,  für  welchen  a—b  die  Linie  gleicher  Potenzen  mit  Kreis  K 
darstellt  —  ao  werden  die  bannouiacben  Bilder  von  a  und  b  auf  den 
entsprechenden  Richtungen  Pa  und  H  sich  unendlich  weit  entfernen, 
nnd  diejenigen  aller  Linien,  welche  a  oder  b  berühren,  entsprechend 
parallel  zu  Pa  oder  Pb  erscheinen. 
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Ist  nun  aßy  das  gesachte  Dreieck,  sind  femer  «h—ft  — j*!  nnd 
e,  die  harmonischen  Bilder  von  «,  ß,  y  nnd  c,  so  wird  Winkal 
ß-^y^a^  =  aPh,  dadurch  die  L&nge  der  Sehne  u^ß^  bestimmt  aod  mit 
ihr  der  zn  K  concentrische  Kreis,  welchen  sie  herQhrt,  worans  die 
Lage  Ci^iRi  and  die  Funkte  a  und  ^  eich  herleiten. 

Bemerkungen.  1.  Diese  Constmction  lässt  sich  anmittelbar  nur 
anf  Punkte  anwenden,  deren  Verbindungslinien  den  Kreis  nicht 
schneiden. 

Wenn  nan  auch  weiter  unten  nachgewiesen  wird,  dass  jede  Punk- 
tenlage auf  die  hier  vorausgesetzte  sich  zurflckfOhren  lässt,  so  wird 
zunächst  auch  für  andere  Fälle  die  harmonische  Umbildung  benatzt 
werden,  wobei  die  Betrachtung  zweier  Fälle  genQgt,  n&mlich  wenn 
einer  oder  mehrere  Punkte  innerhalb  des  Kreises  liegen,  and:  wenn 
zwar  die  Punkte  ausserhalb  des  Kreises  liegen,  ihre  Verbindungs- 
linien aber  denselben  schneiden. 

2.  Es  lassen  sich  aus  der  gegebenen  Auflösung  noch  einige 
Folgerungen  ableiten.  Werden  die  Punkte  a,  ß  und  e  in  ihrer  Lage 
festgehalten,  während  y  längs  der  Kreisperipherie  und  gleichzeitig  a 
und  b  anf  ihrer  eignen  Verbiudui^iuie  sich  fortbewegen,  so  bleibt 
der  Winkel  aOb  seiner  OrOaae  nach  constant,  da  in  dem  harmonischen 
Bilde  ftj  nnd  ß^  sich  nicht  bewegen  und  nur  7,  seine  Stelle  ändert, 
jedoch  so,  dass  stets  Pa  parallel  mit  ß^yj  und  Pb  parallel  mit  c^yt 
bleibt  Hiebci  ist  es  gleichgaltig,  ob  die  Punkte  aß  wie  in  der  vor- 
liegenden Figur  entstanden  sind,  oder  ob  sie  z.  B.  Ecken  eines  be- 
liebigen KreisTielccks  sind.  Weiter  unten  wird  hienach  die  Aasddi- 
nung  dieser  Aufgabe  auf  beliebig  vide  Punkte  bebandelt  werden. 

£s  folgt  weiter,  dass,  wenn  die  gegebenen  Punkte  a  nnd  b  mit 
einem  dritten  Pankte  y  der  Kreisperipherie  verbunden  werden,  die 
entsprechende  Verbindungslinie  der  beiden  Schnittpunkte  a  und  ß 
ein  harmonisches  Bild  von  conetanter  Länge  ergiebt 

2.  Aufgabe.  Es  sind  drei  Punkte  a,  b  und  c  innerhalb  des  Kreises 
K  gegeben;  man  soll  durch  dieselben  je  eine  Seite  eines  in  den  Kreis 
zu  schreibenden  Dreiecks  legen  (Fig.  3.). 

Auflösung.  Verbindet  man  einen  der  gegebenen  Punkte  z.  B.  a 
mit  dem  Kreigmittelpunkt  ib,  zieht  durch  a  resp.  k  senkrecht  zu  dieser 
Verbindungslinie  mm,  und  nn^,  so  erhält  man  durch  den  Schnitt  der 
Linien  mn  oder  in,n,  mitte  einen  Pro jcctionsmittelpunkt  P,  welcher 
in  Verbindung  mit  seiner  Polare  ppi  als  Projectionsaxe  für  den  Punkt 
a  den  Kreismittelpunkt  k  als  harmonisches  Bild  ergiebt. 
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Du  bannonische  Bild  «tß^ji  des  Dreiecks  er  |!  7  wird 'demnach 
ein  bei  o^  rechtwinkeliges  sein,  dessen  Seite  /jj!,  rän  DnrchmesB&r 
des  Ereiaes  it  ist 

Die  Torli^ende  Anigabe  wird  denuiacii  darauf  zDrUckgefBbrt, 
durch  zwei  gegebene  Pnnlite  die  Katheten  eines  rechtwinkeligen 
Dreiecks  zn  legen,  dessen  Hypotenuse  der  Durchmesser  eines  ge- 
gebeneu  Kreises  ist. 

Um  die  FJgor  nicbt  zu  aberladen,  werden  in  Fignr  4.  nnr  die 
harmonischen  Bilder  a^ik) — b^  nnd  e^  der  Punkte  abc  gezeichnet. 
Ein  Halbkreis  Aber  b^c^  achneide  den  gegebenen  Kreis  in  den  Punkten 
«1  und  «1,  deren  jeder  ein  harmonisches  Bild  a^ß^y^  und  a^ßtyt  des 
ZQ  findenden  Dreiecks  aßy  darstellt. 

Man  ersieht  zugleich  in  welchen  Fällen  zwei,  eine  oder  keine 
Lösung  möglich  ist. 

Bemerkung.  Diese  Auflösung  gilt  auch  dann,  wenn  nnr  einer 
der  gegebenen  Punkte  inn^halb  des  Kreises  k  liegt 

3.  Aufgabe.  Die  vorbergcbenden  Aufgaben  für  den  Fall  zu  lOsen, 
wenn  die  Punkte  a,  b  und  e  ausserhalb  des  gegebenen  Kreises  i 
liegen,  Ihre  Verbindungslinien  aber  denselben  schneiden. 

Auflösung,  aßy  (Fig.  ö.)  sei  das  gesachte  Dreieck,  in  dessen 
Seiten  die  Punkte  a,  b  nnd  e  liegen  sollen.  Die  Polare  von  a  sei 
pp,  nnd  p  ihr  Schnittpunkt  mit  bc. 

Construirt  man  nun  einen  Projectionsmittelpunkt  P,,  fflr  welchen 
ap  die  Linien  gleicher  Potenzen  mit  dem  Kreise  i  ist,  so  wird  das 
harmonische  Bild  dieser  Figur  folgende  Eigenschaften  besitzen.  Die 
Bilder  der  in  a  sich  Tereinigenden  Linien  werden  parallel  der  Linie 
Pitt,  ebenso  die  Bilder  der  in  p  sieb  vereinigenden  Linien  parallel  P^p. 

Da  die  Linie  ppi  die  Berahmngspunkte  trifft,  welche  den  von  a 
an  den  Kreis  k  gezogenen  Tangeuten  angeboren,  die  harmonischen 
Bilder  dieser  Tangenten  aber  einander  parallel  werden,  so  trifft  das 
harmonische  Bild  der  Linie  ppj  den  Mittelpunkt  des  Kreises  k,  die 
beiden  Systeme  paralleler  Bilder  stehen  auf  einander  senkrecht  und 
es  wird  ans  den  gegebenen  StQckcu  nach  ihrer  harmonischen  Um- 
bildung in  Bezug  auf  den  Projectionsmittelpunkt  P,  sich  das  Schema 
F'ignr  6.  darstellen. 

Die  Funkte  i,  und  c^  sind  die  harmonischen  Bilder  der  Punkte 
S  und  c;  das  harmonische  BÜd  n,  ß,  }>,  dos  zu  suchenden  Dreiecks  ist 
so  zn  zeichnen,  dass  die  Seite 
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"lYi  durcli  h,  gebe  und 
ßij,  Benkrecht  zu  b,e^  liege. 

Zieht  man  den  DurchmeBser  ßißt,  dessen  Schnittpankt  mit  £,<?) 
in  o  liege,  nftfareDdgdon  Schnitt  der  Linien  ^i^i  und  Ä,cj  bezeichne, 
ao  ergiebt  sich  die  Aehiilichkeit  der  rechtwiDkeligcn  Dreiecke  bjy^q 
niid  ßißtOi  auB  der  Gleichheit  der  Winkel  y^  und  ß^;  demnach  ist 
"iß^biO  ein  EreiBTieroi'k,  und  da  die  Potenz  des  Punktes  c^  tbs  den 
Kreis  k  bekannt  ist,  der  Punkt  o  nach  mehrfach  bekannten  Methoden 
zu  bestimmen. 

Nach  Constmction  des  Pnnktea  o  ergiebt  also  seine  Verbindungs- 
linie mit  dem  Mittelpunkte  des  Kreises  k  auf  dem  Umfange  desselben 
zwei  Schnittpunkte  ßj  nnd  ßf<  ^"S  denen  das  Dreieck  «ßy  durch 
harmonische  Uebertragung  sich  leicht  entwickeln  läsBt 

Es  erhellt  ohne  Weiteres,  dass  diese  LöBung  auch  für  die  erste 
Aufgabe  sich  anwenden  l&ast  « 

FolgeruQgeiL  Bei  Aufgabe  1.  wurde  nachgewiesen,  dass,  wenn 
in  der  dazu  gehörigen  Figor  der  Winkel  aPb  sich  tim  P  dreht  und 
die  Punkte  a  und  b  längs  ihrer  Verbindungslinie  fort  bewegt,  die 
beiden  Eckpunkte  a  nnd  ß  des  für  die  veränderte  Lage  zu  snchenden 
Dreiecks  unverändert  bleiben,  wenn  Punkt  e  seine  Lage  behält 

Wird  hiebei  nun  einer  der  Schenkel  des  Winkels  P6o,  (Fig.  7.) 
z.  B.  Pb  parallel  der  Liuie  afr,  und  gewinnt  die  Lage  Pij,  während 
der  Schenkel  Pa  in  die  Lage  Po  gelangt,  so  wttrde  auch  das  ent- 
sprechende harmoniBche  Bild  a^y^  der  Dreieckseite  uy  parallel  zn 
P£,  oder  ab  werden. 

FUr  diesen  Fall  aber  wird  die  Dreieckseite  ay  in  die  Linie  uy^ 
ttbergehen,  gleichfalls  als  solche  parallel  der  Linie  ab  werden  und  die 
Aufgabe  darauf  zurQckgefllhrt  sein,  ein  in  den  Kreis  k  eingcschnebeDes 
Dreieck  zu  zeichnen,  dessen  Seiten 

uß   durch  Punkt  c 
ßff  durch  Punkt  o 
gehen,  während  oji,  parallel  ob  wird. 

Der  Punkt  o  lässt  sich  nach  der  gegebenen  Herleitung  bestimmen 
oder  auch  ohne  Construction  des  Punktes  P  finden,  da  aus  der  Gleich- 
heit der  Winkel  aPo  =  bPbj^-^^  abP  sich  das  Rechteck  ao)<.oh 
gleich  der  Potenz  des  Punktes  a  fOr  den  Kreis  k  ergiebt 
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Diesea  Gesetz  folgt  androrseita  auch  ans  der  Oloiclüieit  der  Winkel 

aoP  —  ßy^a  —  ayb 

and  ist  von  Giordano  Ottiyano  für  die  LOanng  der  hier  behandelten 
An^bou  (Memorie  deUa  aocietik  italiana,  Ycrona.  4.  Band)  benutzt 
worden,  indem  er  ganz  in  deraelben  Weiae  noch  einen  der  anderen 
beiden  Punkte  in  unendliche  Entfernung  verlegt  und  dadurch  die  Auf- 
gabe erhalt,  ein  Dreieck  in  einen  Kreia  za  beschreiben,  dessen  eine 
Seite  einen  der  Lage  nach  gegebenen  Punkt  berührt,  während  die 
beiden  anderen  Seiten  gegebenen  Linien  parallel  gerichtet  sind.  Den- 
selben Gang  der  LCsung  benutzt  er  für  das  einznscbreibende  Vieleck, 
dessen  Seiten  gegebene  Paukte  berohren  sollen. 

Es  lassen  uch  aber  noch  weitere  Folgoningen  ziehen,  indem  auch 
für  jede  andere  Lage  des  Winkels  al'b,  z.  B.  für  otPh^  ans  der 
Gleichheit  der  Winkel  ti,Po  —  ^P£,  —  ojA^P  die  Gleichheit  des 
Reuhtecka  ojo  X  «t^  ^''^  ^^^  Potenz  des  Punktes  og  fllr  den  Kreis  k 
sich  ergiebt 

Es  lässt  sich  ausserdem  sehr  leicht  nachweisen,  sei  es  unter  Her- 
anziehuDg  der  obigen  ßetracbtungeu,  sei  es  durch  nachtraglichen  Be- 
weis vorhergegangener  Annahme,  dass  dieses  Gesetz  fQr  alle  Lagen 
der  Punkte  abc,  innerhalb  oder  aasserbalb  des  Kreises,  volle  Geltung 
hat,  so  dasg  man  im  Stande  ist,  jede  der  hier  vorgetragenen  LCsungen 
nnmittelbar  oder  mittelbar  für  jedwede  Lage  der  Punkte  abc  anzu- 
wenden, nachdem  man  dieselben  mit  Hilfe  des  Punktes  o  entsprechend 
vorbereitet  bat 

4  Angabe.  Es  sind  in  der  Ebene  eines  Kreises  k  beliebig  viele 
Punkte  gegeben;  mau  soll  ein  in  den  Kreis  beschriebenes  Vieleck 
zeichnen,  in  dessen  Seiten  je  einer  jener  Punkte  liegt 

Auflösung.  In  Figur  8.  seien  z.  B.  a,  b,  e,  d,  e,  /  die  gegebenen 
Punkte;  die  entsprechenden  Eckpunkte  des  zu  zeichnenden  Vielecks 
seien  oi,  be,  ed.  etc  bezeichnet,  je  nachdem  sie  durch  die  anszufQlirende 
Constmction  mit  a  und  b,  b  und  e,  c  nnd  d  etc.  durch  die  Vielecks- 
seiten  zn  verbinden  sind. 

Nach  den  vorher  entwickelten  Gesetzen  lassen  sich  nnn  die  Punkte 
a  and  b  längs  ihrer  Verbindungslinie  so  verschieben,  dass  a  in  eine 
beliebige  ausserhalb  des  Kreises  gelegene  Linie  mn  lUllt;  diese  neue 
Lage  der  beiden  Punkte  werde  mit  oj  nnd  b'  bezeichnet.  In  der- 
selben Weise  lasst  sich  ans  der  Verbindung  von  b'  mit  e  der  erstere 
funkt  gleichfalls  in  die  Linie  mn  verlegen  nnd  werde  daselbst  mit 
&,  bezeichnet,  wahrend  die  zweite  Lage  c'  des  Punktes  e  mit  d  ver- 
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bnndeB  zd  einer  ferneren  Yertegnng  von  c'  nach  e,  benntzt  wird  und 
in  weiterer  Verfolgung  dicseB  Systems  die  Verlegung  sämmtlichcr 
Fnnkte  mit  Ansnahme  des  letzten  in  die  Linie  mn  sich  vollzieht. 

Ist  die  Anzahl  der  gegebenen  Punkte  gerade,  so  genügt  es,  dio 
Terlegang  BSmmtlicher  Funkte  mit  Ananahme  von  zweien  zu  bewirken, 
wofür  der  Grund  sich  sofort  ergeben  wird.  Beiläufig  ist  zu  bemerken, 
dass  an  Stelle  der  Linie  mn  anch  die  Verbindungslinie  zweier  passend 
gelegenen  unter  den  gegebenen  Punkten  sich  zur  Ucbertragung  eig- 
nen kann. 

Constmirt  man  nun  den  Punkt  /',  für  welchen  mn  die  Linie 
gleicher  Potenzen  mit  Kreis  k  ist,  und  zieht  Figur  9.  die  Linien  i'o,, 
Fbj,  Pcj,  Pd„  ferner,  entsprechend  aneiuande rscbli essend ,  im  Kreise 
k  den  genannten  Linien  parallele  Sehnen,  so  werden  dit^so  unabhängig 
vom  Anfangspunkte  ihrer  Vcrzcichnang,  paanvoiae  je  einen  Bogen 
TOD  gleichbleibender  Länge  nmschlieasen  und  deshalb  zwiacbeu  An- 
fangs- und  Endpunkt  dieser  Verzeichnungen  einen  Erciabogen  von 
gleichbleibender  Länge  ergeben,  wo  auch  immer  mit  der  Verzeich- 
nnng  begonnen  wird,  welcher  entweder  eine,  oder  —  wio  hier  —  zwei 
Vieleckseiten  umfassen  rnnsa,  je  nachdem  eine  ungerade  oder  gerade 
Anzahl  von  Punkten  gegeben  war. 

Für  ersteren  Fall  hat  man  von  dem  ausserhalb  mn  gebliebenen 
Punkt  eine  Secanto  durch  den  Kreis  k  zu  legen,  so  dass  ihr  inner- 
halb des  letzteren  gelegener  Teil  gleich  der  Sehne  des  Schlnssbogens 
wird. 

Für  den  anderen  Fall  hat  man  über  der  Verbindungslinie  der 
beiden  aosaerhalb  mn  gebliebenen  Punkte  einim  Kreisbogen  zu  zeich- 
nen, welcher  den  erwähnten  Schlusabogen  im  Kreise  jt  zu  einem  Voll- 
kreise ergänzt  Dio  Schnittpunkte  dieses  zweiten  Itogens  mit  Kreis 
k  bilden  dann  Eckpunkte  des  gesuchten  Vielecks,  oder  vielmehr  ein 
harmonisches  Bild  derselben  in  Bezug  auf  den  Projectionsmittelpankt 
P.  Selbstveratändl ich  wird  auch  für  die  ausserhalb  mn  verbliebenen 
Fnnkte  deren  Verlegung  oder  harmonische  üebertragnng  znr  Aus- 
führung der  eben  erwähnten  Construction  zn  verwenden  sein.  Die 
Bichtigkeit  des  Verfahrens  findet  ihre  Darlegung  in  den  vorangegan- 
genen Betrachtungen. 

Man  kann  aber  noch  nach  einer  anderen  Methode  bei  der  Lö- 
sung dieser  Aufgabe  verfahren. 

Seien  a,  b,  e,  d  (Fig.  10.)  die  gegebenen  Punkte.  Verbindet  man 
a  mit  b,  c  mit  d  und  verlegt  beide  Puuktcnpaare,  ab  nach  ftt^n  '''' 
nach  c,(f,  und  zwar  so,  dass  b^  und  e^  auf  einanderfallen,  so  faUcn 
anch  die  entsprechenden  beiden  Vicleckseiten  aufeinander  und  o,  und 
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dj  sind  als  zwei  an  mittel  bar  hintcreiiiEuiderfolgande  Pankle  für  die 
Terzeicbnang  des  Vielecks  zu  bctrachton.  Demnadi  wird  dor  Ponkt 
be  auGfallen  und  an  Stelle  der  beiden  Punkte  ab  und  ed  Punkt  a,d, 
treten. 

Han  wird  bei  einer  ui^oradcn  Zahl  von  Punkten  zuletzt  noch 
drei  flbrig  I>ebalten,  und  damit  nach  einer  der  angq;cbenen  Methoden 
die  verlangte  Figur  anfertigen  können. 

Bei  einer  geraden  Anzahl  yon  Punkten  werden  nur  noch  zwei 
Obrig  bleiben,  deren  Verbindungslinie  unmittelbar  einen  der  verlangten 
Eckpunkte  ergiebt. 

Wenn  in  Fig.  11.  darch  abcd  vier  flbrig  gebliebene  Punkte,  durch 
ab,  &c,  cd  and  ad  die  vier  Eckpunkte  eines  durch  jene  vier  Fnnkto 
bestimmbaren  Erciavierccks  bezeichnet  werden,  so  ersieht  man  ohne 
Weiteres  ans  der  Figur,  wie  nach  Anescblnss  der  Punkte  b  und  c 
die  Verbindung  von  a^  und  d^,  welche  ans  der  Verschiebung  von  b 
nach  b,  und  von  c  nach  c,  ans  den  Punkten  a  und  d  sich  entwickeln, 
nnmittelbar  der  Eckpunkt  a,rfj,  gleichbedeutend  mit  ad,  gewonnen 
wird. 

Bemerkung.  Mit  der  hier  angewendeten  harmonischen  Projec- 
tionamethode  laasen  sich  einfache  Beweise  för  geometrische  Lehrsätze 
herleiten,  ohne  das  Gebiet  der  ebenen  oder  elementaren  Geometrie 
za  verlassen.     Zur  Erläuterung  diene  folgendes  Beispiel. 

Der  bekannte  Satz  über  das  Pascalsche  Sechseck  ergiebt  sich  in 
ein^hster  Weise  nach  der  angefahrten  Methode,  wenn  die  Vorbin- 
dungslinie von  Schnittpunkten  zugeordneter  Seiten  aosserhalb  des 
Kreises  fällt. 

Da  aber  die  Mittellinie  zwischen  Pol  und  Polare  stets  anaserh^b 
des  Kreises  fällt,  so  erscheint  zunächst  das  in  Rede  stehende  Ver- 
fahren dann  onbranchbar,  wenn  die  erwähnte  Verbindnngslinie  den 
Kreis  schneidet  Aber  auch  für  diesen  Fall  ergiebt  sich  in  der  er- 
wähnten Richtung  ein  sehr  einfacher  Beweis. 

abcd«/  (Fig.  12.)  sei  ein  Kreissechseck.  Es  soll  bewiesen  wer- 
den, dass  der  Schnittpunkt  von  af  nnd  ed  in  einer  Geraden  mit  den 
Schnittpunkten  ab  — de  und  So — «/  liege. 

Der  Schnittpunkt  von  ab  nnd  ef  liege  in  er,  der  von  be  nnd  d» 
in  ß;  sucht  man  denjenigen  Punkt  P,  fOr  welchen  ttß  die  Linie 
gleicher  Potenzen  mit  Kreis  k  darstellt,  und  entwirft  aus  P  als  Pro- 
jectionsmittelpunkt  das  barmoniscbe  Bild  der  ganzen  Fignr,  so  ent- 
steht das  Schema  Fig.  13.,  worin  die  gleichen  Bezeichnungen  bei- 
bebalten  sind.    ij>i«pi  wird  ein  Parallelogramm,  adp^  und  c/pj  sind 
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zwei  ähnliche  entgegengesetzt  gleichgerichtete  Dreiecke,  deren  innerer 
Aehnlichkeitspunkt  ps  mit  den  homologen  Punkten  p,  nnd  p,  i&  ge- 
rader Linie  liegt,  woraus  der  gesuchte  Bewbis  unmittolb^  folgt 

5.  Aufgabe.  Id  ein  Dreieck  ist  ein  anderes  einzuschreiben,  desseu 
Seiten  je  einen  gegebenen  Punkt  enthalten. 

AnflOsnug.  ABC  (Fig.  14.)  sei  das  gegebene,  aßy  das  m 
zeichnende  Dreieck,  in  dessen  Seiten  die  Punkte  a,  b  und  e  liegen 
sollen. 

Legt  man  durch  C  und  c  eine  Gerade  und  zu  beiden  Seiten  der- 
selben iu  gleichen  Entfernungen  einen  beliebigen  Punkt  F  als  Pro- 
jectJonsmitt«lpnnkt  uud  eine  Linie  pp^  als  Projectionsaxe ,  entwirft 
darauf  ein  harmonisches  Bild  der  ganzen  Figur,  so  entsteht  du 
Schema  Fig.  lö.,  worin  die  Bilder  gleiche  Bezeichnung  mit  ihren 
GegensUludun  erhalten  haben. 

In  dieser  Figor  sind  also  die  Linien  Ali,  AA^,  BBj,  femer  die 
Punkte  ab  und  endlich  die  Kichtnug  der  Linie  aß  gegeben;  der 
Punkt  y  ist  nun  so  zu  zeichnen,  dasa  aß  parallel  ihrer  gegebenen 
Achtung  wird.  Dieses  folgt  einfach  daraus,  dasa  die  Bilder  der 
Pankte  C  nnd  c  in  unendliche  Entfernung  gefallen  sind. 

Zieht  man  aa,  nnd  bh^  parallel  zu  AAi  oder  BBj,  ferner  die 
Linien  a£,  und  ba^,  so  wird  ^i  und  a^  bestimmt;  deshalb  wird  ß^ß 
sich  von  «i«  um  eine  bekannte  Länge  unterscheiden.  Nennt  man 
diesen  Unterschied  rf,  so  wird  o,n  =  x-\-d,  wenn  ß^ß  —  x  gesetzt 
wird.  Nennt  man  femer  die  Länge  ^,  ß^  =  n,  die  Länge  w,a  =  m 
und  die  Teile  der  Linie  yfi  nach  den  Bezeichnungen  der  Figur,  so 
wird  man  ans 

nach  beliebigen  elementaren  Methoden  x  construiren  und  damit  «,  |j 
und  y  bestimmen  liönnen,  welche  als  harmonische  Bilder  ohne  'Wei- 
teres zu  den  entsprechenden  gesuchten  Punkten  der  ursprünglichen 
Figur  fuhren. 

2.  AuflÖHnng.  (Fig.  16.)  Man  ziehe  innerhalb  eines  gegebenen  i 
Winkels  ABC  durch  den  festen  Punkt  p  eine  Linie,  welche  die 
Schenkel  des  Winkels  in  a  und  c  achneide.  Zieht  mau  ans  p  parallel 
zu  den  Schenkeln  des  Winkels  pa  und  py  und  lässt  diese  beides 
Längen  sowie  By  und  Ba  ihrer  Grösse  nach  unverändert,  während 
der  Winkel  ABC  sich  beliebig  öffnet  oder  schliesst,  so  werden  a,  t 
.    nnd  p  in  einer  geraden  Linie  bleiben. 

Hat  man  nnn  ein  beliebiges  Vieleck  AB  CD...  (Fig.  17.)  und  ! 
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für  jeden  Wiukel  einen  gegebenen  Punkt  pftPi-.-,  ziebt  die  Paral- 
lelen p£j  and  pb^,  pjCj  und  Pi«,,  p^d^  und  p^ilt . . .  und  verändert 
nun  diu  Winkel  beliebig,  wäbrend  die  X^äugen  der  Vieleckgeiteu,  der 
Parallelen  uud  die  Lage  ilircr  Fusspunkte  auf  den  Seiten  unverändert 
bleiben,  so  werden  bpc,  cpjd,  dp^e ...  je  in  einer  Geraden  bleiben. 

Man  wird  also  den  ganzen  Tieleckzug  längs  einer  geraden  Linie 
80  auftragen  können,  dass  die  Punkte  bpcpidp^e . . .  in  derselben 
liegen,  wenn  mau  auf  die  Beibehaltnng  ihrer  Entfernungen  verzichtet, 
während  die  übrigen  Längen,  it,,  SjÄ,  B4»,  J»c. . .  unverändert  er- 
scheinen.   (Fig.  18.) 

Man  wird  aber  auch  in  der  neuen  Lage  dnrch  jeden  beliebigen 
anderen  Linienzng  hP^aPi^^sPt^  ■  ■  ■  dieselben  Punkte  mit  einander 
verbinden,  welche  durch  ein  gleiches  Vcrbfaren  in  der  ur^pranglichen 
Figur  sieb  ergeben  hätten. 

Wendet  man  nun  auf  das  System  bp  cp,  dp,  e  .  . .  die  barmonische 
Projection  an,  indem  mau  wieder  in  gleichen  Entfcrnnugen  zn  beiden 
Seiten  der  Linie  ppipi  ■  ■  ■  den  Projectionsmittelpunkt  und  die  Pro- 
ji'cüousaxo  legt,  so  erhält  man  nebenstehendes  Schema  Fig.  19.,  in 
welchem  die  barnionischen  Bilder  der  um  ppjpt  ■  ■  ■  sieb  drehenden 
Linien  als  in  bestimmter  Richtong  liegende  Parallelen  erscheinen. 

Man  ersieht  femer,  dass  die  Schnittpunkte  y,,  Yt  •  ■  ■  in  einer 
Linie  mit  C  liegen,  dass  man  also  an  Stelle  der  Linien  BC,  CD 
eine  einzige  Linie  B^D^  setzen  und  durch  die  beiden  Kichtnugen 
ij}')  und  )>,<^  die  Abhängigkeit  der  Punkte  b^  und  e,  von  einander 
damit  festhalten  kann. 

Die  Herstellung  der  ursprünglichen  Figur  würde  demnach  die 
Terringening  derselbeu  um  eine  Vieleckseile  und  nm  einen  Punkt  p 
gestatten.  Man  wttrde  nunmehr  auch  in  der  ursprflnglicbcn  Figur 
diese  Reduction  voruebmon  können,  nachdem  man  durch  die  harmo- 
nische Uebertraguüg  den  Gang  und  die  Richtigkeit  derselben  er- 
fahren hat. 

Wendet  man  nun  die  zu  Fig.  17.  und  18.  gehörigen  Eotwicke- 
lungen  auf  die  vorliegende  Anfgabe  an,  nämlich  durch  drei  gegebene 
Punkte  die  Seiten  eines  in  ein  gegebenes  Dreieck  eingeschriebenen 
Dreiecks  zn  legen,  so  werden  also  darin  AB,  BC,  CD  die  drei  Seiten 
des  gi'gebencn  Dreiecks  darstellen,  während  in  DE  eine  einfache 
Wiederholung  der  Seite  AB  anzunehmen  ist,  die  mit  dieser  gleiche 
L^ge  hat. 

DetjenigeZug  biC^d^e^,  der  darin  für  Ab^  and  D«^  gleiche  Län- 
gen ergiebt,  löst  die  Aufgabe. 
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Sei  nan  Fig.  20.  das  durch  die  gDgedentcton  Umformangeu  ge- 
voDoene  ErgebnisB. 

Yerlängert  msn  das  freio  Ende  von  AB^  um  DDy  =  AF,  sowie 
D^E  nni  BB^  =  EF,  und  stellt  die  gewonnenen  Element«  nnter 
passenden  Winkeln  zusammen,  so  leitet  sich  wiederum  daraus  eine 
einfache  Lösung  her. 

Man  w&hlt  hierzn  (Flg.  21.)  die  Form  eines  Dreiseits  mit  paral- 
leten  Schenkeln. 

Die  Aufgabe  ist  gelöst,  wenn  die  von  y  aus  durch  p  nnd  p^  ge- 
legten Linien  fQr  B-^b  und  F^t  gleiche  Längen  abschneiden. 

Beilftofig  folgt  ans  dieser  Fordemng,  dass  bn  ein  DurchmeaBer 
der  Figur  werden  und  den  Mittelpunkt  O  derselben  berühren  muss, 
daderToranBSGtzungnach^fi  =  Z)£,  AF=  DD^xm^  F^E—B^Bist. 

Man  gelangt  unter  Anwendung  eines  UtUfssatzes  bald  zum  Zweck. 
BpBibf  (Fig.  22.)  sei  ein  Parallelogramm.  Durch  p  ziehe  man  zwei 
beliebige  Linien.  Diese  geben  folgenden  Zusammenhang  der  einzelneu 
Teile,  wenn  u  parallel  zd  Bp  liegt: 

-^  —;    -  ^  —    also    -  =  ^    oder — 

u        n,        u         m,  7n        n^  n         n. 

Auf  Fig.  21.  oder  die  gleichbedeutende  Fig.  23.  dieses  angewendet 
ergiebt  folgende  einfache  Bestimmung  der  Punkte  «,  b  nnd  y,  nach- 
dem man  die  Linien  hfp^  und  d^p  gezogen  und  endlich  von  dem 
Schnittpunkte  der  letzteren  mit  it^F  sowie  von  fi,  ans  Linien  durch 
Q  gelegt  baL 

Gemäss  den  aus  der  Figur  ersicbtlicben  Bezeichnungen  der  ein- 
zelnen Stocke  hat  raan  nun 


=  Hg  und  m  ^  mg,  daher  auch 


Ferner  ist  die  Lftnge  d,  <^,  ebenso  die  L&ngen  n,  n,  und  «ti.  also 
die  Summe  nit+ni  bekannt,  nnd  die  einzelnen  Teile  derselben  aus 
dem  ermittelten  Verbältniss  derselben  ohne  Weiteres  festzustellen. 

Bemerkung.  Der  Gang  dieser  Auflösung  ist  an  sich  weitläufig; 
derselbe  wnrde  aber  gewählt,  um  vermöge  desselben  zur  Lösung  der 
folgenden  letzten  Aufgabe  zu  gelangen. 
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6.  Au^be.  lu  ein  gegobcuea  Vieleck  ein  anderes  zn  beschrcibea, 
dessen  Seiten  je  eiuen  gegebenen  Punkt  berDliren. 

Auflösnng.  Diese  ist  bereits  in  der  vorhergebeudeu  Auflösung 
mit  enthalten. 

Die  Verlegung  der  Punkte  p  in  eine  gerade  Linie,  die  Reducirnng 
dorBelben  auf  zwei  und  die  endliche  einfache  Löanng  fttr  den  Rest 
der  Figur  erfolgt  in  der  beschriebenen  Weise. 

Es  erhellt  aber  bei  Verfolgung  dieser  Lösung  sofort,  dass  die 
erwähnten  Reductioiien  sich  auch  an  einzelnen  Abteilungen  des  ge- 
gebenen Vielecks  vornehmen  lassen,  wie  überhaupt  hier  ein  grösseres 
Gewicht  auf  die  Darstellung  des  Systems,  als  auf  dessen  Anwendung 
gefallen  ist,  wobei  sich  noch  mehrfache  Kürzungen  finden  dürften. 

Schlnssbemerknng.  Es  konnte  selbstverständlich  nicht  die  Ab- 
sieht  sein,  vorhandene  zum  Teil  sehr  schöne  Lösungen  der  hier  be- 
handelten Aufgaben  verdunkeln  zn  wollen,  sondern  nur  die  zweck- 
mässige Verwendung  der  harmonischen  Frojecüou  au  diesen  Aufgaben 
zu  erläutern. 

Wenn  aber  andrerseits  z.  B.  für  die  geradlinigen  Aufgaben  dia 
Steiserscho  Lösung  bodcntond  eleganter  erscheint,  so  bedarf  es,  nm 
dahin  zu  gelangen,  eines  allerdings  genialen  aber  immerhin  eignen 
Lehrgebäudes  über  die  Abhängigkeit  geometrischer  Gestalten. 

Dasselbe  gilt  von  den  Göpelscbon  Entnickelungen ,  Grelle  J.  f. 
d.  r.  n.  a.  T/L.  Band  36.  Seite  317  u.  ff.,  wHbreud  Poncelet  zu  imagi- 
nären Vorstellungen  im  Zusammonhaugu  mit  der  Lehre  Ton  den  Kegel- 
schnitten und  Stereo  metrischen  Projectioneu  greift,  dagegen  der  hier 
gewählte  Weg  das  Gebiet  der  elementaren  ebenen  reinen  Geometrie 
nicht  veriäBst  Aber  auch  für  die  Behandlung  der  Kegelschnitte  d&rfte 
der  hier  eingeschlagene  Gang  sich  eignen,  da  jeder  harmonische  Pro- 
jectionsmittelpunkt  als  harmonisches  Bild  eines  Kreises  deuselbea 
Kreis  wieder  liefert,  wenn  als  Projectionsaxe  die  Polare  des  Punktes 
gewählt  wird;  dagegen  die  beliebig  andere  Lage  der  Axe  als  harmo- 
nischo  Bilder  eines  Kreises  die  verschiedenen  Kegflschnltto  ergebt 
und  die  Behaudtung  derjenigen  Aufgaben  gestattet,  welche  in  den 
genannten  Göpelschcn  Unteraachnogeu  enthalten  sind.  Vielleicht  ge- 
währt eine  geschäftsfreiere  spätere  Zeit  eine  nähere  Entwicklung 
dahinreichender  Gedanken. 

Königsberg  im  Winter  1874  zu  1875. 
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Pttki  Ji  poljtiärti  rtjulUrt 


IV. 
Propri^Ms  nonrelles  des  polyfedres  rollen  conrexes. 

Pftr 
George»   Dottor. 


1.  Dun  l'itnde  de  ceg  propri^t^  Doua  ferons  interreiür  le  rayoa 
de  la  tph^  tangento  anx  argt«B  du  polyödre  rotier. 

Soient  O  le  centre  d'uu  polfiidre  regulier  cooYexe,  AB  uoe  Brite 
et  C  te  centre  de  l'ane  des  denx  faces  auz  qnelles  appartient  cett« 
«rete. 

Henona  CI  perpendlcnlaire  sor  I'areto  AB,  pnia  tirons  leg  droite« 
Ol  et  0A\  le  poiot  1  est  a^cesaairemcnt  le  milion  de  I'areto  AB  et 
la  ligne  Ol  est  perpendiculaire  snr  AB. 

GtA»,  foit,  U  est  ivident  qne  la  droito  OC  est  le  rayon  r  de  la 
Sphäre  inscrite  daus  le  poly^dre  regulier,  qne  OA  est  le  ray on  B  de 
U  Sphäre  drconscrito  et  qne  Ol  est  le  ntfOD  de  la  sphöre  tangeote 
anx  arötes.    Nons  ropr^sentetooB  ce  deniier  rayon  par  9. 

Tirons  loa  droites  OB,  CA  et  CB. 

Snppoaons  qoe  cbaqne  face  dn  polyMro  ait  n  cdt6s  et  qne  m 
Boit  le  nombre  des  arStos  qai  aboatissont  ä  chaqne  sommet. 

Par  le  rayon  OA  de  la  sph6re  circonscrito  et  par  cbactme  des 
m  arStes,  tetles  qne  AB,  qui  sont  issaos  de  son  extrcmitä  A,  menons 
an  plan;  ces  m  plans  diviseront  en  n>  parties  ^alea  l'espace  rempIJ 
par  les  qaatre  diödres  droits  qii'on  pont  former  atitonr  dn  rayon  OA ; 

par  consöqnent  chacuno  de  ces  t»  pnrties  est  €gale  k  —        Or     le 
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diödre  COAI,  comprii  entxe  It»  denx  pluu  OAC  et  OAI,  est  U 
moitii  da  l'nne  de  ces  parties;  donc  on  a  le  diMre  COAI  =  -• 
n  est  ävldent  d'aillenrB  qae  l'angle  ACI  =;  ^  —  -• 

CeU  pos^,  projetons  anr  la  &ce  ACO  chacune  des  trois  aatres 
faeea  CIO,  AIO  et  ACI  dn   t^tra^dr«  1AC0\  nons  obtenoDS  l'^gaUt« 

aCO  —  CIO .  CO»  ^  C7+  AJO .  cos  Oj*, 
on 

ACO-^  CIO.  cos  -  +  J7O.C08-- 
atEendu  qne  la  foc«  ^C/  est  perpendicolaire  bot  la  hce  ACO. 
Uais  noDS  avona 

le  triangle    ACO  —  jr.^C 

le  triMgle    CI0  =  ^.CI=  ^.ACaa- 

et  le  triangle    AIO  =  ^.AI  =  \9. AC%ia  -■ 

D  Tient  donc,  es  anbatttaant  et  ea  divisant  par  {AC, 

r  —  r  eo8*-+«im  —  cos  — i 

&isaiit  passei  rcoB*-  dans  le  premicr  membre  et  divisant  par  b1ii-> 
on  troDTe  la  relation. 


qni  existe  entre  le  ra^on  r  de  la  Bpbäre  inscrtte  et  le  rayon 
f  de  la  Sphäre  tangente  anx  arites. 

Appliqnons  cette  formnle  anx  clnq  polyödrea  rägoliera  convexes; 
Dons  obtenons  les  r^snllaU  salTants: 


Tötraödre,  «  =  3,  »»  =  3; 
Hexaödre,  k  —  4,  m  —  3; 
Octaödre,    »  =  3,  m  —  4; 


rBin60»=  pcosfiO";    r-^Z  —  f. 

r8m45'  =  pcoa60*i    ri/2  —  p. 

rBin60"  =  pC0845'>;    rV3  =  f  V2. 
DodAcaödre,  n— 5,  m—3,  rsiDSe»— pcOB60»;  rVlO— 2y6— 2j. 
Icosaödre,  n<=3,  m  =  &;     rsin6O)'=rcos360;     3ri/3— p<yfi+l). 
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2.  Sclntton  entre  le  rujon  R  de  la  S|i1i6re  elrconsertte  et  eelal 
p  de  la  Bphire  Inscrltc.    Le  trianglü  roctaugic  AIO  douue 

05»  —  Ol'+Äi'  —  ö7'+5c»Biu«  -  =  VP+(AO^—'Öc')aia'  -  . 
ou 

ii*  =  p»-f(ff«_r»)siiiä"; 
ou  CD  d^dutt 

Rerapla^aut  rsiu  -  par  sa  valcor  fcos  -  tiräc  de  (I),  oii  obtient 

Ä^cos*—  —  p' — p^cos'—  =  p*sm*  -. 
00  bieD 
(11)  Ä  COB  -  =■  p  siu  - 

Cette  rclation  donne  pour  los  cinq  poly^dres  reguliere  courexes: 
Tetraidro,  Äcosg  =  fsiu  5-,    B='Q-^r- 

Hoxaödro,    Äcobj  —  psin  5-,    ÄV'2  =  ey3. 

Octaödre,     ÄcoBg  =  *ain  j,    li  =  py2 

Dod^caödre,    äcob^  =-  esing-,    2Ä  =  #V3(V5  — 1). 

Icoeafedre,    Bco8^  =  pBiQ",    2B  — pVio— 2y5 

3.  Relation  entre  le  rayen  r  de  la  spht^rc  iiiscrite  et  cclii!  R 
de  1«  sphire  elreonscrll'e.  Si  dous  dWJBOus  menibre  ä  mcmbre  Ipb 
£galtt£B  (II)  et  (I),  DOns  trouvcronB  de  suito  la  rclation  couuijc 

(in)  -  =  taug     lang  -  ^ 

qnt  donnp  ponr  les  polyddres  r^gnliers  coiivexes  les  rappoita  snivantcs: 
T6trafedre,    n  =  3,  m  =- 3;    Ä  —  Sr. 
Hexaddrc,     »  — 4,m<-3;    n  —  r-^Z. 
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Octaödre,     n  =  3,  m  =  4;     Ä  —  rys. 

DodöcaSdre,     »  =  3,  ro  =  3;     Ä{y5+1)  =  rl/Z (10  —  2^6). 

IcOBÄ^dre,     »  =  3,  m  —  5;     Ä(y5  +  1)  =  ry3äÖ"-^2i7 5j. 

On eo  conclut  qne,  si  dem  polytUrcs  cODJngaäs  (llieiaädre 
et  I'octüedre,  oa  le  dod^ca^dre  et  l'icosaMrc)  soiit  inscrits  dans 
nne  meine  aphäre,  ils  seront  anssi  circonscrita  k  ane 
mSine  aphäre,  et  r^ciproquomcnt 

4.  Relation  estrc  les  ntj-oiis  R,  t  tt  g  des  troia  sphirea. 
Fniaons  Ic  prodait  des  dcux  egalitäs  (II)  et  (1),  dous  aorons  la  re- 
lation  remarqnablc 

(IV>  Ärsiu    ^  ■=  e-aio  --. 

qnl,  ^tant  appliqaeo  ans  ciaq  poly^Urea  reguliere  convexes,  doiiaei 
Tetra^drß,    firsiniao"  —  (i'siniao^,  Ur  ^  p*. 
Hexa^dre,    ÄrsinäO"  =  g^siuiao",  2Är  =  pV3. 
Octaödro,    Ärsiniao"  =  e^siuW,  Är^S  ^  2^*. 
Dodecaödre,    Hi-Bm72«  —  e*siQl20o,  ÄrVlO+ayö  =  2pV3. 


Icosafidre,    Ärsinl^O"  =-  e^siu72",  ■Utri/'ä  =  ^VlO+ayö. 

Nous  voyona  par  ces  valeurs  quc: 

Dans  le  t£tra^drß  r6giilier,  le  rayon  de  la  Sphäre 
taiigentc  anx  six  aretcs  est  moyon  proportionncl  cntre 
le  rayon  de  la  aphöre  ioscrite  et  cclui  de  la  spb^re  cir- 
cOQScrite; 

Dana  Thexa^drc  et  l'octa^drc  rdgulinrs,  qui  soat  in- 
scrita  daus  la  m^mo  spli^re,  loa  rayoua  de  deux  spliferes 
tangentea  aux  aretes  sont  cntre  eux  dana   le  rapport  de 

2  ä  ya. 

Dans  le  dodSca^dre  et  t'icosacdre  r^guliers,  qui  sont 
inscrita  dana  la  memo  sph^rc,  les  rayous  des  deax  aphä- 
res  tangentea   aux  aretea  sont  ontro  eux  dans  le  rapport 

do  yio+zys  i  sys 

h.  Relations  particullSree  entre  les  rayons  J!,  r  et  e  ^^  trftls 
spbirea.  Les  valeurs  tronv6eB  aux  u<^  1 ,  2  et  3  pour  cea  rayona 
permettcnt  de  v^rifier  lea  6galit6s  suivantes: 

Hexaidre,    Ä*  =  p'+r*; 
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OcUödre,     ;ä  — ^+ri' 
DodÖct^dre,    B*  =  12#»— 15i-»; 
Icosaödre,    S*  —  4^*— 3r». 

6.  InellnalMB  de  dcnx  tM«B  adjaeentes  du  poljidre  rifnller. 
Noos  d^Bignerons  cette  incllnaison  par  2«;  eile  est  double  de  l'angle 
OIC.    Le  triangle  rectangle  OCI  nons  donne 

OC  —  O/Bin  OIC, 
on 

(1)  r=psin(i; 

mais  par  la  relation  (I)  notu  avons 


donc  il  vient  la  valeiir  connue 

COB- 


Lea  inclinaisonB  motnelles  des  faccs,  d&DS  lea  poI^Mrea  r^galiers 
conveieB,  BOot  ainsi 

T4tra*dre,    sina -- -^,  cob^co  =  yS,  2«  =  70*31'43",6. 

Hoxaidre,     8in(i  =  r^,  co«*ca=  y2,  2«  =  90". 

Octaidre,    sina  =  1/|,  b4c«  —  V3,  2o  =  109"28'  lfi",4. 

Dod^caidre,  aia«  — -7--- .  cot«  =  KVS— 1), 

'  VlO— 2v'6'  ■  '  ' 

2a  =  116"  33'  54",2. 

Icosafidre,  an«  -  ^^,  tang«=HyH-l)*.  2«— 138" II'  22",75. 

7.  Expnsiioii  des  ntjoss  R,  r  tt  f  des  Irois  spfetres  en  ralenr 
de  TarCte  a  et  de  rinellnalsoii  mntnelle  2a  des  fitees.  Le  tnaogle 
rectaDgle  OCI  nons  fonmit  la  TBlenr 

r  —  OC  =  ClUag  OIC  =  C/tang«; 
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et,  oomme  on  «  par  le  triangle  rectaogje  ACI 

CI~  AHüiACI  —  ^cot-, 
il  noiiB  viendra 

(Vn)  2r  -  a cot*  taug o. 

Holliplioiu  cette  ägalitä  membre  &  membre  par  (UI),  noos  anrons 

(TU)  2«-=  atang-tango. 

Enfin  dans  cee  dem  expressiona  rempla^ona  r  et  A  par  lenn 
Talenra  ^ae  fourniasent  (1)  et  (II),  nons  oblieDdrODS 


Ces  ezpresstons  nonfi  permettcnt  do  calcnler  les  Talent«  d«  njam 
des  trois  sphires;  elles  lont: 

T6traÄdre,    i- -  ^<»y6,  p  —  i^»V2,  Ä  —  Jay6. 
Hexaftdre,    r  —  ft,  f  —  \a-]/2,  R  —  ^-/S. 
Octaidre,    r—  >y6,  «  =  io,  R  —  {a-^2. 

DodAcaödre,  r-Jaj/?^=^i^,p=;ffl(V5+l)»,Ä=tay3{V5+l) 
Icoaafedre,  r  =.^y3(y6+I)»,  p-i*(y6-i-l),  Ä-J«yiO+2y5- 

8.  Expresiloiis  direrBes  dn  velnme  d*BB  polyddre  r^KoUcr  com* 
Texe.  Soit  N  le  nombre  des  faces  du  polyödre.  Ghacune  de  ces  faces 
sera  la  base  d'nne  pTramide  r^gnlifere  ayant  bou  sommet  an  centre 
0  da  poly^dre. 

Le  triangle  ABC  est  l'nn  des  n  trian^es  doat  se  compMe  Is 
face  ayant  aon  centre  en  C.    La  anr&ce  de  cette  face  sera  donc 

n.ABC=  ^^S.C/  — ga.|cot-  —ina'cot-. 
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et  commo  la  hgnteur  OC  est  igale  ä  r,  lo  »olame  de  notre  pyramide 
r4gati^  sera 


Nooa  avons  dORc 

(X)  V—  j^Äno*rcot" 

ponr  le  volnme  dn  polyödre  convexe,  de  N  faces  ayant 
cbacnnc  n  cAt^s  ägalfs  it  a  et  se  trouvant  circoascrit  k 
la  Sphäre  de  rayon  r. 

Dans  Gcttc  esprcssion  rempla^ons  acot—  par  sa  valenr  2pco8n 
tir^e  de  (VIII)-,  eile  devicnt 

(XI)  F— gJtfnarpcoso- 
I^es  denx  ägalit^B  (VI)  et  (VIII)  dods  donuont 

4r(C0Ba  -=  a*cot*  — tango, 

de  sortfl  qa'on  a  encore 

(Xn)  ^  "  24  ^""'cot»  "  taug  « 

Dans  cetto  demi^re   fornmle  mettona   jL  la  place  de   rareh>  n 
sncceseivemeDt  lee  valeurg 


2rtaDg- 

cot«, 

2Äcot- 

cot«, 

n 

C08- 

2p— ^ 

cot« 

tir^  des  relations  (VI),  (VIT)  et  (IX);  eile  se  changora  daoR  los 
K—  iÄnr»tailg-COt»n, 
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(XIV)  V  —  iiftiÄ»cot»  -  cot*  -  COt»B, 

(XV)  F=  [J^np^tasg— 8m2QCosa. 

Enfin  nOQB  ponvons  oxprimcr  V  exclusiTemeDt  cd  valeur  äe  Jt, 
T  et  p. 

En  eSet,  pabqne  lea  triangleg  rectanglea  OAI  et  OCI  donnont 
a~-  AB  —  aVÄ»— p»     C/—  Ve^— r*,  U  viendra  encore 

(XVI)  r  =  iNnr  y(if*-»»)(e»-r»). 

9.    AppliquouB  ccs  formules  anx   ciuq  poly6drc3  r^gatiers  con- 
vexes;  noas  obteaoDs  ponr  leors  volutnee  les  expressions  Buivautes: 

T6tra«dre:      V~  ^^a^y/2  =  8rV3 

Hexafidro:        F— o"  —  8r» 

-2eV2  =|fi»y3- 

Octaödres        F~  JaV2  =4rV3 

8  4 

Dodöcaödre:  I'=ggaVl5(l+V'5)*  =  ^rV39Ö=r7iy6 

=  kV15(y5-l)»    -=JßV3(10+2y5). 

IcOBaödre:       K=^o»{l  +  V5)*  =  ^rV3(y&— D* 


-  iäP'työ-l)  -  gÄ»yiO+2V5- 

10.    Sapposons  quo    l'hexa^re  r^galier  et  l'ocla^dre   r^galiera 
Boieot  ingcrita  dans  1a  mSme  Bph^re;  leura  voIumeB  seront  entre  enx 

comme  lea  qaantit^ti   gV3   et    s  on  comme  2  est  ä  yS;  or  dohs 

saTons  (n"  4)  qae  leg  rayons  des  sph^rcs  tangenteg  anx  arStes  de  ces 
dcax  polyMres  sont  daus  Iß  m€mc  rapport.    Donc 

Lorsque   l'hexaödre  et  l'uctaädre  r^gnliers   aont  in- 
scrits  dans  la  m&me  gpbdre  loars  volumea  Eont  entre  enx 
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comme  les  rayons   des  spbäres  tangentes   anx  argtes  de 
ces  deux  pol^ödreB. 

Si  le  dod6ca6dre  et  l'icosaMre  r^gnliers  aont  ansBi  inscrits  dam 
la  mSme  BpMre-,  le  rapport  de  leors  volnmes  sera  6gal  i 

10+2V5 yiO+2V5 

2y3yiO-|-2V6  2y5' 

on  an  rapport  rayons  des  apb^res  tangentes  anx  arStes  (n"  4).  Dodc 

Lorsqoe  le  dod^caödre  et  l'icosa^dre  r4gnIiors  Bont 
inscrlts  dang  la  meme  sph&re,  lenrs  Tolumea  sont  entre 
en.x  comme  les  rayons  des  sphäres  tangentes  ans  aretea 
de  oes  deax  poljödres. 
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Ein  Theorem  ttber  die  eoBforme  Abbildang  der  FUehen 
auf  Ebenen. 


■S.  Hoppe, 


Das  Endziel  des  g^eDw&rtdgen  An&atzes  ist  folgendes  Ei^bnÜB: 

Kann  man  anf  einer  reellen  Fl&che  eine  stetige  Schar 
imagin&rer  Linien  analytisch  darstellen,  deren  Bogen- 
element  constant  nnll  ist,  so  ist  die  Aufgabe  der  confor- 
mes  Abbildung  eben  dieaer  FUehe  anf  der  Ebene  geldst 

Seien  «,  v  die  rechtwinkligen  Coordinaten  dea  Punkts  anf  der 
Ebene,  in  welchem  der  Funkt  mit  den  rechtwinkligen  Coordinaten 
X,  y,  E  nach  Aehnlichkeit  der  Fl&dkenelemente  abgebildet  werden  soll. 
Der  Ort  des  Punktes  {xj/x)  braucht  allein  durch  die  Relation 

p5x+qBy-^rdE  —  0  (1) 

bestimmt  zn  sein,  wo  p,  g,  r  die  Bichtungscosinns  seiner  Normale 
bezeichnen  nnd  als  Functionen  zweier  der  3  Grossen  x,  y,  >  gegeben 
Bind.  Die  Aufgabe  der  Abbildung  besteht  darin,  x,  y,  ■  als  Func- 
tionen von  u,  V  darzustellen,  welche  den  2  Gleichnngen 

e»  a»   3»  Sy    fti  a. 

genügen.  Erstere  drflckt  aus,  dass  Jas  Element  der  gegebenen  Fl&che, 
welche«  in  dem  rechteckigen  Elemente  duhv  abgebildet  wird,  selbst 
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rechtwinklig  ist;  dio  lotztere,  dass   die  austossenden  Seiten  beider 
Rechtecke  io  Proportion  stehen. 

Eliminirou  wir  znerat  dz  mittelst  der  Ot.  (1);  dann  lauten  di« 
Bcdingungsgleichnngen  (ü)  (3): 

and  lasacn  sich  folgeiidermasacn  ordnen: 

i<''+"8»+«3»l  8. +  )"«<&  +  .'' +"0.18,-" 

i''''+''a.  +  M8»i8»+l"8«.+  '''+''8«)8.- 

)/  ._L  i>'"'j_     8!,)8.      1     8',,,,    „8»18»  ,., 

('l'+'''8i,+W8il8„  +  i"S  +  '«+''a,U;  '*' 

Die  eretere  lilsst  sieb  zerlegen  in 

"'87,-M8u  +  '»  +"b» 

>  (5) 

woraus,  QDigekohrt  entwickelt : 

}  (G) 

VcrmOgo  dieser  Gleichungen,  and  zwar  durch  Sobgtitution  ihrer  linken 
Seiten  fUr  die  rechten,  geht  Gl.  (4)  über  in 

oder  wenn  tdudv  das  Flächenelemont  ausdrückt,  in 
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folglich  ist 

™  =  ±r 

Setzt  man  dicsuD  Wert  in  die  61.  (5)  (6),  multiplicirt  sie  der  Reihe 
nach  mit 

—i,    i,    1,-1 

Bo  giebt  die  Samme  der  ersten  und  dritten: 

<«+'--)(-s-s)=<''+ 


.•S-Su,..-t,.,r|_.-^) 


dio  Snmme  der  zweiten  nnd  vierten: 

Beide  Gleichungen  sind  identisch. 

Betrachtet  mau  u,  v  jetzt  als  Functionen -von  x,  y,  so  bat  man 
folgen do  Relationen  zwischen  den  alton  nnd  neuen  Differential- 
quotienten : 

du  du   8^   So      ^        dx        Sj/   8x 
nnd  61.  (7)  geht  Aber  in 

Ist  nun 

/(«,  y)  =  const  (9) 

das  Integral  der  Gleichung 

{pg±ir)3«  +  (g»+r»)9j  =  0  (10) 

SO  ist  die  allgemeinste  Anflösnng  der  Gl.  (8) 

u+w^Finx,!,))  (11) 

Vermiß  61.  (1)  lässt  sich  61.  (10)  auch  achreiben: 

±ir3x  =' r(_qd»—rdy)     oder 

Ausserdem  ist 

— pSx  =  g3j/-f-r0i 

Die  Summe  der  Quadrate  beider  61eichungen  giebt: 

(p»-l)&»-(a»+r»j(V+0«') 
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Bnd  udi  Dinsioii  durch  1 — p*  —  ^-\'r*: 

aE»+v+3^-o  (12) 

Die  Dednctioit  dieser  Gltichnng  Hast  sich  midcelireii,  d.  h.  wenn  m 
nebst  61.  (1)  erfOUt  ist,  so  folgen  snccesnTe  die  Torhergehenden, 
endlich  GL  (2)  (3).  Ist  kUo  auf  der  FUche  eine  imaginftre  Ciirve 
bekannt,  welche  der  Gl.  (12)  genOgt,  nnd  die  ttberdies  von  einen 
stetig  Terftnderllchen  PsnuDeter  abhftngt,  so  befriedigen  s,  y  aftcb 
E!tiinination  von  >  mittelst  der  FUchengleichnng  nach  die  Gl.  (9). 
Lflst  man  dann  die  tos  «  freie  Gleichung  der  Cnrre  nach  dem  Fsra- 
meter  anf,  so  ist  dessen  Aasdmclt  in  z,  y  die  Fuction/,  und  6t. 
(11)  bestimmt  die  Abbildung. 

Das  einfachste  Beispiel  einer  mit  einem  Parameter  vartiirendcn 
Linie,  deren  Element  nnll,  ist  die  Gerade 

CT  — 1  _  ^+1  _  »+1 

<^_1— e^  +  1"     2 

Sie  erzengt  bei  variirendem  c  die  Kugelfläche 

wie  leicht  erhellt,  wenn  man  ihre  2  Gleichungen  in  der  Form  schrdbt; 

^+.y-c(l+.);       x-iy-^~  (13) 

nnd  mit  einander  multiplictrt 

Um  nun  hieraus  die  ronforme  Abbildung  der  Kngeifikdie  anf  der 
Ebene  abznldlen,  brancht  man  nur  eine  der  Gl.  (13)  niu^h  e  an&olösea, 
woraoB; 

1+'-" 
and  erh&lt  gemftsa  Gl.  (9) 


/(*.  y)  - 


14-. 


Dies  giebt  nadi  (11)  die  Abbildungsrelation: 

welche  für  F{x)  —  x  unter  dem  Namen  „stereographische  ProjectioL" 
bekannt  ist 

Als  ein  zweites  Beispiel  möge  die  Gurre 
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dienen,  deren  Bogeuelement  null  ist    Sie  erzeugt  die  Kegetfläche 

Setzt  man  eine  Function  von  u-f-w',  i.  B.  {u-\-iv)i,  fOr  e,  so  ertUUt 
man  als  Abbildsugsrelation : 

In  beiden  Beispielen,  wetehe  aas  bekannten  Abbildangen  ent- 
nommen waren,  war  es  leicht  nach  Aufstetlnng  der  Erzengenden  die 
reelle  Fl&clie  za  finden,  der  sie  angehört  Wollte  man  einen  gleichen 
Weg  in  weiterm  umfange  einschlagen,  d.  h.  erst  eine  Cnrve  soeben, 
deren  Bogonelement  null  ist,  dann  eine  von  ihr  erzengte  Fläche  als 
reell  bestimmen,  nm  achliesslich  deren  Abbildung  auf  der  Ebene  nach 
dem  vorstehenden  Salze  zn  erhalten,  so  vQrde  sich  zeigen,  dass  sich 
die  LOsnng  der  ersten  Anfgahe  sofort  in  voller  Allgemeinheit  darbietet, 
die  Haoptschwierigkeit  dagegen  in  der  zweiten  liegt    Ans 

ar»+0y»+S2'  =  0 
ergiebt  sich  nfimtich: 

^-  S(ic+^).3(«— ^) Ba» 

eine  Gteichnug,  die  man  in  folgende  drei  zerlegen  bann: 

3  (*+»y)  —  dv 
d{x—  iy)  —  — tt'Se 


Um  sie  zn  intc^priren  hat  man  zu  unterscheiden,  jenacbdem  w  constant 
ist  oder  nicht    Im  ersten  Fall  erhält  man: 

B — ijf  —  a  —  «*» 

wo  a,  b,  e  beliebige  complexe  Constanten  sind,  und  die  erste  Glei- 
chnng,  die  nur  v  definirt,  keine  Constante  zn  haben  braucht. 

Ist  u  variabel,  so  kann  man  ^^  mr  «  setzen;  dann  kommt: 
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.-iy  =  «-2.+  2„g;;-«>g^,  (15) 

=  ft  — *'^4-u—  I 

Hierin  ist  o  willkürliche  Fuuctiou  vod  u.  Denkt  man  fOr  v  alle 
inÖglicbeD  Functionen  gesetzt,  so  druckt  das  System  (15)  alle  Gorven 
von  der  verlaugteu  Eigenschaft  aus,  während  es  die  vom  System  (14) 
dai^estellten  Geraden  uiclit  ia  sich  begreift. 
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VL 

Heber  die  Bolle  der  Erfahmng  In  den  exaetea 

WlBseiiMlufieB. 


M.  J.  Hoüel, 

ProfcuoT  der  Huhematik  in  B(Hde*ax. 


Aas  in  Zit>Tj  Jalaotj  Csfkjol 


Mit  BewilUgaog  des  Terfsssen  obersetzt 
Dr.  Pellx  Malier. 


<7«t  du«  M  ■«»  »oiMll  (l'AnhiT  tm  XtUM^k)  ia*k 

parm .  U  j  a  doaifl  aas  la  praaiiar  tranll  ^na  j^ala  falt  lar  <i* 
■njat.  at  qni  ctntault  1*  garmi  dei  Id^aa  qaa  J'al  dapsia  diT*- 
l*pp«M  at  4eUrE<M.  (Irfittea  da  H.  J.  Eaftal.) 

Die  Mehrzahl  der  Erscheinungen,  welche  wir  mit  nnseni  Augen 
wahrnehmen,  ist  einer  ezacten  Bostirantung  nicht  Jähig;-  and  wenn 
sieb  diese  £Irsdieinnngen  wiederholen,  so  haben  wir  kein  Mittsl,  ans 
ihrer  TolUtommenen  Identität  zq  vcTgcwisgem.  Doch  gibt  ea  einige, 
—  und  dies  sind  natürlich  die  ciu^hsten,  —  deren  BcslJminnng  mit 
hinreichender  Aun&herung  and  Sicherheit  möglich  ist,  so  dass  die 
Ungewissheit,  welche  wir  bestehen' lassen,  fOr  uns  ohne  Nachteil  ist 

Ist  rane  exacte  Tergleichnng  m<)glicli,  so  kOnnen  wir  znm  Stn- 
diom  der  Gesetze  fQr  die  Beziehung  einer  Erscheinung  zn  einer 
anderen  schroten;  und  sind  diese  Gesetze  einfach  genug,  so  dass  es 
DU  gelingt,  sie  zn  eiiceuncn,  so  bildet  ihre  Gesamiotheit  den  Gegen- 
stand  waer  ezacten  Wissenschaft 
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Der  Ban  einer  solchen  Wisaenacbaft  setzt  tich  im  WeseotUchen 
aas  zwei  getrennten  Teilen  zusammen:  der  eine,  welcher  auf  der 
Beobachtung  und  der  Erfahrang  beruht,  besteht  darin,  Tataachen  zn 
sammeln  und  daraus  dnrch  Induction  die  Gesetze  and  die  Principien 
ZD  gewinnen,  welche  der  Wissenschaft  als  Gmudlage  dienen  sollen; 
der  andere  Teil,  der  nur  ein  Zweig  der  allgemeinen  Logik  ist,  be- 
schäftigt sich  damit,  diese  Gnindprincipien  mit  einander  zu  combiniren, 
um  daraus  die  Darstellung  der  beobachteten  Tatsachen  zu  Kewinnen 
tind  flberdies  neue  Tatsachen  vorherzusagen. 

Die  Beobachtung  der  Tatsachen  kann,  im  Allgemeinen,  nicht  mit 
strmger  Sicherheit  statthaben,  und  ist  niemals  eine  vollständige. 
Nichts  kann  uns  also  a  priori  die  üeberzeugnng  gew&hren,  dass  die 
Gesetze,  welche  die  Induction  lieferte,  alle  wahr,  noch  dass  sie  alle 
hinreichend  sein  werden. 

H&n  wird  ihre  Unrichtigkeit  erkennen,  wenn  sie  durch  logisches 
Verfahren  miteinander  verbunden,  auf  widersprechende  Folgerungen 
fahren,  oder  wenn  die  neuen  Tatsachen,  welche  sie  vorhersehen 
lassen,  in  Widerspruch  mit  der  objecüven  Wirklichkeit  stehen. 

Andrerseits  kann  es  geschehen,  dass  die  angenommenen  Gesetze 
nicht  alle  verschieden  und  anabhängig  voneinander  sind,  und  dass 
einige  derselben  einen  Teil  der  Folgerungen  ausmachen,  welche  man 
durch  CombinatioQ  der  andern  gewinnen  kann. 

So  sieht  man,  welche  Bolle  bei  der  BegrUndni^  der  Principien 
denjenigen  Teile  der  Wissenschaft  zukommt,  der  sich  nnr  mit  der 
Combination  der  Principien  beschäftigt,  ganz  abgesehen  von  ihrem 
eiperimentellen  Ursprung  und  von  den  Beziehungen,  welche  ihre 
Folgerungen  zu  den  wirklichen  Tatsachen  haben.  Dieser  Teil  der 
Wissenschaft  hat  festzustellen :  erstens,  oh  die  Principien  nntereinander 
verträglich  sind,  und  dann,  ob  sie  nicht  anf  eine  geringere  Anzahl 
zarOckgeftthrt  werden  könneu.  Eine  Wi^enschaft,  welche  auf  Prin- 
cipien gegründet  ist,  die  diesen  Bedingungen  genügen,  ist  ahsolat 
wahr,  vom  rationellen  und  vom  abstracten  Gesichtspunkt  ans,  selbst 
wenn  sie  sich  mit  den  wirklichen  Tatsachen,  welche  sie  darzustellen 
bestimmt  war,  nicht  in  Uebereiustimmung  befinden  sollte.  In  diesem 
Falle  muss  man  sich  an  den  experimentellen  und  indnctiven  Teil 
halten  nnd  die  fnndamentalen  Hypothesen  ändern.  Der  rein  logische 
Teil  ist,  obwohl  ananwendbar  geworden,  doch  unanfechtbar. 

Dieser  logische  Teil  der  oxacten  Wissenscha^n  macht  das  ans, 
was  man  Mathematik  im  eigentlichen  Sinne  des  Wortes  nennt 
Die  Matliematik  zerf&Ut  ihrerseits  wieder  in  die  reine  Mathematik, 
welche  die  logischen  Theorien  enthält,  die  anf  das  Stadium  aller 
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ClosBen  TOn  Tataacheit  ohne  Unterschied  anwendbar  sind,  and  in  die 
angewandte  Hathematik,  welche  von  der  Anwendung  dieser 
allgemeinen  Theorien  auf  beaondere  Glassen  Ton  Tatsachen  und  von 
den  besonderen  Uethoden  handelt ,  welche  sich  am  besten  fOr  Jede 
dieser  Classen  eignen. 


H&n  nennt  ein  Verfahreo,  welches  eine  Erscheinung  in  eine 
andre  überfahrt,  eine  Operation,  so  dass  also  eiuer  Fo^e  von 
Erscheinongen  eine  Combination  (Verknttpfnng)  *)  von  Operationen 
entspricht. 

Um  die  Logik  aaf  die  Combination  der  Operationen  anwenden 
ZD  können,  ist  es  keineswegs  nOtig,  die  Realität  der  Operationen  nnd 
die  Art  und  Weise,  wie  sie  sich  vollziehen,  za  kennen.  Es  genOgt, 
gewisse  abstracto  Eigenschaften  dieser  Operationen  festgestellt  zn 
haben,  die  man  combinatoriscbe  Eigenschaften  nennen 
konnte**).  Man  kann  eine  abstracto  Theorie  der  Operationen  aus- 
bilden, welche  einzig  auf  die  Betrachtung  dieser  Eigenschaften  ge- 
grOndet  ist.  Eine  solche  Theorie  würde  die  gewöhnliche  Algebra 
als  besonderen  Fall  umfassen***). 

Da  die  Zahl  das  Gesetz  ist,  nach  dem  eine  OrOsse  durch  Addition 
aas  gleichen  Einheiten  gebildet  wird,  so  ist  die  Arithmetik  nichts 
Anderes  als  die  abstracte  Theorie  der  Combination  derartiger  Ope- 
rationen. 

Die  Operationen  kOnnen  einfache  sein,  wie  es  die  Grundopera- 


*)  S.  E.  SehrOder,  LehrbDch  dir  Arithmetik  und  Algebra,  Leiptig  1873, 
I,  ISO.     D.  Ü. 

**)  nm  ein  Belipiel  in  geben,  »o  bcrnhc  die  Theorie  der  algebraiichen 
Multipllotlon  gnnx  and  gnr  nof  den  Eigcnsc^hnfien ,  wclrhe  dnrch  folgend« 
GIcicbnnKen  aaggedrOckt  werden: 

lo.     Für  a  =  a',  i  —  fr'  ist  a.b  =  a'.b'  (BindonKgkelt) ; 
S°.     (a-|-b)e  =  a.c-|-b.e  (Distrihntire  Eigenschaft); 
S".     a.b  ^  b.a  (ConmntatiTO  Rigenschaft) ; 
*'.     (a.i}.c  =  a.(b.e)  (AwoeiaÜTe  EigeniL-haK) ; 
S".    oXi>  =  Oi 
8".     aXi=«. 
(Ueber  die  ElementarroranwetsDUgen ,  am  denen   ilch   alle  Fnndamentsl- 
geicMe  dar  Operation iv er ksBpfnng  folgern  laiaen,  liebe  SchrMer,  L  c.  p.  S3G. 
D.  0.) 

***)  TgL  E.  Schröder,  üeber  die  forniaten  Element«  der  abiolnten  Algebra, 
I1S7*.    D.  Ü. 
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tionen  der  Algebra  sind)  sie  besitzen  dann  dDfacbe  Eigenschaften, 
nod  die  Theorie  ihrer  Combination  kann  eine  growe  Entwickelong 
erfahren.  AndrereeitB  kOonen  die  Operationen  znsammeDgesetiterer 
Katur  sein:  derart  sind  die  geometriachen  Constroctionen,  deren  Com- 
bination meistenB  nach  speciellen  Gesetzen  fQr  jeden  besonderen  Fall 
vor  sich  geht,  ohne  dass  man  sie  allgemeinen  Verfafamngaarten  unter- 
werfen kann. 

Die  zusammengesetzten  Operationen  lassen  sich  im  Allgemeinen 
auf  ein&che  znrackfahren.  Diese  Zerlegung  der  Operationen  in  ihre 
Elemente  ist  es,  welche  die  sogen,  analytischen  Theorien  (die 
analytische  Geometrie,  die  analytische  Mechanik,  etc.)  kennceichnet 
Synthetische  Theorien  dagegen  nennt  man  solche,  auf  die  man 
unmittelbar  die  zusammengesetzten  Operationen  anwenden  kann. 

Der  wesentliche  Unterschied  zwischen  den  analytischen  und  dui 
synthetischen  Theorien  besteht  also  darin,  dass  die  Operationen  in 
den  ersteren  elnhche  Eigenschaften  haben,  welche  an  die  Stelle  meh- 
rerer combinirter  Operationen  allgemeine  Verfahrungsarten  zn  setzen 
gestatten,  nnd  welche  gesctzmässig  zusammenhängende  nnd  directe 
Metboden  für  die  LOsung  der  Probleme  liefern.  In  den  synthetischen 
Theorien  dagegen  verbietet  die  Verwickelung  nnd  die  grössere  Ver- 
schiedenheit der  Operationen  die  Bildung  einfacher  Regeln  fOr  Ihre 
Anwendung,  nnd  die  Lösung  ist,  obwohl  sie  weniger  Zwischenglieder 
erf<Htlert,  gewöhnlich  das  Reanllat  eines  Umhortappens,  das  Uebung 
abkürzen  kann,  weit  mehr  als  allgemeine  Metboden. 


lU. 

Die  Grössen  (Qnanta)*)  lassra  sich  einteilen  in  discrete 
oder  numerische  und  in  concrete  oder  stetige  Grössen. 

Die  discreten  Grössen  lassen  sich  zasammensetzea  ans  Elfr- 
mentcu,  welche  als  identisch  angesehen  werden  in  Bezug  anf  die- 
jenige Eigenschaft,  nach  der  die  Gattung  der  Einheit,  welche  zu- 
gleich die  Gattung  der  Gtöbbo  ist,  benannt  wird.  Die  discrete  Grösse 
wird  gebildet  durch  Wiederholung  oder  Vervielfältigung  der 
Einheit  Das  Gesetz,  nach  dem  diese  Operation  vor  sich  geht,  hciast 
eine  Zahl.  Eine  discrete  Grösse  ist  vollkommen  bekannt,  wenn  ihre 
Gattung  nnd  ihre  Zahl  gegeben  sind. 


*)  Beilimmu,  durch  ein  Merkm*l  oder  dordi  eine  QrcnK  antenchMeiw 
T«Ue  «iner  HanDiglütigkcit,  Kiemans.  U«b«r  die  HTpotbetcn,  w«Ieh«  der  6«o- 
Menie  tn  Gratidg  liegen,  p.  3.     D.  Ü. 
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Die  mathem&tiBclie  Theorie  der  ditcreten  OrOasoa  beBch&ftigt 
sich  nur  mit  den  Zahlea,  durch  welche  sie  dargestellt  werden,  ohne 
Rackucht  Bat  ihre  Oattung.  Da  die  Zahlen  mit  Tollkommener  Ge- 
nauigkeit definirt  und  nntereinander  verglichen  werden  kOnnen,  so 
bietet  sich  ihre  Theorie  unmittelbar  mit  aller  Strenge  dar,  und  die 
Arithmetik  der  ganzen  Zahlen  bildet  den  einfachsten  Zweig  der  reinen 
Uathematik. 

"Wir  vollen  es  hier  nicht  antomehmen  zn  prflfen,  welchen  AntflQ 
die  ET&hmng  an  der  Aasbildung  der  Arithmetik,  der  elementaren 
wie  der  höheren,  bat  Wir  wollen  hier  nnr  bemerken,  dass,  wenn 
■nch  die  Erhbmng,  —  d.  h.  die  Frttfiuig  der  ans  einzelnen  Beispielen 
dorch  Rechnung  erhaltenen  Resultate,  ~  h&afig  ein  mächtiges  Halft- 
mittel  fSr  die  iudnctive  Untersuchung  der  verborgensten  Eigenschaften 
der  Zahlen  gewesen  ist,  sie  dennoch,  Als  Basis  der  Principieo  und 
der  Beweise,  eine  sehr  eingescbrftnkte  Rolle  spielt,  wenn  sie  Qber^ 
haopt  sich  hier  ii^odwie  einmischt*). 

Die  concreten  GrOssen  werden  durch  einen  stetigen  Uebei^ang 
von  der  einen  zur  andern  (durch  Addition]  gebildet  Sie  werden  so 
angesehen,  als  bcsSssen  sie  von  Natur  in  allen  ihren  Teilen  dieselben 
E^enschaften,  n&mlich  die,  wcldio  ihre  Benennung  ausdruckt 

Ditgenigen  concreten  Grössen,  welche  sich  nnseror  siiuilichen 
Wahmehmnug  darbieten,  können  nicht  mit  vollkommener  Genauigkeit 
beetimtnt  and  mit  einander  verglichen  worden,  wie  die  discreten 
Grössen  es  konnten;  und  dieses  liegt  teils  an  der  Unbestimmtheit 
ihrer  Grenzen,  teils  an  der  ünvollkommenheit  unserer  Sinne  nnd 
unserer  Beobachtungsniittel.  Man  kann  sie  also  nicht  dircct  einer 
mathematischen  Theorie  nnterwcrfcn,  und  ist  gezwungen,  ihr  Stadium 
durch  das  idealer  Grössen  zn  ersetzen.  Letztere  werden  durch  die- 
jenigen Eigenscha^n  definirt,  deren  Existenz  in  den  materiellen  Ob- 
jecten  annfthernd  festzastcltcn  unsere  mehr  oder  weniger  groben 
Beobachtnngsmittel  gestatten. 

So  mnss  dem  Studium  der  Auadcbuuug  der  reellen  Körper,  deren 
Gestalt  weder  voUstftndig  bestimmt  noch  rollatändig  beobacht^-t  werden 
kann,  ein  abstractes  Stadium  idealer  Körper  vorlicrgohcu,  idealer  Ge- 
bilde, welche  mit  Hülfe  eines  vollkommen  exacten  Massverfahrens 
streng  bestimmt  sind.  Dieses  letztere  Studium  wird  von  selbst  zurOck- 
gefnbrt  auf  dos  Stndium  solcher  Figuren,  denen  eine  oder  zwei  ihrer 
Dimensionen  genommen  sind,  nud  Bchliesalich  auf  die  Betrachtung 
eines  Punktes,  der  jeder  Aasdehnnng  haar  ist 

*)  Mkn  Torglrich«,  wu  BchrBdcT  Sber  den~ Anteil  dtt  Erfnhrnng  in  der 
AubildoDg  der  Arithmgtik  Mgt,  1.  c  p.  TS,  99,  111  n.  113.     D.  Ü. 
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In  fthnlichcr  Weise  dient  der  WiBsenschaft  der  physikaliscfaeit 
Bcwcgntig  ftls  Gniadlage,  oder  wenn  niau  will  als  GmDdriss,  die  ab- 
stracto Mechanili,  welche  den  Hypotheseii  der  Geometrie  gewisse 
andere  hinzafügt,  die  mehr  oder  weniger  direct  dnrch  die  Erbhrnng 
veranlasst  sind.  So  operiit  sie  mit  geometrifichcu  KOrpern,  indem  sie 
den  Eigenschaften  dersolben  die  Idee  der  Masso  hinzufügt,  und  die 
Körper  den  Ursachen  der  Bewegung  unterwirft,  die  man  Krlfte 
nennt;  nnd  diese  Kräfte  werden  durch  die  Wirkung  dotinirt,  welche 
sie  vermöge  der  zugestandenen  Gesetze  ausüben  oder  auBznaben  streben. 
Don  verschiedenen  Zweigen  der  Physik  der  reollen  Körper  cntsjH^chen 
besondere  Zweige  der  abstracten  Mechanik,  welche  sich  auf  neoc 
Ilypotheson  sttitzen,  die  man  so  wählt,  dass  eine  Behandlung  nach 
matbematischon  Methoden  ermöglicht  wird,  und  dass  man  daraus 
Resnltato  herleiten  kann,  welche  den  darzustellenden  Erscheinungen 
mö^ichst  nahe  kommen. 

Es  tat  fur  diese  rationellen  nnd  abstracten  Wissenschaften  von 
wesentlicher  Bedentang,  dass  man  die  Hypothesen,  an  und  fOr  sich, 
—  welche  a  priori  wesentlich  willkflrlicb  gcw&blt  werden  können  und 
nur  der  Bedingung  unterworfen  sind,  sich  einander  nicht  za  wider- 
sprechen, —  nnterscheidet  von  dem  Werte  der  Hypothesen,  unter 
dem  Gesichtspunkte  ihrer  Anwendungen.  Jede  abstracte  Wissenschaft^ 
welche  auf  widerspruchslose  Hypothesen  gegründet  nnd  in  Uebcrein- 
Stimmung  mit  den  Regeln  der  Logik  entwickelt  ist,  ist  in  sich  ab- 
solut wahr.  Aber  sie  kann  sehr  wohl  keine  Beziehung  zn  den 
natltrlichcn  Erscheinungen  haben  nnd  sich  als  falsch  erweisen,  wenn 
man  sie  nnt«r  dem  Gesichtspunkte  ihrer  physikalischen  Wahrheit  prüft 
Dieses  wird  eintreten,  wenn  die  Hypothesen  irrtümlich  oder  unvoll- 
ständig gew&blt  worden  sind,  sei  es  in  Folge  einer  Induction,  die  aaf 
zu  ungenaue  oder  zu  beschränkt«  Beobachtungen  gegründet  wurde, 
sei  es  in  Folge  unerlaubter  Vereinfachungen,  die  man  gemacht  hat, 
um  die  matbomatische  Behandlung  der  Erscheinungen  zu  erleichtem. 

Wir  wollen  nns  nicht  länger  bei  diesen  allgemeinen  Betrach- 
tungen aufhalten  nnd  uns  darauf  beschrllnken ,  deren  Anwendungen 
anf  die  einfachste  der  physikalischen  Wissenschaften :  auf  das  Studiom 
der  Körper  hinsichtlich  der  Ausdehnung,  d.  h.  anf  die  Geometrie 
zu  entwickeln. 

IV. 
Hinsichtlich  der  Ausdehnung  unterscheidet  sich  ein  Körper  vom 
andern  nur  durch  seine  Grenzen.  Das  Studium  der  Ausdehnung  wird 
sich  also  ausschliesslich  anf  die  Grenzen  der  Körper  richten  mllssen. 
Zwei  Körper,  welche  dieselben  Grenzen  haben,  sind,  vom  geometn- 
scben  Gesichtspunkt  ans,  identisch. 
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Ebenso  wie  man  die  Form  einee  materiellen  Efirpers  erkeiiDen 
wOrde,  wenn  man  die  HUUe,-die  ilin  nmlasat,  da\'on  losmachen  könnte, 
ohne  ihn  umzugestalten,  ao  wird  man  deu  idealen  Körper  als  von 
einer  HttUo  ohne  Dicke  umgeben  und  die  Materie  dca  EOrpere  von 
dieser  Hflilo  losgelöst  oder  aU  nicht  vorhanden  annehmen.  Diese 
Hülle  oder  Oberfläche  ist  es,  welche,  im  eigentlichen  Sinne  des 
Wortes,  den  geomotrischen  EOrper  bildet.  Aehulich  wird  das  Sta- 
dium eines  Bestandteils  der  Oberfläche  sich  zurückführen  lassen  anf 
das  Stadium  der  Qrenzen  ihrer  Teile,  oder  der  Linien,  und  das 
Studium  der  Linien  auf  das  ihrer  Grenzen,  d.  h.  der  Punkte. 

Die  Geometrie  ist  vor  Allem  auf  die  Hypothese  von  der  Existenz 
eines  unbeweglichen  und  unbegrenzten  Raumes  gegrttudet,  in  welchem 
mau  einen  Ort,  den  ein  Körper  in  einem  gegebenen  Zeitmoment  ein- 
nimmt, oindentig  bcBtinunen  kann,  und  in  welchem  die  geometrischen 
Körper  sich  fortbewegen  lassen,  ohne  irgend  eine  von  den  Eigen- 
schaften, welche  dem  physikalischen  Begriffe  der  Festigkeit  entspre- 
chen, zu  verlieren.  Man  nimmt  an,  dass  zwei  feste  Körper,  welche, 
ein  jeder  für  sich,  mit  einem  dritten  zusammenfallen  können,  auch 
miteinander  zosammonfallen  können,  in  welchen  Teil  des  Raumes  man 
auch  den  ^nen  oder  den  andern  versetzt. 

Die  Eigenschaft  der  UnTeränderticbkeit  der  Figuren,  welche 
wir  zum  Anfangspunkt  genommen  haben,  kann,  ebenso  wenig  wie  die 
der  Unbeweglichkeit  des  Raumes,  eiue  strenge  Definition  zulassen. 
Wir  können,  in  der  Tat,  nur  relative  Aenderungen  der  Figur  und 
rdative  Fortbewegungen  wahrnehmen.  Alles  was  wir  in  Bezug  auf 
die  absolute  Identität  eines  Ortes  und  einer  Form  behaupten,  ist 
einüg  auf  die  Identität  unserer  sinnlichen  Wahrnehmni^en  gcgrDndet 
Die  Hypothese  von  der  Unvoränderlichkeit  der  Figur  kann  folglich 
nicht  auf  Eriahmngen  beruhen,  die  uns  befähigen,  der  Wirklichkeit 
unendlich  nahe  zu  kommen,  und  die  eine  objective  Gewissbett  bieten. 
Wir  nehmen  diese  Hypothese  an,  weil  sie  uns  mit  unsem  physiolt^- 
Bcheu  Eindrackco  übereinstimmend  erscheint,  und  weil  sie  auf  die 
einfachste  Weise  die  Erscheinungen  erklärt,  welcbe  auf  unsre  Sinne 
einwirken. 

Diese  Hypothese  brauchtnicht  von  vom  herein  iu  ihrem  vollen  Um- 
fang angenommen  zn  werden,  und  das  Studium  der  Geometrie  zeigt, 
dass  ihr  voller  Inbegriff  sich  als  eine  Folge  aus  gewissen  passend 
gewählten  blonderen  Fällen  ergibt. 

Wird  der  Begriff  der  Unverftuderlichkeit  der  Form  zugestanden, 
so  gibt  uns  die  £lrfahrnng  selbst  den  Begriff  der  Möglichkeit  der  Ver- 
schiebung eines  unveränderlichen  Körpers  im  Räume,  wie  wir  ihn 
kenneu,  an  die  Hand;  ebenso  wie  eine  ebene  oder  sphärische  Figur 
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in  der  Ebene,  reap.  anf  der  Kugel  verachoben  werden  kann  ohne  ihre 
Form  zu  ändern.  Aber  es  waro  nicht  unsinnig,  a  priori  die  Eiistens 
eines  SaumeB  anzunehmen,  in  welchem  diese  Verschiebung  ohne  eine 
mehr  oder  minder  bedeutende  Umgestaltnug  unmöglich  w&re,  geradeso 
wie  eB  mit  einer  Figur  der  Fall  ist,  die  anf  einem  Kegel  oder  auf 
einem  EUipsoid  getoichnet  ist 

Ein  anderer  wesentlich  experimentL'ller  Begriff  ist  die  Unter- 
schoidong  zwischen  rechts  und  links,  ohne  welche  es  unmöglich  wäre, 
unabhängig  von  einander  die  eino  oder  die  andere  der  beiden  Drebaa- 
gcn  zn  hestimmen,  wckhe  in  Gntifegengesetztem  Sinne  um  eine  feste 
Äxe  möglich  sind.  Dieser  Begriff  lässt  stoh  nur  durch  Bezugnahme 
auf  nnsem  eignen  KOrpcr  klar  angeben. 

Femer  lehrt  uns  die  Erfahrung,  dasa  ein  materieller  Körper,  der 
nnr  in  einem  einzigen  seiner  Punkte  befestigt  ist,  unendlich  viele  ver- 
schiedene Stellungen  annehmen  kann. 

Dasselbe  gilt  auch  fOr  einen  KOrpor,  der  in  zwei  Punkten  fest 
ist;  nnr  ist  die  Freiheit  der  Bewcgnng  in  diesem  Falle  eine  be- 
schränktere. 

Femer  lässt  sich  festst(.lleu,  dass  wenn  ein  Körper  nm  zwei  seiner 
Punkte  rotirt,  es  ansaor  diesen  beiden  Punklou  noch  eine  stelle  Folge 
anderer,  der  Zahl  nach  unendlich  vieler  Punlitc  gibt,  welche  wäbrcnd 
der  Bewegung  dog  Körpers  unbeweglich  bleiben.  Diese  Folge  von 
Punkten  dehnt  sich  nicht  uur  von  dem  einen  festen  Poiikt  zum  an- 
dern aus,  sondern  auch  noch  darttber  liinaus,  in  zwei  verschiedenen 
RiclituDgcn,  nie  weit  der  Kftrper  auch  ausgedehnt  sei.  Sie  bildet  eiue 
Linie,  welche  sich  nach  beiden  Seiten  io's  L'nendlicho  erstreckt,  and 
gerade  Linie  beisst  Denken  wir  uns  die  gerade  Dnie  auf  diese 
Weise  cntstaudoii,  so  folgt,  dasa  zwei  gerade  Linien,  welche  zwei 
Punkte  gemein  haben,  lAngs  ihrer  ganzen  Ansdehunng  zusammenfallen. 
Mit  andern  Worten:  durch  zwei  gegebene  Paukte  kann  man  immer 
nur  eine  einzige  gerade  Linie  ziehen  *}. 

Fixirt  man  endlich  drei  Punkte  eines  Körpers,  so  hOrt  der  KOrper 
auf,  beweglich  zu  sein,  vorausgesetzt,  dass  diese  drei  Punkte  nicht  in 
einer  geraden  Linie  liegen. 

*)  Lobalchrrak;  nnd  Bolyai  haben  Tonmcht,  dl««««  Axioai  tod  Aar  g«- 
radmi  Linie  in  machen.  Sie  bewieien  mit  Hülfe  der  intaitiTen  EigPnichiflcn 
iler  Kngpl  die  ExUtcnE  der  Ebene,  und  folgerten  daran»  dl«  der  geraden  Linie. 
Ihr  Bcirei«  bat  jedoch  einige  dnnkle  Pankte,  die  noch  nicht  Tollitindig  itnf- 
geklan  (ind.  (Die  hetr.  Literatur  iat  angegeben  ron  Herrn  V.  Klein  in  einen 
Anhatte:  Geber  die  logenannte  Nicht-Enklidiiche  Oeomelrle,  Math.  Ann.  IV, 
p.  ftTS  iq.  D.  Ü.). 
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Ans  der  Erfafarong  nisBen  wir,  dass  es  eine  Fl&cbe  gibt,  welche 
durch  Umklappen  auf  sich  selbst  -/.a  liegen  kommt,  welche  also  eine 
Strafe  Linie,  mit  der  sie  2  Pankte  gcmelneam  hat,  ganz  nnd  gar 
enthUt*).    Diese  Fl&che  ist  die  Ebene. 

Dieeea  sind  die  fundamentalen  Hypothesen,  anf  welche  die  ersten 
28  S&tze  Enklid's  sich  atatzen,  and  welche  zum  Beweise  fOr  die 
Existenz  der  Parallelen  fDbren.  Uan  konnte  das  Stadium  der  Geo- 
metrie verfolgen,  ohne  eine  neue  ü^pothese  znzniasson-,  und  die  Ar- 
beiten Ton  Lobatchefsky  nnd  J.  Bolyai  haben  gezeigt,  dass  die  obigen 
Hypothesen  ganz  allein  gcnflgen,  eine  voUs&ndige  Geometrie  anfiu- 
banen,  welche  dicjeDige  als  besonderen  Fall  umfasst,  die  nns  die  £r- 
bhnmg  als  die  mit  den  wirklichen  Eigenschaften  der  Anadebnang  am 
meisten  abereinstimmende  zeigt. 

Biese  allgemeine  Geometrie  kann  bis  an's  Ende  entwickelt  wer- 
den, ohne  dass  uns  etwas  zwingt,  einem  gewissen  Parameter, 
d.  b.  einer  in  den  meisten  Massbestimmnngen  vorkommenden  Con- 
itante,  einen  bestimmten  Wert  beizulegen.  Sie  ist,  pn:iz  nnabh&i^pg 
Toa  dieser  ficstimmnng,  absolot  wahr;  und  wenn  uuü  die  Erfahrung 
einen  Baum  lieferte,  in  welchem  die  fundamentalen  Hf  asebcstimmungen 
fSi  einen  andern  Wert  dieses  Parameters  ausser  Nnll  bewahrheitet 
worden,  so  wären  fDr  diesen  Baum  alle  erhaltenen  Fol^crungea  rieh- 
tig.  So  hat  Herr  Bdtrami  gezeigt,  dasB  die  ebene  Oeomctrie  von 
Lobatdiefsky  und  Bolyai  ihre  volle  Verwirklichung  findet  auf  den 
OberflScben  mit  constanter  negativer  ErOmmnng  **). 

Um  aber  eine  mit  der  Erfahrung  möglichst  vollstkudigc  Ueber- 
otnstimmung  zu  erhalten,  ist  man  darauf  geführt,  unter  allen  Werten, 
welche  der  in  Präge  stehende  Parameter  *••)  annchroen  kann,  den  Wert 
Null  zu  wählen,  der  steh  zugleich  als  derjenige  ergibt,  welcher  dem 
eiD^hsten  und  am  leichtesten  zu  behandelnden  Falle  entspricht.  Man 

*)  Uan  h»!  einen  Bcwt'ia  für  ilirae  £igen«chaft  gogeben ,  indem  man  Tun 
äer  Deflnitian  riocr  Ebene  oli  Ort  einer  Geraden ,  ilie  nnf  tlen  beiden  Srhen- 
krin  dnci  Winkeli  gleitet,  anfging.  Siehe  V.  ValeriaDi,  Oiomal«  di  Hatema- 
dehcs.     t.  VII,  p.  8TC. 

**}  Saggio  di  inlerprctMlone  MH  QeAnwtria  non-«aeI!dw.  Giorule  di 
Hatematidis  VI,  p.  88». 

***)  Dieier  Parameter  kann  nicht  nltoin  negatire  Werte  annebmen,  welche 
der  OeOBietria  von  Lobatehchk;  oder  der  b  jperbol!  euheo  Oeometrie,  wie 
nimn  lie  in  letzter  Z«it  genannt  hnt,  (Sicho  Klein,  Math.  Ann.  t.IV.  p.  5TT) 
entcpreehcD  vttrden,  aondem  auch  potitire  Werte,  wie  in  der  elliptiichen 
Geomctde,  wo  die  Linien  k&ncBten  A^s(nni9?i  sich  in  mehr  ala  einem  PnnktQ 
treffen  kOanea. 
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erhUt  iHif  diese  Weise  die  euklidische  oder  die  gowQhnliclie  Geo- 
metrie. Diese  Wahl  des  Parameters  CDlspricht,  in  ihrer  elemeatarcn 
Form,  der  Hypothese  einer  einzigen  Richtung  fOr  den  Parallelismiu. 

Bis  zu  welchem  Fnnkte  war  diese  Wahl  durch  die  Erfahmng  be< 
dingt?  Das  wusste  man  vor  den  neacren  Untersuch nngen  von  Lcgendre 
und  Lobatehefsky  nicht  mit  Bestimmtheit.  Kan  wnsste  hcreits,  dasa 
die  sch&rfsten  Beohachtungeo  hisher  keine  Differenz  mit  d^r  enklidi- 
acben  Geonietrie  ergeben  hatten.  Aber  erst  diese  beiden  Geometer 
bewiesen,  dass  Wenn  die  Uebereinstimmnag  fUr  Figoron  ron  grossen 
Dimensionen  stattfindet,  sie  nrnsomohr  fOr  Figuren  kleinerer  Dirnen- 
Bionea  stattfinden  raass,  und  ihre  Schlüsse  haben  der  experimentellen 
Yorificatjou  der  euklidischen  Hypothese  einen  Wert  und  eine  Beden- 
tnng  gegeben,  die  unvei^leichlich  hcher  sind  als  das,  was  man  Ana- 
loges tax  die  anderen  physikalischen  Wissenschaften  erhalten  kann. 

So  konnte,  wie  man  weiss,  die  Erfahrung  zn  den  ersten  Erfindern 
der  Geometrie  nicht  sprechen.  Sie  stutzen  sich,  ebenso  wie  heut 
noch  sehr  viele  moderne  Mathematiker,  bei  itu-en  Beweisen  auf  Evi- 
denz-Qrttnde,  auf  Anschanungs-Grande,  um  Schlüsse  zu  umgehen.  Sie 
rermehren  lieber  die  Zahl  der  Axiome  and  vermeiden  die  Prflfang 
des  Axioms,  weil  es  „evident*  ist.  Dio  enklidische  Hypothese  ist  zn 
dem  geworden,  was  man  Evidenz  (Anschannng)  nennt;  sie  ist  be- 
rechtigt, den  beiden  Httlfsmitteln  des  Erkennens,  der  Erfahrung  und 
der  logischen  Behandlung,  als  vermittelndes  Dritte  beizutreten,  und 
an  der  Fruchtbarkeit  der  einen  wie  an  der  Sicherheit  der  andern 
TeÜi  zu  nehmen.  FOr  uns  ist  dio  Anschauung  nicht«  anderes  als  eine 
Erfahmng,  die  so  oft  wiederholt  ist,  dass  die  Macht  der  Gewohnheit 
uns  das  Bewusstsein  davon  geraubt  hat,  und  deren  Resultate,  durch 
das  Gedächtniss  bewahrt,  uns  jedesmal,  wenn  wir  darauf  zurOckkom- 
men  wollen,  einer  tatsächlichen  Reproduction  überheben.  Es  ist  uns 
nnmdglich,  ihre  Wesenheit  zuzugeben,  da  es  so  bequem  ist,  sich  anf 
sie  zn  berufen,  wenn  die  sicheren  Grbnde  fehlen. 

Kan  hat  bemerkt,  indem  man  teils  nach  einer  geometrischen 
Constmction,  teils  nach  den  Angaben  eines  geQbten  Anges  urteilt, 
dass  wenn  man  eine  zu  einer  Geraden  parallele  Linie  um  einen  ihrer 
Punkte  noch  ao  wenig  dreht,  ein  Treffen  heider  Linien  stattfindet. 
Das  hat  genügt,  diese  Tatsache  unter  die  Piindpien  aufnehmen  zn 
lassen,  und  man  hat  sie  daselbst  behalten,  weil  alle  ihre  Folgerungen 
sich  jederzeit  in  Uebereinstimmung  gezeigt  haben  mit  den  verscbiD- 
densten  Erfahrungen  des  Lehens  und  mit  den  genauesten  wissen- 
schaftlichen Messungen. 

Somit  acheint  uns  festgestellt  zn  sein,  'daas  di«  Geometrie,  wie 
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die  Mectunik,  die  Optik,  die  Theorie  der  W&rme  nnd  der  Electridtftt 
aus  zvoi  Tmlen  besteht:  1)  aoB  einem  phyBikalischen  Teile,  der 
zwar  iHschiAnkter  iet  als  in  den  übrigen  WlBsenschaften,  in  den  aber 
die  fandamentalen  Hypothesen  tlber  die  Eigenschaften  dea  Baumes 
gehören;  er  nmfasst  zugleich  die  Anwendungen  dieser  Wissenschaft 
anf  das  Stndinm  der  Natur,  auf  praktische  Astronomie,  GoodSsie, 
Topographie  etc.;  2)  ans  einem  theoretischen  nnd  abstracten 
Teile,  der  die  Hypothesen,  die  der  phyaikalischo  Teil  geliefert  bat, 
welcher  Art  sie  anch  immer  seien,  in's  Werk  setzt;  er  allein  hat  An- 
spruch auf  den  Kamen  „exacte  Wissenschaft".  Diesem  Teile  allein 
kommt  die  mathematische  Gewisshoit  zn,  die  sich  nur  auf  die 
Uebercinfitimmung  der  Hypothesen  mit  ihren  Folgerungen,  und  keines- 
wegs auf  den  Wert  der  Hypothesen  selbst  bezieht.  Die  Prüfung  der 
Hypothesen  gi>hOrt  aasschiiesslich  dem  pfaysik^ischcn  Teile  an,  den 
dieselben  in  die  exacte  Wissenschaft  eiuzuflkhrea  and  dann  ihre  Rich- 
tigkeit, sei  es  direct,  sei  es  nach  ihren  Folgeruagon,  zu  ermessen  haL 
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D*r  EÖrp«rtiibalt  des  senkrechten  Cylindera  und  Kegels 
In  der  absoluten  Geometrie. 


Herrn  A.  v.  Frank, 
Ptotestor  an  der  Ocwerhrschato  id  Graz. 


Das  Verfahren  in  der  absolnton  Geometrie;  den  Ranminb&lt  eines 
KCrpers  zn  finden ,  ist  demjenigen  ganz  ähnlich,  welches  in  der  aua- 
If tischen  euklidischen  Geometrie  eingeschlagcu  wird;  nur  mit  dem 
Untersehiede,  dass  die  unendlich  nahen  parallelen  Ehenen  die  das 
Kürperelement  hegrenzeu,  in  der  absoluten  Geometrie  in  Flächen 
gleichen  Abstandes  Übergehen. 

Um  die  hier  notwendigen  Fl&cbonbestimmungen  vornehmen  la 
können,  mnss  man  sich  erinnern:  dass  der  Fl&chcnraum  irgend  einer, 
in  der  Fläche  gleichen  Abstandea  —  A  li(^ge^den  Figur,  zn  dem 
Flächenranmc  der  Projection  derselben  auf  die  EUgchOrigo  Ebene  ein 
constantes  VerhlUtiiiss  be.  itzt,  welches,  wenn  wir  mit  /'  den  Flächeu- 
raum  der  Figar,  mit  /jenen  der  Projection  bezeichnen,  dnn^  die 
Gleichung 


ausgedrückt  ist*). 


•)  pig.  76.  Ark.  84.  der  «bs.  Ocnm.  t.  Fritchaof. 
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Bei  der  vorliegenden  Aufgabe  werden  wir  bdde  KOrper  von  kreu- 
fOnnigem  Querschnitt  ToransBetzen ;  der  FldcheDranm  eines  ErelaeB 
vom  Halbmesser  -^  r  ist  aber  nach  Art.  59  des  aogefnhrten  Werkes 
gleich 

«i»(J+«'"^— 2) 2) 

nnd  anf  Grundlage  dieser  und  der  Foruel  1)  irollen  wir  die  LfiBong 
der  Aufgabe  bewerkstelligen. 

L    GfllmderiBlialt. 

Den  Cylindcr  denken  wir  uns  nach  oben  von  einer  zur  ebene« 
Basis  EugehOrigen  FlSche  gleichen  Abstandes  =^  A  begrenzt  Die  den 
Gelinder  erzeugende  Gerade  steht  in  jedem  Angenblick  senkrecht  anf 
der  Basis,  daher,  wenn  wir  im  Abstände  «  nnd  x-\'dx  von  denselben 
FUchen  gleichen  Abstände«  legen,  wir  QnersdiniUs&gnren  erbalten, 
d^ren  Projection  stets  der  Basiskreis  ist.  Bezeichnen  wir  mit  r  den 
Halbmesser  der  Basis,  mit/'  die  Flftche  der  Qnerscbnittsfigur,  end- 
Kch  mit  dp  das  zwischen  den  Flachen  gleichen  Abstandes  enthaltene 
EOrperelement,  so  haben  wir  sofort 

dp  =.  f'dx 3) 

Der  Flftchenranm  der  kreisförmigen  Basis  ist  uadi  2) 

«t»C*4-,"*— 2) 

nach  l)  ist  aber; 

/',«fe»(J4.'ri-2)(^'*+/     'J 4) 

Die  Integration  zwischen  den  Grenzen  0  nnd  h  ff.tbt  sofort  als  Cylin- 
derinhalt: 

,_-a+,-u)(.?-.-?+?) „, 

Dnrcb  Einftibmng  der  hyperbolischen  Functionen  erhält  man  etwas 
compendiOsere  Formeln. 
Es  wird  dann: 

,-^(.«.,',-.)(.S,n¥+f) 
odet  Bttcb: 

DiqllZüdbvGoOyk" 
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Auf  dieselbe  Weise  wie  beim  Cyliudcr  zerlc^oa  wir  den  senk- 
recbten  Kegel  durch  anendlicli  nabe  der  ebenen  Basis  zngeharige 
Flächen  gleichen  Abetandes  in  Elemente,  deren  Qaerschnittsprojectiouen 
Bfimmtlich  Ereise  sein  werden. 

Kehmen  wir  ein  solches  Element  <^,  welches  sich  im  Abstände  x 
von  der  Basis  befindet;  bezeichnen  wir  wieder  mit  /'  die  Fl&clie  des 
Querschnittes,  mit  /  jene  seiner  Projection,  so  haben  wir  wie  A-Qber 


-^(M 


f 

Ferner  sei  r  der  Halbmesser  der  Kegelbasis,  A  die  H5he  des  Kegels; 
«  bezeichne  den  Halbmesser  der  Querschuitts-Projection,  so  ist  onter 
gldchzeitiger  EinfQhmng  der  hyperbolischen  FunctioDen: 

/  =.  2«i*  (ffio»  ^  —  l) 5) 


und 


^  —  2wAM  eo8  ^  —  1 )  «08»  I  (te  . 


.6) 


Nennen  wir  endlich  a  den  Winkel,  welchen  die  Erzeugende  mit  der 
Basis  einschliesst,  nnd  die  Differenz  r — a  —  f,  so  haben  wir  ztm&chst: 

r^T= " 


y 


Nach  Anflflsnng  des  rechtwinkligen  Dreiecks  mit  den  Katheten  x 
nnd  f ,  und  dem  bekatiuteu  der  Kathete  x  g^enOber  liegenden  Winkel 
a,  nnd  Benutzung  des  Wertes  7)  erhält  man: 


So8t®in 
weil  kb«r: 
also  auch: 


j)/®iii'|(e.8> j Bos« j- 1)  +  Sln'j .  .8) 


.in 


luSj— (!oJ-_ 
ist,  «0  wird  ans  Formel  6)  folgender  Aasdmck: 
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dp-2»i'(«llS^-l)eo8'|A: 9) 

Nnn  iBt  aber: 

eo»'^-eii!j(fo»|— einjSinJ 10) 

Zur  Tereinftichiiiig  ftthi«n  wir  folgende  Beieichniiiigen  ein: 

ffi>8'j(w|-l  =  o    ) 

■ "' 

Sinj  =  J  ) 

Dorch  Benntzting  dieser  Schrei  bkOrziiDg,  und  noter  gleichzeitiger  Be- 
racksichtignng  der  Werto  8)  und  10)  erhalten  wir  Qleicbung  9)  in 
folgender  Form: 

4,  —  2«t»[-y^  eoft  I  j/a©in»|+i» 

©in -7  1 

Dorch  die  Integration  des  Toratehenden  Aoadrnckes  zwischen  den 
Grenzen  0  und  h,  wird  der  EarpehiüiKlt  des  Eegeh  geftinden;  zeigen 
wir  TOrl&ufig  diese  Integration  nnr  an,  so  haben  wir: 

-si„^ys=f/k=<E.,?f-./«.,.:f} 

Die  Answertnng  dieser  3  Integrale  ist  nnn  sehr  einfach;  man  «rhftlt 
nach  einigen  Rednctionen,  and  weil 

yT=6*  -  «0»  ^ein  l 

'  Je         k 

ist,  den  Wert: 

DiqllZüdbvGoOgk" 
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'    '1/  «■  ■•  ,  ., 

^ }/a©in'j  + »■ 

|/i.Sln>|  +  i')—  JSin" 
-^((E«?Sra!  +  l(«(lS«|+Sin^))} 1!) 

welcher  Ansdrack  noch  iwischeii  den  Grenzen  0  und  k  zn  nehnun  iiL 
Weil  nnn:  ^ 

ttoa^+Sinr  =  <^ 
ist,  80  wird  ^ 

log(so8|+Si«0=logr*  =  J 13) 

Die  Eiuführnng  der  Grenzen  liefert  dalior  den  Ausdnick : 

p  =  !j-{€oi-^®in'lVa+l+ ^^— =log(y«+yH^l) 

Nach  einigen  loicbt   zn  flbcraehenden  KOrznngen  nnd  Berflcb* 
sichtignng,  dass  die  Länge  «  der  Seite  des  Kegels  dnrch  die  GteichnDg: 

(iEo8^  =  (In«^(Jo8^     16) 

gegeben  ist,  erhalten  wir  endlich: 

p-7.fc»(x9^(jotfl^..-Ä) m 

als  den  Eegelinhalt  in  der  absoluten  Geometrie. 

Wollte  man  statt  der  Seite  <  den  Radios  der  Basis  einfUhreD, 
so  hätte  man: 

ISiii  r*Eo8 1  ,    , , 


+  fioil 
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TTna  sn  zelgCD  wie  man  ans  den  Formeln  der  abaolsten  Oetsse- 
trie  jene  der  euklidischen  erhRlt,  wollen  wir  in  Oleichnng  (11)  fflr 
die  Charakteristik  dCB  RanmeB  Je,  den  die  enklidische  Geometrie  spe- 
(ualisireDden  Wert 

k  =  nnendlicb  gross 

einlbhren,  mflssen  jedoch  vorher  die  hyperbolischen  Functionen  in 
Reihen  entwickeln.    Es  ist  bekanntlich: 

Si«. -.+!'+='  +  ... 


Gtleichang  (II)  wird  mit  diesen  Werten: 

„.r(s+3-t^+-)('+äiP+-)-  1 

L('  +  ä^  +  -)(j+3TP+-)        J 

Kürzt  man  dnrch  <  nnd  k  ab  nnd  hebt  A  heraus,  wobei  maam- 
gleich  auch  glichen  Kenner  stellt,  so  kommt: 

^.J'+ig+-)  {^+i'+-)-  ('+£+-)  ('+34+-) 

(■+^+-)('+SBi+-)      , 
wenn  man  mit  1^  im  Zahler  hinein  mnltiplicirt,  so  hat  man; 

,  _  ^  Ka+-)('+^+-)-Kä-!+-)('+5^) 

oder  anch: 

i.    ^    i'     ^•' 


(l  + 1, +  ...-)  (l  + 3  J.+  ...) 


Fflhrt  man  die  hier  angezeigten  Operationen  ans  nnd  l>emerkt 
m^eich,  das  fDr  £  °=a:  der  Nenner  gleich  1  wird,  im  Zähler  alle 
Glieder  verschieden,  welche  k  enthalten,  so  tetbtlt  man: 

TtDUK.  « 

DiqllZüdbvGoOgk" 
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mal  ist  aber; 

,«--*»  _  r» 
daher; 

«HA 

die  bekannte  Formel  ftlr  den  Gnbikinhalt  des  senkrechten  Eegeli  in 
der  euklidischen  Oeometrie. 

Die  Gleichung  (II)  läast  «ch  noch  In  einer  anderen  Form  dir- 
st«llon. 

Der  Neigungswinkel  a,  welchen  die  Erzeageudo  mit  der  Btm 
oinschliesst,  war  nach  Oleichnug  7) 


Bin« 16)  I 

®i«|  I 

Beseichnen  wir  endlich  mit  q>  den  halben  Winkel  an  der  Spibe  . 
des  Kegels,  so  ist;                                                              . 

cos9)  =  ain<t.SDS~ 17) 

Die  Werte  16)  nnd  17)  eingesetzt  bringen  die  Gleichung  (U)  aof  die  I 
Form; 

p  —  Kjfc*((cosv— fi) (U)  I 

welcher  Ausdruck  dadurch  bemerkenswert  ist,   daas  derselbe  keine  ' 

hyperholischen  Fnnctiouen  entliUt  , 
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vm. 

Bemerkang  Ober  SynuBetiiekegelselimltt«  des  Dreiecks. 


Ist  tr»  der  Abstud  eine«  Pnaktes  X  von  der  Seite  BC  des  Drei- 
ecks ABC;  flo  ist  X  ein  Symmetriepnnkt  dieses  Dreieclcs,  wenn  r« 
eine  nacli  b  nnd  e  Bynunttrische  Function  der  Seiten  a,  b,  e  ist  nnd 
ar»,  ar«  durch  t^klische  VertanschnnK  aus  xa  erhalten  werden. 

Liegt  irgend  eine  Betfae  von  Pankten  X  so,  dass  die  Normalen 
doraelbon  der  Relation: 

Genüge  Hsten,  wo  a^i|<^  constant  sind,  so  liegen  die> Punkte  X  anf 
einer  Geraden.  Sie  hcisst  eine  Symmctriegcrade  dos  Dreiecks,  wenn 
%  eine  nach  i  und  c  symmetrische  Function  der  abe  ist  and  b^,  c^ 
durch  <7k]lsclie  Tertansehnng  ans  o,  erhalten  werden. 

Uegt  hingegen  eine  Reihe  von  Punkten  X  so,  dasa  man  hati 

0amra*-\-gii,xt^-^gecre'-\-2gteXhXi-\~2gtaXe!ra-\~iStt':am  —  0 

WO  die  ffaa  nnd  gte  constant  sind-,  so  liegen  die  Punkte  X  im  Al^;«- 
meinen  anf  einem  Kegelschnitt  Er  heisst  ein  Symmetriokegelschnitt 
des  Dreiecks,  wenn  gm  nnd  gte  nach  b  und  e  symmetrische  Func- 
tionen der  ahe  sind  und  durch  cyklische  Vertanschung  aus  einandw 
erhalten  werden. 

Ist  der  Punkt  X,  dessen  Normalen  p»ptpe  sind,  ein  Symmetrie- 
pnnkt;  so  nennen  wir  ihn  den  Symmetriepnnkt  pa.  Ebenso  heisst  die 
Symmetriigenide,  deren  Gleichung: 
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die  ßynunetriegende  a^.    Den  Symmetriekegelscbnitt: 

Sgamxt*  -^iSgunxt  —  0 
wollen  wir  mit  (fr«,  ^)  bezeichnen.    So  ist  z.  B.  der  Schwerpunkt 
des  Dreiecks  ABC  der  Symmetriepnnkt  he.    Die  Oerade,  welche  den 
Schwerponkt  mit  dem  InkreiBcentniBi  verbindet,  ist  die  Symmetrie- 
gerade  a(b—c).    Für  Jeden  Ponkt  des  Umkreiaes  gilt  die  Relation: 

Hier  ist  gaa  —  0,  yt«  —  a.    Der  Umkreis  ist  also  der  Symmetrie- 
kegelschniU:  (0,  a). 


Jeder  durch  die  Ecken  des  Dreiecks  gebende  S^nietriekegel- 
schnitt  hat  die  Form :  (0,  git)- 

Es  ist  A'=\,0,  0.  Setzt  man  diese  Weste  in  die  allgemeine 
Olricfanng  tin,  so  wird: 

m*  =  Te*  =  «*«  =  Tea*a  =^  Xmn  =  0 
■£ffooia*+2i^y»ar,  =  yo«  -=  0 

Es  venchvinden  also  die  CoefBcienten  der  r«*  niid  man  erhllt  ala 
Gleichung  eines  dem  Drdeck  nmschriebenen  Keg^schnittes : 

Sg^n^e  —  0 

Sind  die  Seiten  des  Dreiecks  nicht  Sehnen  des  Kegelschnitts,  sondern 
in  Bezug  auf  diesen  Polaren  ihrer  Gegeneckou;  so  ist  die  Form  des 
K^elfH^nitts:  Qfaa,  0). 

Es  hat  die  Polaro  eines  Punktes  ^  in  Bezug  aof  den  Kegel- 
schnitt ism,  ffhc)  die  Form:  gaaii+gatlt-i-gfie-  Die  CoefBcienten 
der  ra  in  der  Qlcicfaung  dieser  Geraden  werden  durch  cfklische  Yer- 
tauachnng  der  Indicea  erhalten,  wobei  zu  bemerken  ist,  dass: 

gat  ""  gia,     ffit  "=  fett     Jen  "■  gx 

Soll  nun  BC  die  Polare  von  A  sein,  so  kann  man  setzen: 

SCSiU,    0,    0 

wo  la  eine  beliebige  nach  h  and  e  t^mmctrischo  Function  der  Seiten 
a.  A,  e  bezeichnet    Dann  Ist: 
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Weges  a  =  1,  0,'0  ist  aber  (.  —  I,  (»  —  f«  —  0-,  flomit  gaa  =  *-, 
fh.  —  9ca  >=  0.  Demnacli  ist  die  Form  jedes  flen  Dreieck  polir  ent- 
aprecbenden  EegelachnilU:  (^m,  0). 


Sind  P  und  Q  Symmetriepunkte  des  Dreiecks  utd  treffen  dio 
Geraden  ild  und  QJ  die  itC  in  Pa  uod  ä.,  eo  liegen  die  Punkte 
PmQa  uf  einem  Symmetriekegel  schnitt 

Um  mittelst  dieses  Satzes,  der  ans  dem  Carnot'schon  Theorem 
hergeleitet  werden  kann  nnd  zuerst  toh  Steiner  an^stellt  ward«, 
die  Gleichnng  dieses  Kegelschnitts  zn  findou;  setzen  wir  P^po, 
Q^  qt.    Es  ist  dann: 


Q,  =  0,     g»,     qc 

Naeh  EinfDhrang 

halten  wir: 

mV**+8tcTc*-\-%gtcp\fc  —  0 

ff»9*'+y«9.'+2y»«9»g«  —  0 

wonuu: 

?»„ 

2j.«ge                          2p,a»pag. 

Sic" 

P*«<  H-i'«»            Pa3.(p»g.+pe«*) 

Ojt^ 

2p»  gi                              2pagap»g» 

a^" 

P»«'  +P«9»              paff-CjHfft+Peg») 

Di<«se  Gleicfanngen  herechtigen  znr  Annahme,  dase: 

g^t  —  2p,gtpo5a,      ff«  =  2pogap»gfc,      gj«  =  — pi.3«(p*3«+I>(<l») 

Die  Form  des  Symmetriekegelschnitts  ist  dann: 

[2pig»pc«e,     — Pa«-(p»g«+P«9»)] 
Ihre  Richtigkeit  wird  dnrch  Einsetzen  der  übrigen  Werte  fOr  die 
Punkte  Päd,  bestätigt 

£b  entspricht  also  jedem  System  zweier  Symmetriepnnkte  dei 
Dreieck«  ein  Symmetriekcgelschuitt,  welcher  dnrch  die  Schnittpunkte 
der  Editranarersaleu  der  beiden  Punkte  mit  den  Qegenseiten  geht. 
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Dieser  Kegelschnitt  trifft  die  BC  in  den  Punkten  PaQo.  Irt  die 
Distanz  der  beiden  Pankte  PQ  sehr  klein,  bo  wird  für  den  foenifdi 
FQ  —  O 

J»ilS.(p»«c4'l»eg»)  —  9pa»I>»pr 

Der  E^lschnltt  hat  dann  die  Form:  {pi?pc\  —pa'ptpc)  nnd  Iw- 
rflhrt  in  den  P«  die  Seiten  des  Dreiecks;  sein  Centmin  irt  der  8711- 
metriepnnkt;  pa(bph-\-epc). 

Ist  F^be  der  Schwerpankt  des  Dreiecks,  so  ist  der  E«gd- 
BChnitt  eine  £Uipi>e.  Sie  bertihrt  die  Seiten  in  den  MlUen,  ihr  Ccn- 
tram  ist  der  Schwerpunkt,  ihre  Form:  (a*,    — he). 

Ist  Fi=be(i—b)(t~e),  wo  2»  =  a+6  +  c,  so  ist:  F„C=*-c, 
FaB  —  e—i.  Die  Fa  sind  also  die  Berflbnmgspunkto  des  Inkreises. 
Er  ist  somit  der  Symmetriekegelschnitt: 

[<.»(.-«)»,  ~bc(,-b){,-c)y 

WieD,  November  18?f>. 
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IX. 
BmlefaiiHKMi  «Ines  Dreiecks  n  einer  Geraden. 

Von 

Smil  Hain. 


TriSt  eine  Gerade  die  S^ten  BC  des  Dreiecks  ABC  in  A',  eo 
bilden  die  Geraden  AA'  ein  Dreieck,  dessen  Flächeninhalt  gegeben 
ist  durch  den  Ansdnick: 

iFBaa^' 

wo  aheF  Seiten  und  Fl&che  des  Urdreiecka  beteicbnen,  und 

die  Gleichung  der  Geraden  ^'B'C'  in  trimetrischen  Pnnktcoordinaten 
ist,  das  Dreieck  ABC  znm  Fandamentaldrdeck  gevftlt 

Man  findet  znnftchsti 

AÄ'=(i    e,    c, 
BB'—ai   0      Ci 
CC'=  ot   61     0. 
Du  Ton  drei  Geraden 

£0,  a«  —  £0,0;.  —  Sa^Ka  —  0 
gebildete  Dreieck  bat  zom  FlldieniBhalt  #  den  Ausdruck: 
aboFA* 
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ain:  BuMrniffui  tÜM*  IfrtUdst  n  « 

i  a  and  «i  gebildete  Detormiiianteii  sind.    Und  zwu  ist 


'h.     0 
Ol     *i 


0  Ä,  c, 
«.  0  c, 
«H     6i     0 


"  6ei6i+«">i6i — ai^i^. 


Setzen  wir  «i  —  (i  —  Cj  >  bo  sind  die  AA'  die  finsBeren  Winkel- 
balbircuUen;  für  sie  vird: 


■  iJ(6+<,-a)  ' 


??_?l«+*_-i-f) 


(Arcbiv  LVIII,  91.). 

Vtir  A^  —  a  iat  (&  —  4F,  wie  es  anch  sein  mass,  da  in  diesem 
Fall  die  AA'  parallel  dsn  BC  Bind. 


n. 

Trifft  eine  Gerade  die  Seiten  BC  dos  Dreiecks  ABC  in  A',  so 
liegen  die  Mitten  der  AA'  in  einer  Qeradea. 

Die  Coordinaten  von  A  und  ^  AaA; 
^=10        0 
>*'=0    c,    — 6i 
vo  die  a^  dieselbe  Bedeutung  wie  im  Vorigen  baben. 

Die  Nonnalon  anf  die  Seiten  des  Dreiecks  sind  dann  fßr  dieselbMi 
Pankte  nud  für  A!'  als  Mitte  von  AA': 


A^t^            „ 

0 

-0    lÄ 

--F       .-Ä 

Die  Coordinaten  der  Ä"  Bind  ab«; 
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^"Sioi-.S,         •<., 

-oS, 

Ji"  =  -i^         ,«,-., 

»«■ 

C's.i,               -.^ 

.»,-». 

8oi»ch  iat    jB"C"e 

'ca,— o<^         6<^       I    I      i«!  —6(^1    1— 6c,     ca,— <»c,| 

1      — eOi        ab^  —  id,|' |aft,— &a^       cÄ,    |'|    «Jj  — ««,     | 

Die  Wert«  dieser  Detenninaiiteit  eind: 

S{cai  fti  +«iie,  —  6c,  a,) 
c(a6iCi+6e,Oi— coi6,) 

Sie  «erden  durch  cyklischc  Vcrtanschnng  ans  ciDBUder  erbalton. 
Ist  oj  eine  Symmetriegerade  des  Dreiecks,  ho  ist  aach  a(6(^a,4- 
ea,i, — abiCj)  n»ch  6  und  c  BframetriBch.  Die  A",  das  sind  die  Mitten 
der  AA\  liegen  also  in  einer  Geraden.  Sie  ist  zngloicti  diejenige,  in 
welcher  nach  Gauss  die  Mitten  der  Diagonalen  eines  Vicrseits  liegen. 
Wir  woBon  sie  deshalb  die  Qanssische  Qerade  der  ^,  in  Bezug  auf 
das  Dreieck  ABC  nennen. 

£a  kann  gefragt  werden;  von  welcher  Geraden  a^  ist  die  GtiiBsi- 
Bche  Gerade  eine  gegebene  a'? 


Dann  hat  man  das  System  der  Oleicbongen: 

«i6ejOj+ai;o,6]— a'6,0j  —  a' 
— 6«c,o,+6cttj6,+6a6,e,  =  6' 
-{•ebe^ag — c*ai6i-i-ca6jC,  =  c' 


—6»      +be    b'  I  =  2tt6«(6e' 
+c6     — c*     e'  I 
,6'+Ja')(ae'+c<.') 


-c6')  =  6c'4-ci 


Die  Harmonikale  des  Punktes  6c'+c6'  ist:  (oÄ'+6o')(oc'-{-ca')- 
Somit  ist  die  Ganssische  Gerade  der  Harmonikalen  des  Pnnktes 
b^-\~ei'  die  Gerade  a'. 

Die  Ganssische  Gerade  der  Harmonikalen  des  Punktes  b+e  ist 
die  Hannonikalo  de*  Inkreiscestnims.  Die  osendlich  entfernte  G&. 
r«de  entspricht  sich  selbst  als  ihrer  Ganssischeo  Geraden. 
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ra. 

Trifft  eine  Genule  die  Seiton  BC  des  Drdeclo  ABC  in  A',  nnd 
conetrnirt  man  die  Hinnonilulen  eines  Punktes  P  in  Bezog  auf  die 
so  erhaltenen  drei  nenen  Dreieck«;  so  bilden  diese  ein  Dreieck  mit 
dem  Flftdieninhalto  4>,  so  dasa: 

tp 9f  (Ja,p,)'nflp, ^ 

wenn  P^p*  nnd  £a,xa  ~  0  die  Qleichung  der  Qtiraden  A'B'C 
ist  Zam  Beweise  dieser  Formel  conitmiren  wir  die  Harmonikale 
von  P  in  Bezng  »nf  das  Dreieck  AB'C.  Wir  riehen  also  die  Ge- 
raden PA^  PS',  PC'  nnd  verlängern  dieselben  bis  zn  ihren  Gegen- 
seiten in  diesem  Dreieck.  PA  treffe  B'C  in  A»,  Pff  die  AB  in 
Ca,  PC  die  AC'  In  £«.  Ferner  treffe  A^Ba  die  AB  in  C^',  ^C^ 
die  AC  in  £«'■  Es  ist  dann  Ba'Ca  die  Hannonikale  von  P  in  Bezog 
auf  das  Dreieck  AB'C'.    Wir  erhalten: 

A'  =  <i  e.  —b. 


C'  =  \  —a  0 

P^   =0  pe  — pi 

PJ9'  =  — 0|P»  CiPe  +  Oipo         —"iP* 

FC  =  —  «ip«  —  6,Pj  OiPa+^lP» 

^.  =  Slpl+Ojp,         — Oipt  — OjP« 

A  =  <I,po-|-4,p»  0  -|-o,p« 


SO  ist: 


«iPB-i-ijpj  +  CiPe  —  Sa^pt  —  t 


AmBa^Olpkpe  i>«(«  +  6iP*)  —  P*("jP«+Si|W) 

^iGi  =  aip»pe     — p.(aiPo+c,pe)  pi(»  +  '^f«) 

Femer  trifft  A^B,  die  ^i/  in  C,  nnd  .ilaCa  die  .IB  in  Ba.  Dann  ist: 

Bo'=  »+ö,pe  0  — »iP« 

Cb'=»H-&,p»      — B,pi  0 

Sa'G,'=  0,p»p(     pt(t-f6ip»)     P»fB  +  C,pe) 

Nnn  haben  wir  die  Formel  fltr  #  in  I.  zq  benatzen. 
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Die  Recknnng  gibt: 

<hPtP<!         Pr(«+*iP»)    pt(t-\-eiP<} 

a  &  o  I 

—  (po[o,pii^apa  +  (Jp»  +  cpe  — 2oj)a)Xoipa] 

Hieraus  folgt: 

9<*Fn'apa 

~  J7[a,PflZapa  +  l(6p(4-cpi  — Zop«)] 

Die  DetenninaDto  <;f  kann  nur  dann  NdII  werden,  ircnn  e^Za^pa—O 
d.  h.  wenn  P  aaf  der  Geraden  oi  selbst  liegt  Die  ffa'Ca'  fallen 
dum  mit  der  o,  zosammen. 

Ist  die  Gerade  a^  die  Barmonikale  des  Pnnktes  pa,  ist  also 
O]  =I»pci  M  ergibt  sieb: 

243  f  ggf» 


i7(4fip»  +  4ope  ~  fiopa) 

Ist  F  das  InkreiBcentmm,  so  sind  fOr  den  Fall  ib-\-io  =  &a  znti 
der  Harmonikalen  einander  parallel. 


IV. 

Trifft  eine  Gerade  die  Seiten  BC  4e8  Dreiecks  ABC  in  A',  nnd 
congtnrirt  man  von  einem  Punkt  P  in  Bezag  auf  die  nen  so  ent- 
standenen Dreiecke  AB'C  die  Barmonifcalen  Ba'Ca,  so  treffen  die 
Sa  Ca'  die  BC  in  Fnnkten  einer  Geraden.  Dieser  Satz,  der  von 
Cayley  herrttbrt,  wird  bewiesen,  wenn  wir  den  Sobnittpnnkt  A^  der 
Ba'Ct  mit  BC  sncben.    Es  ist: 

BjCa'=  Otpipt  PtU+b^pi)         p»(r+e,pt) 

BC=i  0  0 

At  =  0  P»(«+«lPe)         — Pe(«+*)P») 

B,=  — p,(<+o,p,)  0  Pt(»  +  aiP«) 

Ci=pa(t+hpi)  —pti'+'hP')  0 

BjCi  =ptpc(r  +  a,pa)         PcP<i(<-+iiP»)     I>ap»(e  +  e,pe) 
Dtrane  gebt  berror,  dasB  die  ^^C^  eine  Symmetriegerade  des  Drei> 
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eckg  ist  und  die  A^  in  einer  Geraden  liegen.  Die  Hannoafkale  von 
P  in  Bezug  auf  das  Urdreieck  ABC  triffi;  die  Gerade  a^  in  d^n  Punkte 
pa(ßlp»  — C,|>e)-     Nin  ist; 

-Sp»pe(f  +  (ijp«).p«(6,j>»--Cip,)  =  0. 

Es  liegt  sonach  auch  der  Schnittpunkt  der  Harmonikalen  von  P  in 
Bezug  auf  das  Urdreieck  mit  der  a^  in  der  Geradon  der  Ay.  In 
dieser  Fassung,  welche  eine  symmetrische  Eig^isehaft  der  Harmom- 
kalen  alter  Dreiecke  aus  einer  Geraden  begreift,  hat  Cayley  obigen 
Satz  bewiesen  Deshalb  wollen  wir  die  Gerade  der  A^  die  Cayley- 
sche  Gerade  des  Punktes  pa  beztlglich  der  Geradeu  o,  nennen. 

Ist  d]  =:pi,pt  d.  h.  die  Harmonikale  von  pa,  so  fUlt  die  Cayley- 
sche  Gerade  mit  ihr  znsammeu.  Die  Harmonikale  eines  Punktes 
entspricht  sich  also  selbst  als  ihrer  Cayley'schen  Geraden. 

Man  kann  fragen:  fOr  welche  n^  i^^  <1'8  Cayley'sche  Geradfl  be- 
züglich eini-a  Punktes  pa  oiue  gegebene  a't  Es  ist  dann: 

2yBpiip<o,+  pt*pabt  +  pipt*ei  = »' 
P«J'"''*I  +  2flap*J>c6i  +  Pe'poC,  •*•  b' 
I»»V»i+    P'Pf?f>l     +2p«P»peC,— c' 


pirp<      ptpc' 

^P«phPc  Pt'pa 

PaPi'        ^papbpe 


=  pipc(3a'pa  —  b'pi  —  e'pe) 


FQr  welche  o^  bezOglich  des  Punktes  pa  ist  also  die  Cayley'sche  Ge- 
rade die  Uarmonikale  des  Inkreiscentmms?  Hier  ist: 

o'  —  1,  o,  —ptptiSpa^pb  -p,) 

Die  Cayley'sche  Gerade  der  a,  beztlgUch  des  Panktes  pa  ist;  i)ipe{«s  + 
OfPa),  wenn  tf  —  Zoipa.  Ist  nun  oj  selbst  die  Cayley'sche  Gerade 
der  dj  beztlglich  desselben  Punktes,  so  ist: 

ot  —  ptpc{t  +  aiPa),     •  =  ^OiP' 
<HPa'^PapiPiif\-'hpa)y     I,  =  £  a,j).  —  4 1  ilp. 

Die  Cayley'sche  Gerade  der  Cayley'schen  Geraden  der  oj  bezttg' 
lieh  des  Punktes  pa  hat  also  die  Form: 

Wien,  December  1875. 
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X. 

UebODgaaitfgabeii. 

Von 
Smil   Hain. 


1.    Utze  Sber  Dreiecke  mit  elaer  Mlttclaelte. 

Ist  im  Dreieck  ABC  die  eine  Seite  BC  =  a  eine  solche  Function 
der  beiden  andern  Selten  b  und  o,  dass  a  ein  Mittelwert  zwischen 
dieeen  Seiten  ist;  so  kann  die  Seite  a  die  Mittelseite  dieses  Dreiecks 
genaimt  werden.    Die  gewöhnlichsten  FAUe  sind  dann: 

ia^b  +  o 


Ein  Dreieck,  in  welchem  die  Mittelseite  einer  dieser  Fnnctienen  ent- 
spricht, heisse  bzhw.  arithmetisch-,  geometrisch-,  harmonisch-propor- 
tional. FDr  solche  Arten  von  Dreiecken  gelten  dann  verschiedene 
Beziebnngen,  deren  einfachere  hier  folgen  nnd  von  welchen  die  meisten 
eine  Umkehmng  zulassen. 

1.    Die  Höhe  anf  ^e  Mittelseite  dnes  arithmetisch-proportionalen 
Dreiecks  ist  das  harmonische  Mittel  der  andern  Hohen. 

3.    Der  lukreisradina  eines  arithmetisch-proportionalen  Dreiecla 
ist  ^eh  dem  Drittel  der  HOho  auf  die  Mittelseite. 

3.    IMe  Inkreisradien  zweier  flächengicicher  srithmetisch-propor- 
tionalen  Dreiecke  verhalten  sich  umgekehrt  wie  die  Mittelsellen. 
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4.  Die  Flächen  zweier  arithmetiacb-proportioiialen  Tangenten- 
dreiecke  eines  Ereiseg  verhalten  Biet  so  wie  die  Mittelaeiten. 

5.  Der  Radius  des  die  Mittelseite  eines  arithmetisch-proporlio- 
nalen  Dreiecks  von  Aussen  berOhrenden  Ankreises  ist  gleidi  der  H6ha 
aaf  die  Ifittelseite. 

6.  Das  von  den  Snmmen  je  zweier  Seiten  eines  arithmetiscfc* 
proportionalen  Dreiecks  als  Seiten  gebildete  Dreiedc  ist  ebeafalli 
arith  meti  Bch-pr  oporti  onal. 

7.  Werden  die  Seiten  eines  aritbmctiBcli-proportionalen  Dreiecks 
um  gleich  viel  verlängert  oder  verktkrzt;  so  ist  auch  das  aas  diesen 
Seiten  gebildete  Dreieck  arithmetisch-proportional. 

*  8.  lu  einem  arithmotisch-proportionalen  Dreieck  ist  nie  das 
doppelte  Rechteck  ans  den  die  Mittelseite  nmschliessenden  Seiten 
gleich  der  siebenfticlien  Summe  der  Quadrate  dieser  beiden  Seiten. 

9.  Ist  in  einem  Dreieck  auf  oiue  Seite  die  Hohe  gezogen  nnd 
ist  sie  arithmetische  Mittelaeite  für  die  so  entstandenen  Teitdreiecke, 
so  sind  die  beiden  andern  Seiten  gleich  lang. 

10.  Wenn  der  Sinus  eines  Winkels  iu  einem  beliebigen  Dreieck 
sieb  verhalt  zu  soinem  Cosinus  wie  das  dreifache  Rechteck  aus  da 
Gegenseite  und  aus  dem  Umkreigradins  zum  Rechteck  aus  den  beiden 
andern  Seiten;  so  ist  das  UObenfusspunktdrcieck  dieses  Dreiecks 
arithmetisch-proportional. 

11.  Sind  in  einem  Viereck  die  beiden  Diagonalen  gezogen,  nnd 
sind  für  die  so  entstandenen  Dreiecke,  deron  gemeinsame  Spitze  in 
Diagonal  Schnittpunkt  liegt,  die  Seiten  des  Vierecks  arithmetische 
Hittelseiteu ;  so  ist  das  Viereck  ein  Kreistangen  ton  Viereck. 

12.  Die  Höhe  auf  die  Mittelseite  eines  gcomctrisch-proportionaleu 
Dreiecks  ist  die  mitüere  Proportionale  der  beiden  andern  Hohen. 

13.  Haben  zwei  geometrisch  -  proportionale  Dreiecke  gleichen 
Flllcheninhalt,  so  verhalten  sich  ihre  Umkroisradien  ebenso  wie  die 
WOrfel  ihrer  Hittelseiten. 

14.  Haben  zwei  geometrisch-proportionale  Schncndrciccke  t&mt 
Kreises  gleichen  Flächeniubalt,  so  sind  ihre  Mittelsciten  gleich  lang. 

15.  Sind  zwei  geometrisch-proportiouaki  Dreiecke  einem  nnd 
demselben  Kreise  eingeschrieben,  so  verhatten  sich  ihre  Flftchen- 
inhalte  wie  die  Wttrfel  ihrer  Uittelseitcn. 

16.  Haben  zwei  geometrisch-proportionale  Dreie^  die  HitteU 
seite  nnd  deren  Gegenwinkel  gleich,  so  sind  die  Summen  der  Quadrate 
dar  andern  Seiten  in  beiden  Dreiecken  gleich. 
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Wenn  io  dnem  Viereck  die  Diagonalen  geiogen  sind,  so 
1  vier  Dreiecke,  woTon  jedes  eine  Seite  des  Vierecks  eBthilt- 
Sind  diese  Dreiecke  in  Bezug  auf  die  Viereckseiten  geometrisch- 
proportjonal,  dann  sind  die  Rechtecke  aus  dea  Gegenseiten  des  Vier- 
ecks einander  gleich. 

18.  Die  Hfthe  aaf  die  Hittelseite  eines  hamonisch-proportionslen 
Dreiecks  ist  das  arithmetische  Uittel  ans  den  beiden  andern  Hfihen. 

19.  Haben  swei  harmonisch-proportioniUe  fl&chengleidie  Dreiecke 
die  Oegenwiiikel  der  Mittelsäten  gleich,  so  verhalten  sich  diese  am- 
gekehrt  wie  die  Snmnien  der  beiden  andern  Seiten. 

20.  Die  Qnadrate  der  Hittelsclten  zw^er  flächengt  eicher  harmo- 
nisch-|>roportionalen  Sehnendreiecke  eines  Kreises  verhalten  sich  auh- 
gekehrt  wie  die  Snmmen  der  beiden  andern  Seiten. 

21.  Ist  das  Qoadrat  einer  Seite  eines  Dreiecks  das  arithmetische 
Mittel  ans  den  Qnadraten  der  beiden  andern  Seiten,  so  ist  das  ans 
den  Summen  je  zweier  Seiten  dieses  Dreiecks  als  Seiten  gebildete 
Dreieck  harmonisch-proportional. 

22.  Sind  in  einem  Viereck  die  beiden  Diagonalen  gezogm  und 
ist  in  jedem  der  vier  Dreiecke,  deren  gemeinschaftliche  Spitze  im 
Diagonalenschnittpunkt  liegt,  die  Viereckseite  harmonische  HIttelseite ; 
so  sind  die  Summen  je  zweier  redproken  Gegenseiten  einander  gleich. 

23.  Nnr  im  gleichseitigen  Dreieck  ist  jede  Seite  das  arithmetische, 
geometrische  oder  harmonische  Uittel  der  beiden  andern  Seiten. 

24.  Ist  eine  Seite  eines  Dreiecks  sovol  die  mittlere  Proportio- 
nale als  auch  das  arithmetische  Mittel  der  beiden  aodem;  so  ist  das 
Quadrat  der  Uittolseite  das  arithmetiBcbe  Mittel  dei  Qnadrate  der 
beiden  andern  Seiten  nnd  das  Dreieck  ist  gleicbscheuklig. 

25.  Ist  die  Uittelseite  eines  geomotriscb-proportionalen  Dreiecks 
anch  harmonische  Uittelseite,  so  ist  das  Dreieck  auch  arithmetisch- 
proportional. 

26.  Liegt  die  Mittelseite  eines  arithmetisch-proportionaten  Drei- 
ecks einem  Winkel  von  60"  gegenüber,  so  ist  das  Dreieck  gleichseitjg. 

27.  Haben  Ewoi  fl&chengl eiche  Dreiecke,  das  eine  arithmetisch-, 
das  andere  geometriBch-proportional,  eine  nnd  dieselbe  Uittelseite; 
BO  ist  das  sechsfache  Hechteck  ans  dem  Inkroisradins  des  ersten  nnd 
aas  dorn  Umkreisradins  des  zweiten  Dreiecks  gleich  dem  Qnadrat  der 
Hittelseite. 

38.    Zerlegt  jede  Diagonale  eines  Vierecks  dasselbe  in  Je  swei 
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Dreiecke,  so  daas  die  Diagonalen  arithmetiache,  geometrische  od» 
harmonische  Mittebeiten  bilden,  so  ist  dss  Yiercck  da  FarallelagranuB. 

29.  Es  gibt  keinen  Pankt  in  der  Ebene  eines  gleichseitigpn 
Vierecks,  dessen  Terbindangggeradea  mit  den  Ecken  Dreiecke  bilden, 
die  in  Bezog  auf  die  Qnadratseiten  arithmetisch,  geometrisch  oder 
harmoDiscb-proportional  wftren. 


t.    MtM  Iber  die  TransierMltat  welche  die  Betten  «Ibm  Dreiecks 
In  drei  glelebe  Teile  teilen. 

Aof  den  Selten  B,  C  dea  Dreiecks  ÄßC  seien  die  Punkte  Ac  and 
At  80  gdegen,  dasa  BAt '- AtAt  "  AtC  •=  xBC -' t-  FOr  die 
Transversalen  AAc  nnd  AAi,  gelten  ausser  den  bereits  im  ArchiT 
(LV.  331.  LVn.  324.)  mitgeteilten  Beiiehnngen  noch  folgende: 

1.  Die  Schverpnnkte  der  Dreiecke  AhBtCa  and  AtBa(h  ßülen 
mit  dem  Schwerpaakt  dos  Urdroiecks  znaammen. 

2.  Die  Paare  der  Geraden  AtBt  nnd  Ai,Qi  schneiden  sich  im 
Schwerpunkt  des  Urdreiecks. 

3.  Die  Paare  der  Goraden  Bad  nnd  CaBc,  als  auch  die  Paare 
der  AbCa  und  AeBu  schneiden  sich  in  drei  solchen  Paukten,  die  als 
Ecken  ein  Dreieck  bilden,  dessen  Schwerpunkt  mit  dem  des  ürdreiecks 
zusammenßUlt. 

4.  Wird  eine  Seite  eines  Dreiecks  in  drei  gleiche  Teile  geteätt 
nnd  joder  Tcilungspnnkt  mit  dorn  Ocgcncck  veibunden;  so  ist  das 
Rechteck  ans  ilom  Umkrciiradius  des  ganzen  nnd  ans  dem  des  mitt- 
leren der  dri'i  so  entstandenen  Dreiecke  gleich  dom  Rechteck  ans 
dem  Umkreisradius  der  beiden  andern  Tcildreiecke. 

6.  Sind  p,  fof,  piu,  Qai  die  Inkreisradion  der  Dreiecke  ABC, 
ABAe,  AAeAi,  ACAi,;  so  ist: 


6.    Sind  f,  tac,  taa,  toi  die  ParalleltransTersaten  (Archiv  LTII.  438.) 
du-  Dreiecke  ABC,  ABAe,  AAcAb,  ACAf,  so  ist: 


7.    Zieht  man  durch  die  Ecken  eines  Dreiecks  zu  den  Qegeiueiten 
Gerade,   welche  diese  in  drei  gleiche  Teile  teilen  nnd  bildet  aus  je 
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drei  «bwechBelnden  TransTenalen  ein  Dräeck;  so  Terhftlt  sich  der 
Flichaünhalt  jedes  dieser  beiden  Dreiecke  zu  dem  des  Crdreiecks 
wie  7:9. 

8.    Die  DreiteQimgspiinkte  {Ab,  At)  der  Seiten  eines  Draiecks 
liegen  in  einer  fUlipae,  deren  Oleicbnng: 

2£a*xa' — 5£a(xaxt  =  0 

vo  1^  die  Normale  eines  Punktes  anf  die  Seite  BC  ist 


S.    TcrseUeiene  Sreleeksltse. 

1.  Aas  den  Summen  je  zweier  Seiten  eines  Dreiecks  als  Seiten 
ksun  inuner  ein  anderes  Dreieck  gebildet  norden.  Sind  a,  ft,  c  die 
Seiten  des  ersten  Dreiecks,  also  i-j-c,  e~\-a,  a^b  die  des  zweiten, 
so  ist  der  Flftcbeninhalt  des  letzteren  —  yoic(ä+*-FO- 

2.  Sind  0,^)0  die  Sei(«n  eines  Dreiecks,  so  kann  immer  eia 
Dreieck  mit  den  Seiten  "^ab-^ae,  "^be-i-ea,  Vca-\~ab  constntirt  wer- 
den. Der  Flficbeninhalt  dieses  Dreiecks  ist  die  Hallte  von  dem 
Fl&cheninfaalte  des  Dreiecks  mit  den  Seiten  a+b,  b-\-e,  e-^-a. 

3.  ^d  o,  £,  «  die  Seiten  eines  Dreiecks,  so  kann  immer  eia 
Dreieck  constrnirt  werden,  dessen  Seiten  ^b'-^-e*,  Vc*-!-«*,  Va'+i' 
üi^    Der  FUchemnbalt  dieses  Dreiecks  ist  —  jV'b»6*+6»c»+ö»a». 

4.  Sind  r  nnd  9  Um-  nnd  Inkroisradins  des  Dreiecks  mit  den 
Seiten  o,  b,  e;  f'  dar  Inkreisradios  mit  den  Säten  a~\-i,  b-^o,  e~\-a, 
so  ist  9'  =  VZrf. 

5.  Wird  aof  der  Basis  ünes  gleichschenkligen  Drdecks  ausser- 
bdb  innerhalb)  desselben  eine  Senkrechte  errichtet,  so  ist  der  dop- 
pdte  Abstand  des  Oegenei^  der  Basis  von  dieser  Normalen  gleich 
ä&  Summe  (Differenz)  der  Abstbide  der  ändern  Ecken  von  derselben 
Geraden. 

Wien,  October  1875. 


DiqllZüdbvGoOgk" 


XI. 
Klseellen. 


]>rftdaet  «Iner  oneBdUehei  FaetoreBrelke. 

Im  Folgenden  wird  bowiesen,  dass 

[Ungar] . Vung 2* .  Vung 4a; . Vtang 9x  ...  —  [2sina;]» 
Sotzt  man  in  der  identischen  Gleichung 


tang» 

"■  Bin2 

illir  Reilu  »ch: 

-■K2. 

4as  .  .  ■ 

2» 

Kinhilt 

man: 

UDg.- 

uns. 

yüng-i«  - 

—  y^ 

Vüigfa- 

.  VbU^ 

ya 

y  Bin  8s 


^-1 


yung{a— >«)  -  V8ii»(2— 'x).^ 


DiqllZüdbvGoOgk" 


lud  nach  fifnltiplication  dieser  n  Gleichnngeni 

_  4 a »"-' 

[taiigi],ytang2a.yuiig4x.yUBgar  .  .  .  ytaiig(2"->ii!) 


^1 


ysin(2«ai)  y8iii(2"x) 

-  [Bin'']'  _     Pam^? 


i^^)  y2Bin(2««) 

du  ist:  (H) 

, * « "^ ^        [2eiii*]» 

[Uiigx].ytängä^.ytMig4«.ytaiig8*  ..  .  ytang(2-->«)  — -^^^  --*- 

ysin(2^ 

Der  Nenner  diese«  Aosdrccks  Iftast  sich  in  folgender  Reihe  entwickeln: 


yBm(2-«)  -  yjl— [eo8(2ii*)]'} 

-l-^[c08(2-r)]»  +  --^|^2-^^.[cos{2-*)]*-...      (a) 
welche  conTergirt,  wofern  nnr  «  nicht  von  der  Form 

For  ganze  Zahlen  k,  k  ist.     Für  n  ^  oo   verechwindän  alle  Tenne 
aasxer  dem  ersten;  daher  hat  obiger  Neuner  den  Grenzwert  1,  nnd  ■ 
PS  reenltirt  die  zu  beweisende  Gleichung  CI)- 

Formel  (I)  kann  man  anf  andere  Art  dircct  erhalten^  Setzt  man; 

«  a_ 

[tangx].ytaDg23:.ytang4a:.yUngÜi:  .  .  .  —J 

K  ist 

DtiTch  Sabstitntion  von  u>  =  2x,  4x,  8x,  16ic,  32x  ...  in  eine  bekannte 
Foimd: 

iogtangä  =— 2[co8tc+^coB3u'+!coB6K'+lco87io+ .  .  .] 

7» 
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iÖO  iTaaÜe^. 

erbUt  nun  die  Gleichonges: 

logtang«— — 2[m)8  2«  +  1cos6z+1cos10i+}cob14«+  .  .  -3 
iiogtaag-2x=—    lcM4a-\-\coäl2x-\'icQiW«  +  \a)a2Sx+  .  .  .3 
l^logUng4r— —  )[coB8«-f  i^cos24<r+lcosK)z+;coB&6x4-  .  .  .] 
ilogtangSa:— —  i[coBl6a!+icOB48iE+äcO880a!+  .  .  .] 
nnd  dorch  Addition 

log^=— 2[coB2x4-icos4c+^coB6e4-l-coE8z4-icoslOii+  ■  ■  -1 
Und  wdl 

älogpBinie]  — — 2[cOB2ir+icoB4ii;+Jcoa6a:+icOB8a:+  .  .  .] 
u  ergebt  sich: 

logJ—  21og[2dnd;3  =  log[2tin»3* 
woranB; 

J-~  [2 Bin*]* 
w«i  2a  beweisen  war. 

Durch  Snbstjtntion  der  Werte 


wird  hieraus: 

« B 

[cotgo;].Vcotg2a!.ycotg4«.ycotg8j:  ...  —  [Jco86C»]»     (ni) 

Die  Formeln  (I)  und  (III)  lassen  sich  auch  schreiben: 

V'ung2».y'tang4c.ytang8«  .  .  .  =  2sin2iii  (IT) 

■/cö^äc.V'cötgir.V'cötgfe  .  ,  .  =icOBfic2«  (V) 

O.  Dobiciecki, 
Techniker   in   Wanchan. 
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HSbe  des  Bohwcrpnaktei  eines  PfTMiddeiifitatzeft,  deMen  Dfchtigkelt 
TOB  der  nntem  bb  ist  obem  fISehe  tleh  pro^esdT  Terlndert. 

Es  ist  von  mir  in  dem  Archiv  Teil  58.  Seite  185  etc.  «in  Aafeatz 
Qber  GreDzwertrechuong  erschienen,  welche  aaf  höheren  Bildnngs- 
anataltcn  die  IntegralrccbnuDg  teilweise  ersetzt;  mit  dieser  Rechnung 
soll  obige  Aufgabe  gelöst  werden. 

Es  sd  7  die  (JmndflSche  einer  Pyramide,  h  ihre  Höhe;  man  teile 
die  letetere  von  der  Spitze  an  in  n  gleiche  Teile,  lege  durch  jeden 
Teilpnnkt  eine  Ebene,  parallel  zur  Gmndfl&che  und  stelle  auf  Jede 

Dnrchschnittafignr  ein  Prisma  von  der  Höhe  -h;  der  Ranmlnhalt  des 
xtBH  Prismas  ist: 

Sie  Dichtigkeit  der  Pyramide  sei  an  der  Spitze  d^,  an  der  Gmnd- 
fliche  dt,  so  ist  die  Dichtigkeit  des  xten  Prismas 

folglich  das  Gewicht  des  betreffenden  Prismas: 

Kimmt  man  hiervon  den  Grenzwert  der  Summe  von  x^m  bis  x ~ w, 
Eo  ist  das  Gewicht  des  Stutzes  von  der  Höhe  1 1 JA: 

Multipticirt  man   das  Gewicht  des  Prismas  Ps  mit   dem  Abstände 

desselben  von  der  Grundfläche,  d.i.  Il JA,   so   erhält   man  das 

Moment  desselben  in  Beziehung  auf  g : 


Nimmt  man  hiervon  den  Grenzwert  der  Summe,  so  ist  das  Moment 
des  Fyramidenstntzes : 
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102  MiiceUai. 

Die  Bftlie  des  SchwerptinkteB  Qber  der  Grundfläche  g  ist 


!5('-?')»»H  +  j(i-5^)j*'W.-*.) 

Hebt  mikii  dOD  Brncli  mit    (l jgh,  setzt  (l Ja  ^  *i      nnd 

ordnet,  so  ergiebt  sich: 

j    a)('-?)('+-''r+°j^'''^+äl)('+C+Cf+*5')'''^ 
5(i-")('+2r+'?>+i('+"+3-"+S'^ 

Bezeichnet  (^  die  Dichtigkeit  an  der  obem  Flache  des  Statzes,  bo  ist 

«-^"^ 

dj^df-\-  —  (d, — di)),  oder  d^  — Wenn    man    diesen 

**  1  — - 

Wert  von  d^  eintrfigt;  so  erhält  m&n; 

Nun  ist  aber  -j-  —  -,   daher   ~  =  }/-',  trägt  man  dies  ein,  so  ist: 
n'        g  n        y  g       ^  ' 


(g+^Vgg,-h^,)d^+(3g+2Vggi+gt)d^ 

Lcbfftrmig,  also  d 
BQstntzes 


Setzt  man  in  S  die  Dichtigkeit  gleichförmig,  also  d^  —  d^,  so  ergiebt 
sich  als  Schwerpunkt  des  Pyramidenstntzes 


denselben  Ansdmck   erhält  man,   wenn   man   den   Unterschied   der 
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Momente  der  ganzen  Pyramide  und  des  abgeachiiittonon  Stockes  durch 
den  Ramninlialt  dos  Stotzca  dividirt 

Wird  g^  —  0,  so  ist  die  Höhe  des  Scbvetpauktes  aber  der  Orond- 
aache: 

ein  Ansdrack,  der  in  S  9  des  angeführten  Anfutzes  gefunden  worden  ist 
Planen  L/V.  Am  16.  Dec.  1876. 


Ei»  Beitrat  nr  Mesnac  4cr  elektromttertoehe«  KMUte  tob 
StrenquelleM. 

a)    Absolute  Measungen. 

Die  Wirksamkeit  einer  Stromquelle  hängt  ab  von  der  elektro- 
motorischen Kraft  und  von  dem  Widerstände  in  der  •Quelle  selbst 
Das  Ohm'Bcbe  Gesetz  gibt  Mittel  an  die  Hand,  diese  Stücke  auf  be- 
stimmte Masse  zurückzuführen  und  ihre  absoluten  Werte  darnach 
anszumitteln.  Die  absoloten  Werte  der  elektromotorischon  Kraft  £ 
und  dos  Widerstandes  W  einer  Stromquelle  ergeben  sich  durch  Com- 
bination  der  Besnltate  einer  hinreichenden  Anzahl  von  Versnchen, 
die  man  auf  verschiedene  Arten  einleiten  kann.  Das  Yer&hren,  wel- 
ches ich  einhalte  zur  Messung  der  elektromotorischen  Kraft  E,  besteht 
in  Nachstehendem. 

Bezeichnet  S  die  Stromstärke,  tf  den  Widerstand  im  Elektro- 
motor und  £  die  eletctromoteriscbe  Kraft  der  Quelle,  so  besteht  wenn 
kein  Neusilberdraht  weiter  eingeschaltet  ist,  die  Belation: 


Wird  nun  ein  Neueilberdraht  von  der  Länge  I  eingeschaltet,  welcher 
die  8b>}mstarke  S  auf  -  herabbringt,  so  hat  man  ftlr  diesen  Fall  die 
Gleichung: 

n        W+l  "■ 


Ans  II.  entsteht: 
nnd  nüt  Bdlfe  von  I: 


R+SI--  n£, 
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E-{-Sl  —  n£ 


Wird  nnn  n  — 2  bo  Ut  £  — j5.2  IV,  d.  h.  di«  elektromoforiscbo 
Kraft  £  iat  gloicfa  dem  Prodacte  der  Stromstärke  S  bei  keiner  wei- 
teren DrahteiDschaltnng  und  der  Länge  l  des  Ncasilberdrahtes ,  der 

die  Stromstärke  jS  änf  s  znrQckbriugt 

In  der  Physik  von  EDlp  Band  III  Seite  349  wird  E  bestimmt 
durch  die  Oleichnng: 


■i^  ('.-". 


in  welcher  S  und  S^  die  Stromstärken  bei  zwei  verschiedenen  Lei- 
tnngswiderständen  bedenten;  dieselbe  geht  in  E  —  S.l  Aber,  wenn 
I  —  0;  S,  —  iS  und  ftr  /i  —  /  gesetzt  wird. 

In  der  Gleichung:  E  =  8.1  wird  der  nnroerische  Wert  durch  die 
Einheiten,  welche  der  Stromstärke  und  dem  Widerstände  zu  Grunde 
liegen,  festgestellt 

Ein  Zinkeisenelement  Ä  gab  bei  keiner  weiteren  Br^teinachal- 
tong  eine  Ablenkung  von  640  15',  um  eine  Abtenkong  von  4£0  an  der 
TangentenbuBsole  zu  erhalten,  welcher  Winkel  dem  hiübea  Tangenten- 
wert von  64"  16'  nahezu  entspricht,  so  mnsate  ein  1,3  Meter  langer 
Nenailberdraht  eingeschaltet  werden,  in  diesem  Falle  ist: 

E  —  tg64«»  16  X  1,3  =  2,695; 

d.  h.  die  betreffende  Kraft  ist  2,695  mal  grösser  als  di«yenige,  welcbe 
bei  dem  Leitungswiderstande  eines  Nensilberdrahtes  von  einem  Meter 
Länge  und  1,6  Millimeter  Dicke  eine  Ablenkung  von  4^"  an  der 
Bussole  hervorbringt 


b)    Relative  Messungen. 

Handelt  es  sich  um  das  Verhältniss  zweier  Stromquellen,  so  ist 
folgendes  Verfahren  einznbalten.  Fdr  die  zwei  Stromquellen  bestehen 
nachstehende  Gleichungen: 


far  Quelle  A-J 

's  E 

n  ~  W+t 
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^  Qoelle  Bi{ 

wenE  8  aad  S^  die  Stromstärken  bei  keiner  wciteron  Drabteiuschal- 
tung,  B  Qsd  E^  die  elektromotorischen  Erftfte,  und  l  and  1%  die- 
jenigen Drafatlängen  bedeuten,  welche  ihre  Stromstärke  auf  den  nten 
Teil  zurOckfahren. 

Ans  I.  und  U.  erhält  mau: 

^  -  »-^    ■    • ^- 

ualog  ans  m.  und  17.: 

^-,%^   ■   ■ Tl. 

WO  durch  Sivision  von  V.  und  VI.: 


•  TU. 


herrorgeht;  d.  h.  die  elektromotorischen  Kräfte  zweier  Stromquellen 
sind  direct  proportional  den  Producten  ans  den  StromBtärkeu  bei 
keinen  weiteren  Drafateinscbaltangen  und  denjenigen  Drahtlängen, 
welche  im  Stande  sind  ihre  Stromstärken  auf  den  nten  Teil  der  ar- 
sprfknglichen  Stärken  znrfickznbringen. 

VTird  .8  —  S,  dann  entsteht  aus  VIL: 


d.  h.  die  elektromotorischen  EräfU:  verbalten  sich  wie  die  eingeschal- 
teten Drabtiängen,  welche  die  Nadel  von  einer  gleichen  Ablenkung 
auf  eine  geringere  Ablenkung  zurflckzubringen  im  Stande  sind;  ein 
Yerfahren  was  Wbeatstone  einhielt  bei  der  relativen  Messung  der 
elektromotorischen  Kräfte  von  Stromquellen.  (Siehe  Physik  von  Ettlp 
Band  m  Seite  350). 

Das  obige  Zinkeisenelement  A  verglich  ich  mit  einem  anderen  B 
das  bei  keiner  weiteren  Drahteinschaltnng  eine  Ablenkung  von  70°  16' 
an  der  Tangeutenbossole  zeigte.  Um  nun  eine  Ablenkung  von  H"  15' 
zu  erholten,  welcher  Winkel  dem  halben  Tangentenwert  von  70"  15' 
sehr  nahe  entspricht,  so  musste  ein  1,10  Meter  langer  Draht  einge- 
geschalt«t  werden,  es  besteht  die  Gleichang: 
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E_  _     te6i  X  1,3  2,695 

i^  ~tg70"  15' X  1,1  ~  3,063    °^^'- 

E:Ei  =  l:  1,13. 

Da  bei  meioer  TaDgeDtenbosBole  nur  anf  i  Orad  genan  abgelesen 
werden  kann,  so  nahm  ich  bfli  dem  Element  A  nicht  4(>*'  2\  aoudern 
460  and  bei  dem  zweiten  Element  B  nicht  biflS',  sondr^rn  nur 
54«  15'.   .  Kalp. 


Veber  das  TerUUtnln  der  Stromstlrkes  einer  Kett«  n  eLoen 
einitfen  Elenente. 

a)    Gleich  starke  Becher. 

FOr  eine  Eette  von  N  gleich  starken  Elementen  besteht  der  Aus- 
druck: 

®       MH^ ■■ 

nnd  fttr  ein  Element  der  nachstehende: 


Wird  die  Stromstftrko  S  der  Kette  auf  -    durch   eine   Drahtlänga  ' 
gedämpft,  BO  wird: 

^,      -^'       m 

n  =  JVw+ff-l-J 

erhalten.    Die  Gleichungen  I.  nnd  II.  liefern: 

,_.Wa(n-l) 
S  = . , 

und  für  n  —  2: 


zieht  man  schliesslich  II.  in  Betracht,  so  bekommt  man: 

S:,  =  Ni«,+g):l V. 

d.  b.  die  StromstArko  einer  Eette  verhAlt  sich  zur  Stromstärke  einei 
Elementes  wie  das  Product  aus  der  Zahl  der  Becher  der  Kette  in 
den  üesammtleitungswiderstand  —  Dämpfangslänge  —  eines  £1^ 
mentes  znr  DAmpfiingslänge  der  Kette. 
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Sind  in  öliger  Proportion  alle  GrOssen  bis  »nf  l  bekannt,  so  kann 
die  Dftmpfnngel&nge  durch  RechnuJi^  gefunden  werden,  mau  bat: 

I-         g        X  *. 

Zwei  gleich  starke  Zinkeisenelemcute  gaben  das  Nachstehende: 

oder: 


tg70     _  2 .US 
tg65«  30'  ~   190 
1,252  =  1,24 


Dase  die  Elemente  auch  wirklieb  gleich  waren,  ergibt  Rieh  wie 
folgt: 

118  =  to+g    oder:    ■ 

w  —  118—44  =■  74, 

da  44  der  Widerslaud  in  der  TaugcntenbusBolc,  ebenso  ist: 

190  —  210+44    oder: 

«-  =  73, 

woraas  ^e  Stärkegleicbbeit  der  Elemente  herrorgebt. 

b)    Ungleich   starke  Becher. 

Sind  die  Elemente,  welche  zu  einer  Kette  verbnnden  werden,  un- 
gleich, so  ist  die  Rechnung  für  zwei  Kiemente,  folgende.  Es  bestehen 
&i  (Uesen  Fall  dio  Oleictinngea: 


^- „+„,+,  ■ 
and; 


-  I. 


-  ^- II. 


Bringt  man  die  StromsUlrke  S  auf  -  herab,  so  ist: 

S  E+E, 

ans  I.  und  III.  wird  wieder: 


+  ^+H^< ■"■ 


woraus  für  n  =  2: 


(E±h\)Jn-l) 


l 


■  IV, 
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fanroi^ebt,  ud  «ndlich  unter  BraUckiichtigniig  voo  IL: 

8       (£+g,).(.r+ff) 

I  El  • 

sich  ergibt;  d.  h.  die  Stromstärke  der  EcUe  TerhKit  aich  zar  Strom- 
Bt&rkc  dn<  VergleichelcmeDteB  wie  das  Product  ans  der  Samme  der 
clirktromotoriechen  Kr&fto  der  Elemente  id  den  CreaamintleiUiDgswid er- 
stand —  Dämpfniigalftiige  —  des  VergleicbBlemestfis  zdiii  Prodacte 
ans  der  DämpÄingslftngo  der  Kette  in  die  elektromotorische  Kraft  des 
Tergloichel  ementM. 

In  dem  AnsdnickeV.  kann  man  auch  fOr  die  elektromotorischen 
Kräfte  die  Frodacte  der  Stromstärken  bei  keinen  weiteren  Drahtein- 
■cbaltungen  in  ihre  Widerstände  —  Dämpfongelängen  —  setzen,  wo- 
durch derselbe  in  folgenden  äbergeht: 

S       lW»+Wi*t)W 

*  ~  W»l         ' 

Fttr  eine  grössere  Anzahl  als  zwei  Elemente,  wird  die  Rechnung 
auf  eine  gleiche  Welse  geführt 

Die  experimentelle  Bestätignng  der  Gleichong:  V  b)  behalte  ich' 
mir  vor.  Kfllp. 


Heber  das  TerkKltslsa  eines  UelipIatUfM  Elevent««  ■■  «taer 

Kette  TH  Krossplatttgen  ElencBten. 

Die  Relation  für  das  kleinplattige  Element  ist: 


und  die  betrfflende   fOr  die  Kette  TOn  N  gleich  starken  Elementen, 
dio  folgende: 


Darcä  fia»  Drthllftn^  I,  wird  iS  aof  -  geslült,  wodorch  nun  erhält ; 
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Die  ßleicbODgen  11.  nod  IH  geben  den  Ausdrock: 
der  far  n  —  2  in ; 


ibergelit,  worena  unter  Zaziehiing  von  I.  die  Froporlion: 

entsteht,  d.  h.  die  StromBtärke  eines  kleinplattigen  Elementes  ver- 
hilt  üch  xnr  StTomstftrke  einer  Kette  von  grosaplattigen  Elementen, 
wir  die  D&mpfoDgsl&nge  der  Kette  zom  Prodncte  ans  der  ZaU  der 
Becher  in  den  GesammtleitungswiderBtand  —  Dämpfiingslänge  des 
kleinpl&ttigea  Elementes. 

Fflr  TwtA  gleieta  starke  Elemente  tat  Kette  verbuiden  und  einem 
kleinplattigen  Elemente  von  nur  halb  so  grossen  Platten,  erhielt  ich 
das  folgende  Besnltat: 

tgSlosy  232 

tg66«45'~  2X212 
oder: 

OM»  —  0,547. 

Da  die  Terschiedenen  Untersuch  ongen  alle  nach  demselben  Prin- 
cipe ansgefnhrt  werden,  so  ist  es  am  Platze  das  Verfahren  za  be- 
neiinen,  und  schlage  vor  dasselbe  mit  dem  Namen  „galTaaische 
Dämpfangsmethode"  za  belegen.  KQlp. 


Veter  ile  Bestlnimug  ies  LeltugnriderstaKdes  4er  Hetalle. 

Der  Leitongsviderstand  der  Uetalle  kann  auch  mit  H&Ue  der 
,^vanischen  D&mpfangsmethode"  ansgefllhrt  werden.  Han  hat  in 
diesem  Falle  die  Gleichungen: 


«  -  iP+.+  l "• 

wo  »  den  LdtangawtderBtand  des  eingeschalteten  Drahtes,  von  ge- 
gebener Lftnge ,  dessen  'Widerstand  bestimmt  werden  Mll,  und  1  die- 
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jeaifp!  LäDgc  Kc-iuilberdntht  —  Zotchasalange  —  bezdcbnet,  wplcfae 

man  noch  hinzuRlgeii  mnss,  nm  die  Stromslirke  S  auf  —  ToUst&ndig 

berabzndrflckcD.  —  Die  Länge  des  cinzuaclialtcDdeii  Drsbt«s  muss 
man  Jedoch   so  wAhlen,   dass  dorch  dieselbe  S  allein  nicht  schon 

'  -  oder  gar  kleiner  als  -  wird.    Da  die  Widerstände  der  Uetalle 

mit  Knpfer  als  gntem  Leiter  vei^lichen  werden,  so  richtet  man  sich 
am  besten  bei  der  Wahl  der  einznschaltenden  Länge  nach  dem  schlech- 
testen Leiter.  Wird  zwischen  den  Gleichungen  I.  und  ü.  £  elimiuirt, 
M  ist: 

and  für  n  =  2: 

x^W—l, 

d.  h.  der  Widerstand  des  betreffenden  Metalls  iat  gleich  der  Däm- 
pfungslftuge  des  Elementes  —  da  W-^w-^g  =  l  —  weniger  der  Draht- 
lllngo  X  —  ZnschoBslänge  —  welche  noch  eingeschaltet  wnrde,  nm  S 

auf  i.   genau  zurückzuführen.    Wenn  die  Zuschnsslänge  1  =  0,    so 

ist  IT  "  TT  d.  h.  gleich  der  Dampfungslänge  selbst 

Für  einen  zweiten  Draht  von  anderem  Material,  aber  von  gleicher 
Iiängo  and  gleichem  Querschnitt  hat  man  analog: 

folglich : 

x:x^  -  (W— i) :(!»'— ii). 

Werden  diu  Differenzen  {W — A)  and  (.W — i,)  die  Leitung»- 
faetoren  der  entsprechenden  Melalle  genannt,  dauu  ist  das  Verhftlt- 
ulsB  ihrer  Widerstände  gleich  demjenigou  ihrer  Leitungsfactoren. 

Als  Beleg  mag  folgender  Versuch  dienen.  Nachdem  150  die 
Dämpf nngslänge  dos  vorhandenen  Zinkeisenelements.  das  eine  Ab- 
lenkung von  61"  SC  gab,  gofnniieo,  so  wurde  ein  Enpferdraht  nnd 
£isendraht  von  gleicher  Länge  und  gleichem  Qaerschnitt«  nach  ein- 
ander eingeachallet,  um  die  Zaschasslängen  141  und  95  zn  finden-, 
man  bat  hiernach: 

m  _  160-141  1 

*,~  150— 95"  ""6,11' 

d.  b.  di«  ipocifischen  Leitnngswiderstflnd«  —  LtitungB&etoren  — 
radner  Drfthte  Turhiehen  «ich  wie:  1:6,11. 
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Wtnl  die  IieitnngfilhigkeJt  des  Kapfers  gieicb  100  gesetzt,  so  ist 
die  des  EiBens  in  diesem  Falle  16,36  *). 

Kfllp. 


6. 
Zur  Theorie  dea  MaxlmoBu  der  Slronitirke. 

Der  Wert  der  grössten  Stromat&rke  ist: 

iVwG 

wo  man  für  W,   die  D&mpfDDgal&Bge  des  Elementes  weniger  dem 
Widenrtande  in  der  TangentenbnsBole  setzen  ktuin,  es  ist  nun : 


2V{l-g)G 

Wird  C  —  J,  ist  femer  g  sehr  klein,  and  kann  gegen  l  vimachlässigt 
werden,  so  ist: 


d.  h.  das  Blaximum  der  Stromstärke  ist  in  diesem  Fall  gleich  der 
eleklromotischen  Kraft  dividirt  durch  die  doppelte  Dfimpfungslilnge. 

Für  einen  anderen  Uazimalwert  besteht  analog  die  Gleicbnng: 

oad  hierans: 

SiSj^-  Elj-.Ejt, 

d.  h.  die  beiden  Maximalwerte  stehen  alsdann  in  einem  zusammen- 
gesetzten TerhUtnisse ,  im  directen  Verhaltnisse  ihrer  elektromotori- 
schen Kräfte  und  zugleich  im  umgekehrten  Terhältniase  ihrer  D&m- 
pfoDgslAngcn. 

Far  E  —  £^  ist: 

8:8,-1^:1, 

*)  Um  die  Veraucha  beqncn  Basruhren  in  kOnnen,  lo  fertigt  Herr  Hecba- 
niker  Wnibler  lo  Dani»tndt  einon  Rheost&ten  mit  Feder  und  ZUiler  ISt  die 
luitrn  DmdrehDngen  an,  der  in  empfehlen  itl;  *acb  «ind  bei  demielben  em> 
tfiodliclie   TuBUilenbaMDlcD   in   haben,   die   den   nßtieen   Grad  der   Feinhait 
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d.  h.  die  StromBtärkea  der  beiden  Maximalwerte  verhalten  aich  um- 
gekehrt wie  die  BAmpfnngBl&ngen. 

Wh:d  1=1,,  80  ist: 

d.  h.  die  Stromstärken  der  heiden  MazimalwwtB  Btehen  im  directen 
TerhftltDisu  ihrer  elektromolorischen  Kräfte,  nnd  endlich  wenn  Si—S^y 
so  wird: 

d.  h.  die  elektromotoriBchen  Er&fte  rerhatten  sich  gerade  so  wie  ihre 
D&mpfongsltLngen. 

Ktllp. 
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Litterarischer  Bericht 


Methode  und  Principien. 

Eiuleitmig  in  die  Theorie  der  bestimnit(.'n  Integrale.  Von  I>r. 
J.  Tbomae,  Professor  an  der  Univcrsit&t  Freiburg  in  Badeu. 
Halle  a./S.  1875.    Louis  Nebert.    4«     48  S. 

Da  man  erst  in  neuerer  Zeit  aDgcfaiigeu  hat  die  clomeBtarcn 
GrunillageD  der  Intogralrechnaug  ciuer  omgtlichcu  Prttfung  zu  uDtcr- 
«erfen,  so  ist  es  gewiss  ein  sehr  förderliches  (Jntoruehmeu ,  die  Er- 
gebnisse dieser  Prflfuug  zum  Gegenstand  einer  von  der'Matcrie  der 
Doctrin  gesonderten  Schrift  zu  macheu-,  denn  es  dient  dazu  die 
objective  Entacheidung  über  die  principielleu  Frageu  herbeizu- 
führen, während  eiue  einem  bestimmten  Lehrgang  vorausgeschickte 
Behandlang  derselben  die  Basis  als  snbjcctivo,  durch  die  Wahl  der 
Methode  inotivirte  erscheinen  lässt.  In  der  Tat  beschrSukt  sieb  die 
vorli^iende  Schrift  auf  die  BegrOudnug  der  BegriiTe  nnd  elementaren 
allgemeinen  Sfitze.  Fleiss  und  Sorgfalt  in  der  Bearbeitung  ist  durch- 
weg uuvcrkenubar ,  esactcs  Zuwerkegeheu  und  Bttudigkeit  fflr  einen 
hinreichend  grosseu  Teil  zuzugestehen,  damit  ungeachtet  wesentlicher 
M&ngel  das  Ganze  im  Zusammenhang  verstaudeu  norden  kann.  Wegen 
dieses  im  ganzen  bewahrten  Zusammenhangs  ist  es  aber  auch  nicht 
schwer  zu  erkenucu,  wie  eiue  Incorrectheit  im  Anfang  die  Ursache 
immer  neuer  Dunkelheiten  wird.  Der  Verfasser  ist  nämlich  noch 
nicht  darttber  zur  Klarheit  gelangt,  was  unendliche  Grossen  sind:  es 
fehlt  in  den  anfänglichen  Bestimmnugeu,  so  wie  in  principiollen  An- 
wendungen durchweg  die  Unterscbeidnng  der  Variabein  und  Constanten. 
Er  sagt,  die  Rechnung  mit  irrationalen  Zahlen  hembe  auf  einer  Ans- 
TtULIZ.    Hdll.  I 
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debuDDg  dos  Oleichheitebogriffs.  „Zahlen  faeissen  gleich,  wenn  mos 
von  ihaeu  D&chweisen  kann,  dasa  aio  sich  um  weniger  als  jede  dem 
abflolnten  Betrage  nach  noch  ao  klein  vorgegebene  (zauächst  rationale) 
Zahl  unterscheiden ."  Offenbar  wäre  diese  Differenz  =>  0,  wenn  es 
sich  um  beiderseitig  constant«  GrOssen  handelte.  Dann  aber  iräre 
der  Sinn:  Zahlen  hoiseen  einander  gleich,  nenn  ihre  Differenz  nnll 
ist  Und  das  wäre  keine  Ausdehnung  des  Gleichbeitsbegriffs.  Die 
hier  gemeinte  Differenz,  welche  allein  Sinn  hat,  ist  also  eine  variabel^, 
der  Bestimmung  gemäss,  trotz  der  Vermeidung  des  Namens,  unendlich 
kleine;  die  approximativ  dargestellte  Irrationale  ist  eine  v&riabele 
Zahl,  ihr  ideeller  Wert  deren  Grenzwert-  Zur  Erlcichtcrnng  des 
Ausdrucks  schieiben  wir  in  vielen  Fällen  die  Variabele  statt  ihres 
Grenzwerts,  z.  B.  «  —  3,  14  .  .  .  statt  «  =  Hm  3,  14  ,  .  .  nnd  zwar 
ohne  Zweideutigkeit,  weil  unter  n  eine  Constanto  verstanden  wird. 
Der  Sinn  der  Gleichheit  aber  ist  hier  genau  derselbe  wie  üborall. 
Daher  ist  nicht  der  mindeste  Grund  zur  Erweiterung  des  Gleichbeits- 
begriffs. Allein  die  Statuirung  einer  aolchen  ist  nicht  bloss  fiber- 
flttssig,  sondern  auch  falsch  und  unklar,  folsch,  sofern  sie  die  Aus- 
sage includirt,  das  gleich  Genannte  nnd  als  gleich  Behandelte  sei  nicht 
eigentlich  gleich,  unklar,  sofern  sie  die  Bedingung  des  cxacten  Ver- 
Bt&ndnisaes  verhüllt,  die  Auffassung  der  gesetzmElssigen  Variabilität. 
In  der  Tat  scheint  der  Verfasser  Mühe  darauf  verwandt  zu  haben, 
es  mit  der  Formulirung  der  Definition  denjenigen  recht  zu  machen, 
denen  das  Erlernen  Jener  Bedingung  unbequem  ist,  die  am  liebsten 
solange  mit  nnsicbem  Orunds&tzon  wirtschaften,  bis  sie  auf  einen 
Fehler  stosaen.  Die  Begüngtignng  solcher  Leser,  die  sich  namentlich 
durch  Umgehung  des  Wortes  „nneudlich  klein"  kund  gicbt,  ist  um 
so  verwerflicher,  weil  die  völlige  Klarlegung  des  Sachverbältnisscs 
änSBorBt  leicht  gewesen  wäre. 

Die  hervortretendst«  Folge  des  genannten  Mangels  ist  die  Dankcl- 
heit,  welche  beat&ndig  über  dem  Verhältniss  der  EinzelwertA  der  Va- 
riabein zum  Intervall  waltet.  Da  wir  das  Verhalten  einer  Function 
im  Intervall  analytisch  nur  durch  die  Auffassung  von  Einzelwcrten 
fiziren  kfinnen,  so  mnsste  Über  die  Beziehung  zwischen  beiden  Bechen- 
scbaft  gegeben  worden.  Dies  ist  hier  nicht  geschehen;  vielmehr  lasst 
die  DarsteUnng  den  Schein  bestehen,  als  weun  die  Einzelwcrte  das 
Intervall  ausmachten.  Namentlich  wird  von  national-  und  Irrational- 
zablen  in  einem  Intervall  (etwa  von  0  bis  1)  stets  so  gesprochen,  als 
wären  ue  2  coordinirte  Claasen  von  Zahlen,  die  aich  in  das  Intervall 
teilten.  Dabei  bleibt  unbeachtet,  dasa  die  Irrationalen  durch  kein 
Gesetz  auf  Einzelwerte  beschrankt  sind,  sondern  als  blosser  Best 
auftreten,  während  die  Rationalen  eine  unendliche  Doppelreihe  von 
Einzelwertien  bilden,  nach  deren  Wegnahme  das  Intervall  so  gross 
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bleibt,  wie  ca  war.  Wie  wir  aus  der  geometrischoa  Darstetlang  ken- 
nen, hat  das  Integral  ff(x)Sx  einen  Wert  nur  vermöge  des  IntervalU, 
das  X  dnrcblfinß,  und  bleibt  unverändert,  wieviel  auch  Einzclwerte 
von  /x,  sei  es  auch  eiue  noeDdliche  nncndlichfacbc  Reibe  von  solcben, 
beliebig  abgeändert  werden,  da  ja  uncndlicb  viele  Ordinaten  keinen 
Teil  der  Fläche  bedecken.  Waa  BO  durch  räunüicho  Betrachtung  sofort 
erhellt,  folgt  aber  aach  aus  der  aimlytisclieu  Definition  des  Integrals. 
Letztere  gründet  sich  zwar  auf  die  Einzelwerte,  hobt  aber  die  ein- 
geführte Lttcks  durch  die  Tiedinguag  vollständig  auf,  dass  das  Integral 
von  der  Teilung  des  Intervalls  unabhängig  sein  mnss.  Die  Definition 
lässt  eine  eiclosiv  rationale  Teilung  zn,  gestattet  aber  anch  alle  ratio- 
nalen Werte  zu  flberspringen.  Entweder  ist  in  beiden  Fällen  das 
Resnitat  dasselbe,  oder  es  gicht  kein  Integral;  nie  aber  kOnncn  die 
Werte  von  /(z)  fllr  rationale  r.  einen  Einfluss  auf  den  Wert  des  Inte- 
grals Oben.  Diesen  Umstand  verkennt  der  Verfasser  augenfällig, 
indem  er  in  g.  20.  „Beispiele  unendlich  oft  unstetiger  integrabeler 
Fnnctioncn"  Falle  anffQhrt,  wo  die  zu  iutegrircndo  Fnnctiou  /(ic)  Ar 
alle  irrationalen  x  null  ist,  und  gleichwol  ihre  Werte  fOr  rationale  z 
noch  besonders  gcsetzmässig  bostimmt  Der  Integratvrcrt  mnaste  null 
sein  anch  ohne  jenes  letztere  Gesetz.  Dieses  hatte  die  mOssige  Be- 
Btimmong,  dass  der  für  solche  Fälle  offenbar  nicht  ausreichende  Wort- 
laut der  Dofinition  auch  hier  zutreffen  sollta  Doch  der  Begriff  hat 
sich  nicht  nach  dem  Wortlaut,  soudom  der  Wortlaut  nach  dem  Be- 
griff zu  richU^n.  Um  Integrale  von  Functionen  einfuhren  zu  kOnaen, 
deren  Einzelwerte  eine  vom  trennenden  Intervall  abweichende  Be- 
slimmnng  haben,  war  der  Ergänzungssatz  notwendig:  Dos  Integral 
einer  Function  ist  unabhängig  von  allen  durch  Intervalle  getrennten 
Einzetwcrten  derselben.  Giebt  es  also  für  alle  Teilnugen,  welche  die 
Einzetwcrte  Oberspringen,  einen  von  der  Teilung  unabhängigen  Grenz- 
wcrt  der  in  der  Definition  bezeichneten  Summe,  so  ist  dieser  unbedingt 
der  gOltige  Integralwert,  Dann  fallen  viele  bloss  durch  Ungeschick 
in  die  Betrachtung  hineingezogenen  Souderb&riceitcn  weg,  nnd  die 
Theorie  vereinfacht  sieh  bedeutend. 

Wenn  im  Verlauf  der  Schrift  öfters  Fragen  anftreten,  die  sich 
nur  unter  Beschränkungen  des  Fuuctionsbegriffs  entscheiden  Itesscn, 
so  ist  es  nicht  der  wahren  Sachlage  entsprechend,  diesen  Umstand 
als  Besonderheiten  jener  Fragen  darzustellen.  Der  allgemeine  Func- 
tionsbegriff  hat  sich  nach  jeder  Richtung  hin  als  nnfmcbtbar  erwiesen. 
Wie  der  Erfolg  lahrt,  ist  die  snccessive  Erweiterung  der  einzig  natur- 
gemässe  Weg.  Man  sollte  daher  nicht  den  entgegengesetzten  Schein 
solange  als  möglich  zu  erhalten  suchen.  Wie  nun  in  §.  4.  der  Ver- 
fasser sagt,  tritt  der  FuncÜonsbegriff  hi  seiner  ongemeinston  (d.  h. 
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doch  wol  allgemoineren)  BedeutiiDg  zum  erstenmal  bei  der  Lehre  Ton 
deu  beBtimmten  lutegralDD  auf.  Er  rechtfertigt  dadarch  eine  voraus- 
gehende Besprechung  desselben.  Noch  mehr  gerechtfertigt  ist  aber 
jedeüfallB  die  Forderung,  dass  zur  Graudleguug  der  Theorie  nicht 
S&tze  verwandt  werden,  die  sieb  auf  den  speciolleren  Begriff  statzen. 
Da  der  Verfasser  sie  aasser  Augen  setzt,  da  er  den  Differential- 
qaoücnten  in  die  Betrachtung  zieht,  einige  aof  donselben  fassende 
Sfttze  aber  Integrale  als  bekannt  citirt,  daraus  den  Mittelwertsatz  ab- 
leitet  und  diesen  wieder  för  die  fernere  Bcgranduiig  gebraucht,  so 
ist  die  ganze  voransgehciide  Besprechung,  abgesehen  von  einem  gros- 
sen Teile,  der  schon  für  die  Differentialrechnung  notwendig,  nnd 
dahin  zu  verweisen  ist,  nur  eine  Störung  des  logischen  Connexes. 
Der  Satz  aber  den  das-  Integral  darstellenden  Summengrenzwert  liess 
sich  ohne  alle  Vorbereitung  auf  algebraischer  Basis  begründen;  ans 
ihm  folgten  dann  leicht  der  Hittelwertsatz,  die  Differentiation  sowie 
die  ahrigen  bekannten  elementaren  Satze,  und  die  Bedingungen  der 
Galligkeit,  die  wie  richtig  bemerkt  immer  nur  als  ansreicbend  nie  als 
notwendig  nachgewiesen  werden  können,  lagen  dann  weit  flbersicht- 
licber  zntage,  als  es  auf  dem  längeren  und  heterogen  gemischten 
Wege  der  Herleitung  erreichbar  ist.  H. 

Die  ersten  S&tze  der  ebenen  Geometrie.  Grundbegriffe.  Winkel. 
Dreieck.  Viereck.  Von  Ang.  Moroff,  Assistenten  an  der  Stndien- 
anstalt  zu  Hof.  Mit  in  den  Text  gedruckten  Figuren.  Hof,  Franz 
Sflching.    4&  S, 

Indem  wir,  absehend  von  der  besondern  Bestimmung  fOr  gewisse 
Schalen,  das  Wcrkchen  als  einen  methodischen  Versuch  betrachten, 
geleitet  von  dem  Gedanken  eine  vorgefundene  Abneigung  der  Anßlnger 
gegen  das  Studium  diT  Geometrie  zu  Qberwinden,  wird  es  hier  nur 
darauf  ankommen,  das  EigcntQmliche  daran  herauszustellen.  Eine 
vorausgeschickte  Besprechung  der  Grundbegriffe  gicbt  zu  erkennen, 
dass  der  Weg  durch  den  Verstand  zur  Anschauung  gewählt  worden 
ist.  Ein  solcher  bat  mindestens  die  gleiche  Berechtigung  wie  der 
umgekehrte,  hei  welchem  aberdics  gewöhnlich  die  Verstandesentwicke- 
luug  vernachlässigt,  oft  sogar  vereitelt  wird.  Die  beste  Wahl  wird 
immer  ein  Gleichmass  in  dir  Inanspruchnahme  beider  Fähigkeiten 
sein.  Die  Besprechung  ist  stellenwcis  einfach,  leichtfaaslich  und  eiact, 
stcllenwcis  wieder  geschraubt  und  nur  fOr  Kundige  verstAudlich,  z.  B. 
die  Erklärung  der  Richtung  durch  die  Visirlinie.  Doch  dem  lasst 
sich  durch  den  Vortrag  abhelfen;  wichtiger  ist  es,  dass  sich,  und 
zwar  nicht  selten,  das  Richtige  mit  Falschem  untermischt  vorfindet. 
So  steht  z.  B.  hier:  „Wir  sagen,  der  Raum  sei  unbegrenzt  —  den- 
noch betrachten  wir  ihn  als  ein  Ganzes  --".    Diese  Aufstellnag  ist 
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nicht  zu  ergäDzen,  Bondcm  geradezu  umzukehren:  Der  Baam  ist 
nobegreDzt;  man  spricht  oft  incorrcct  von  ibm,  als  wenn  er  ein 
Ganzes  nfire  und  Teile  hätte.  Ferner  liest  man  hier  die  falsche  Be- 
hauptung: „Eiae  unuutfrbrochene  Folge  von  Pankten  heisst  eine 
Linie".  Die  Vorstclinngon  der  Bewegung  und  des  gleichzeitigen  Statt- 
findens  einer  Vielheit  mischen  sich  hier  ouklar  durch  einander.  Dass 
nncndlich  viele  Paukte  keine  Linie  ausmachen,  war  wichtig  genug, 
deuüicb  auszusprechen.  Statt  dessen  wird  der  Unterschied  geflisBont- 
lich  vertuscht,  nnd  die  Lücke  dea  Verständnisses  mit  dem  unverein- 
baren Prfldicat  „ununterbrochen"  verdeckt,  Aehuliches  würde  viel 
zu  rflgen  sein.  Auch  dorn  Parallelen sntz  ist  ein  falscher  Beweis  bei- 
gefügt worden;  die  darnnterstebende  Bemerkung,  der  Beweis  sei 
offenbar  correct,  kann  die  fehlende  Gedankenverbindung  uickt  her- 
stellen.    H. 

Reine  Analysis. 

üeber  eine  Function,  welche  einer  linearen  Differential-  und 
Differeuzougleichuiig  vierter  Ordnung  GeuSge  leistet  Von  Dr.  J.  Tho- 
mae,  Professor  an  der  Universität  Freibnrg  in  Baden.  Halle  a./S. 
1875.    Lottis  Nehert.    4".    22  S. 

Der  Verfasser  hat  in  den  Gdtt  Nachr.  1674.  p.  249.  die  Differen- 
tialgleichung, durch  wclcho  diese  Function  definirt  ist,  hergeleitet, 
und  fQhrt  gegenwartig  die  damals  angekfindigte  Absicht  aus,  dieselbe 
in  ausgedehnterer  Weise  zu  discntiren.  Er  definirt  im  Artikel  I  eine 
Function  P  durch  ihre  Periodicität  und  weist  im  Artikel  11  deren 
Identität  mit  dem  vollständigen  Integrale  einer  Differentialgleichung 
4.  Ordnung  nach,  woraus  ihre  Existenz  sich  ergiebt  Im  Artikel  III 
wird  gezeigt,  wie  sich  eine  Diffcrenzengleichung  durch  eine  nach 
Gauss'schen  i7-Functiouen  fortschreitende  Reihe  mittelst  der  Methode 
der  unbestimmten  Coefficienten  integriren  Iftsst,  im  Artikel  IV,  dass 
die  Function  P  auch  noch  das  vollstAudige  Integral  einer  Differenzen- 
gleichiing  4.  Ordnung  isL  Im  Artikel  V  werden  die  Darstellungen 
sämmtlicher  Zweige  der  Function  P  in  den  Punkten  0,  1,  oo  durch 
bestjmmte  Integrale  aufgestellt,  im  Arldkel  VI  die  Anwendung  von 
iQtegralen  gerechtfertigt,  welche  uach  gewöhnlicher  Definition  keinen 
Sinn  haben.  Im  Artikel  Vn  werden  gewisse  Coefficienten,  die  den 
Zusammenhang  der  einzelnen  Zweige  von  P  uuter  sich  vermitteln, 
durch  fl-Functionen  und  hypergeomctrische  Reihen  3.  Ordnung  dar- 
gestellt. Der  Verfasser  hebt  noch  eine  im  Artikel  IV  cnthalteue 
Untersuchung  als  von  allgemeinerem  Interesse  horvor,  in  welcher  eine 
ans  den  Lfisungon  einer  DifEerenzcugleichung  2.  Ordnung  und  ihren 
ersten  Differenzen  gebildete  Determinante  durch  i7-Fnnctionen  voll- 
ständig dargestellt  wird.  H. 
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Eltiptischo  Fauctionen.  Theorie  nnd  Geschichte.  Academische 
Vortrago  von  Dr.  Alfred  Ennepcr,  Proft-ssor  an  der  Universität 
za  OöttingoQ.    Halle  a./S.  1876.    Louis  Nebert.    541  S. 

Wcan  mau  beim  Erscbeinen  eines  ueuou  Lehrbachs  Ober  ellip- 
tische FunctioDcn  hanptsächlich  an  3  verschiedene  Darstell ungswoisoii 
(teukoD  kann,  die  historische,  systematische  und  methodische,  so  ist, 
wie  der  Titel  es  noch  nicht  kund  giebt,  hier  sichtlich  die  zweit«  ge- 
wählt worden.  Für  die  Aiiordnang  scheint  vorzugsweise  die  Natur 
des  Lehrstoffs  und  die  Uehersichtlichkeit'dor  Resultat«  massgebend 
gewesen  zu  sein,  wenn  man  auch  in  einzelnen  Punkten  nicht  mit  der- 
selben oinv erstanden  sein  kann,  z.  B.  wo  die  Reduction  der  Integrale 
in  einem  Abschnitt  bcgiunt,  in  einem  viel  späteren  fortgesetzt  wird. 
Die  Geschichte  hat  dabei  iu  doppelter  Hinsicht  Beachtung  erfahreu, 
einesteils  durch  den,  wie  sich  wol  annehmen  lilast,  vollständigen  Nach- 
weis der  zu  den  einzelnen  Theorcnieu  gehörigen  Litteratnr  und  durch 
viele  darauf  bezügliche  Notizen,  andei-n teils  durch  die  Reproduction 
der  Methoden  aus  den  Originalarheiten ,  welche  im  wesentlichen  bei- 
behalten sind.  Beides  ist  jedoch  nicht  ausreichend  den  Entwickelongs- 
gang  der  Entdeckungen  im  Zasamnicn hange,  sowie  die  Art  uud  Weise 
der  Beteiligung  erkennen  und  so  den  historischen  Gcsichtspuukt  &)?■ 
obersten  oder  auch  nur  ernstlich  ins  Ange  gefassten  erscheinen  zu 
lassen.  Mit  jener  WiedeiTjabo  historischer  Methoden  wäre  offenbar 
dio  dritte  Darstellungs weise  unvereinbar  gewesen.  Nimmt  mau  sich 
zum  Ziele,  den  gesammten  Inhalt  auf  kürzestem,  instmctivstom  und 
elegantestem  Wege  herzuleiten,  so  kann  man  nicht  gleichzeitig  Me- 
thoden aufbewahren  wollen.  Erwögt  man  aber,  dasa  zu  letzterem 
Zwecta)  dio  Jedermann  zugänglichen  Originalarheiten  genügen,  und 
dass  im  ganzen  schon  eine  grosse  Anzahl  von  Bearbeitungen  der 
Theorie  existirt,  so  wird  man  einen  wesentlichen  Fortschritt  in  der 
Methode  von  einem  neuen  Gesammtwerkc  über  den  Gegenstand  mehr 
erwarten  und  wUuschen  als  nochmalige  Reproductionen,  und  zwar 
einen  Fortschritt,  der  das  Ganze,  nicht,  wie  die  Itarstcllung  des  Ent- 
deckers, das  blosse  Theorem  im  Auge  hat.  Der  Verfasser  sagt  nun, 
dass  seine  eigenen  Arbeiten  im  9."  Abschnitt  enthalten  sind.  Dieser 
handelt  von  der  Substitution  nten  Grades  und  der  Multiplicatiou  und 
besteht  aus  Oeductioncu  namhafter  Autoren,  ohne  Angabe  was  der 
Verfasser  dazu  getan  oder  ilarau  geändert  hat;  eine  neue  Beziehung 
der  Theoreme  unter  sich  tritt  hier  so  wenig  wie  in  den  übrigen  Ab- 
schnitten zut^e.  Cousequeuterweise  ist  mit  den  Methodeu  auch  die 
Bezeichnung  beibehalten  werden,  was  der  Verfasser  mit  den  Worten 
motivirt:  „Die  Theorie,  wie  sie  Jacob?  hinterlasscu,  kann  nicht  als 
abgeschlossen  angesehen  werden,  so  dass  wol  einer  spätem  Zeit  eine 
einheitliche  Bezeichuting  vorbehalten  bleibt."    Unter  diesem  Gesichts- 
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IJiiikt  durfte  noi  allenfallB  Jacobi  die  Beibehaltang  der  Legendra'achen 
lloziichnnng  reclitfertigeD,  wiewol  er  soweoig,  als  es' Abel  getan  hat, 
-ich  darau  fUr  gebunden  za  halten  brauchte.  Heutzutage  aber  ist 
ili-r  Grund  gOnzlich  hinftllig,  da  kein  Mensch  mehr  daran  denkt,  dasB 
üe  Theorie  dnrch  nenc  Entdecknngcu  in  ihren  GrundzQgen  reretndert 
norden  konnte.  Worauf  wir  dann  noch  warten  sollen ,  ist  nicht  ab- 
^Dscbeo.  £a  handelt  sich  nicht  um  ein  UebereinkommeD  Ober  frei 
m  wählende  Zeichen,  sondern  vor  allen  Dingen  um  Anerkennung  der 
MiL'lilage,  die  TermGge  der  Inversion  eine  andere  ist,  als  sie  for  Le- 
Lindre  war.  Die  Amplitude  war  ein  aus  praktischem  Grunde  ge- 
»äliltes  Functionsargnment,  jutzt  ist  sie  für  Dcdactionen  oino  dispo- 
bibcle  Verroittelang,  für  das  Functionazeichcn  aber  ein  bedentangsloscs, 
<  utstellendes  Einschiebsel.  Hierüber  existirt  keine  Meinnngsverschie- 
itobeit;  cntscbUesst  man  sieb  aber,  der  Sachlage  Folge  zu  geben, 
"1  ist  ancb  die  Wahl  der  Zeichen  keine  Frage  mehrj  denn,  ntt^en 
is  Viele  oder  Wenige  sein,  die  der  Gndennann'schen  Bezeicbnung 
l'igeUeten  sind,  es  sind  eben  Alle,  die  jenen  Entschluas  gcfaast  haben, 
nuij  Ton  Seiten  der  Uebrigen  liegt  kein  Einwand  vor.  Das  einzige 
mtreffonde  Motiv  für  die  Beibehaltung  der  Legen dre'schen  Zeichen 
iii  daher  die  Erhaltong  ä  tent  prix,  und  diesei>  ist  allerdings  mit 
dem  Geiste  des  Buches  in  voUpr  L'e  berein  Stimmung.  Waa  den  Um- 
lang  des  Lehrstoffa  betrifft,  so  wird  man  zwar  in  manchen  Stücken 
^m  Enuessen  des  Bearbeiters  gern  überlassen  die  Grenzen  zu  be- 
iiimmeD;  in  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  kann  jedeufalls 
iiaraber  wenig  Zweifel  sein.  Sase  aber  das  von  Abel  so  kurz  und 
<'^aiit  gclöata  Problem  der  Division  div  elliptiachen  Functionen,  nebst 
dw  daraus  leicht  hervorgehenden  Lösung  für  die  Tbetafnnctionen 
lieinc  Aufnahme  gefunden  hat,  ja  nicht  einmal  erwähnt  ist,  läsat  sich 
mm  durch  irgend  welche  Erwägungen  erklären.  Nach  Behandlung 
der  Hottiplication  im  letzten  Abschnitt  mnaa  die  IVage  der  Division 
f'Dlsleheu;  hier  aber  bricht  das  Lehrbuch  ab  und  tässt  den  Leaer 
(ihae  Bescheid.  Bei  allem  indes^  was  im  einzelnen  zu  misbilligen  bleibt, 
iit  ouuierkennen,  dasa  das  Buch  das  Interesse  der  Stodirenden  mehr 
im  Aoge  hat,  als  es  eine  Beihe  von  Erscheinungen  auf  dem  gleichen 
(iebipte  betätigt  haben.  Nachdem  eine  Zeitlang  Methoden  beliebt  wa- 
T«i,  welche  die  Anfangsgründe  ans  der  Theorie  der  Complezen  her- 
zten, also  au  sich  Deutliches  auf  undeutlichen  Gmnd  stellen,  dadurch 
die  Einbildung  des  Wissens  mehr  als  die  selbständige  Productions- 
and  Urteilskraft  fördern ,  den  Stndirenden  gerade  das  verschweigen, 
'M  sie  bei  Vorkommen  elliptischer  Integrale  in  eigenen  analytistjien 
Kecboiingen  notwendig  brauchen,  um  von  der  Theorie  Anwendung 
zu  machen,  musste  eine  BQukkehr  zur  natürlichen  reellen  Methode 
scliau  ab  solche  willkommen  sein,  so  wünschenswert  es  auch  war, 
ilw  sie  sich  darch  bdfaere  Ansbildnog  mehr  empfohlen  hätte,  gerade 
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am   der  überhand    aehmeuden  Macht   des   verkehrten   didaktiscben 
Princips  den  Boden  zn  entziehen.  H. 


Geometrie. 

Elemente  der  Geometrie.  Grate  Abtbeilnng.  Geometrie  der  Ebene. 
Systematisch  entwickelt  Ton  Sr.  Friedrich  Ernse,  Oberlehrer  am 
königlichen  Wilhelmsgymnasinm  zu  Berlin.  Berlin  1875.  Weidmaui. 
319  S. 

Das  Yorliegendo  ist  eine  neue  Bearbeitung  d»  Geometrie  der 
Lage.  Obgleich  keine  dirccte  AeasseniQg  darüber  gegeben  ist,  scheint 
doch  die  Bestimmaug  fQr  den  Scbulge brauch  Uiils  indirect  aogcdeuti't 
zu  sein,  teils  ans  dem  Umfang  der  behandelten  Gegenst&nde  za  er- 
helleu.  Der  Verfasser  sagt,  auf  fremde  Aeusserung  gestützt:  es  habe 
bisher  nur  an  dem  einen  gefehlt,  dem  Principe  der  Projectivit&t  auch 
im  Gebiete  der  Eukiidischen  Gcomietrie  die  Herrschaft  zu  verschaf- 
fen; or  glaube  mittels  einer  eingehenderer  Gliederung  der  perspectivi- 
Bchen  Lage  diese  Herrschaft  fest  begründet  und  die  Grundlagen  einos 
Lehigebüades  klar  gelegt  zu  haben,  das  den  richtigen  wissenschaft- 
lichen und  didaktischeu  Anforderntigen  in  hohem  Grade  geuflge.  Da 
die  gegenwärtige  Bearbeitung  die  rfluuiiichen  Grundbegriffe  grOnd- 
licher,  exacter  und  richtiger  behandelt  als  die  meisten  Lehrbüiber  der 
Geometrie  es  tun,  bo  ist  es  wol  ain  Orte,  die  bestimmten  Punkte  zu 
besprechen,  welche  in  dieser  Hinsicht  verschiedenes  vermissen  lassen. 
Der  erste  bezieht  sich  auf  die  AustUhruugeu  im  Vorwort  Hii-r  ist 
das  Verhtütniss,  in  welches  der  Verfasser  die  Geometrie  der  Lage  zur 
Euklidischen  Geometrie  stellt,  ganz  ungenügend.  Es  trifft  nicht  ein- 
mal genau  zu,  dass  letztere  von  der  Grösse,  erstere  von  der  Lage 
handele:  in  der  Euklidischen  sind,  gleiciiviei  ob  viel  oder  wenig  da- 
von die  Rede  ist,  die  Elemente  der  Lagenbestlmmuag  vollständig  ent- 
halten. Was  er  aber  ganz  iguorirt,  ist  das  entgegengesetzte  didakti- 
sche Ziel  beider,  dass  u&mlicb  letztere  die  Conceutratiou  auf  die 
notwendigen  Bedingungen  mathematischer  Krkeuutuias,  erstere  die 
Ausbreitung  und  Systemutisirung  des  Lehrstoffs  verfolgt  Soll  aber 
erstere  die  Herrschaft  im  Gebiete  der  letzteren  gewinnen,  so  moss 
man  verlangen,  dass  sie  entweder  dahin  gelangt  das  Concentrations- 
vermögeu  in  gleichem  Hasse  zu  cultivireu  oder  zeigt,  dass  es  Obor- 
flüssig  sei,  was  kein  wissenschaftlicher  Mathematiker  zugeben  wird. 
Die  gegenwärtige  Bearbeitung  besteht  nnr  in  Ausbreitung  und  Glie- 
derung. Soviel  mau  auch  Wert  auf  diese  legen  mag,  zur  mathema- 
tisch wissenschaftlichen  Bildung  den  Grund  zu  logen  reicht  sie  nicht 
hin.     Anders  haben   andere  Bearbeiter  das   Verh&ltniss   anigefaast 
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TbomM  (8.  litt.  Ber.  239.  S.  6.)  charakteriBirt  die  Geometrie  der  Lage 
als  die  allgemeinere,  auf  weniger  YoraaBsetzangen  basirte,  woranB  eine 
weitTollfl  VerwcDdang  für  das  Studium  der  Ifethodik,  aber  nicht  fOr 
den  Elementarantemcbt  hervorgeht. 

In  dem  Hanptstflck  Qher  die  Grandbegriffe  finden  sich  3  Stellen, 
welche  der  ErgftDznug  bedürfen.  Bei  Einführnng  der  Bew^nng  (§.  4. 
S.  3)  fehlt  die  notwendige  Voraussetzung  des  Grundb^iffs  der  Con- 
gmenz.  Wird  diese  Voranssetznng  nicht  ausgesprochen,  so  bleibt  eine 
Unklarheit  fdr  die  ganze  Folge  znrflck.  Schreibt  mau  einem  Raum- 
gebilde Bewegung  zn,  so  gebOrt  dazu  die  Vorstellung,  dass  es  bei 
Ortsverändernng  dasselbe  bleibe.  In  der  Physik  beruht  diese  Idcu- 
titit  auf  der  Materie,  in  der  Geometrie,  welche  davon  abstrahixt, 
kann  sie  nur  in  der  Congmenz  bestehen,  man  mttsste  denn  den  Be- 
griff der  Bewcgnug  weiter  ausdehnen  wollen,  als  es  hier  nnd  gewöhn- 
lich geschieht  Der  Mangel  macht  sich  besonders  bei  Erklärung  der 
Geraden  bemerklich.  Zweitens  ist  die  Erklärung  einer  Strecke  (j.  4. 
S.  5.)  nicht  in  Uebereinstimmuug  mit  der  Anwendung.  Nach  jener 
giebt  es  zwischen  2  Punkten  nur  eine  Strecke,  nach  dieser  2  ent- 
gegengesetzte. Letzteres  ist  richtig,  die  Erklärni^  ist  zu  berichtigen. 
Drittens  ist  {%.  7.  S.  6.)  bei  Verschiebung  einer  Geradon  nnr  von 
Terachiobnng  in  sich  die  Bede;  wie  es  mit  der  Terschiebong  nach 
aussen  steht,  fehlt  Jede  GHtrternng.  H. 

ä^mentg  de  g^om^trie  projectire.  Par  Lnigi  Cremona,  Di- 
rectenr  de  Tficole  d'appUcation  dos  Ingenieurs  b.  Rome,  traduita,  avec 
la  coQaboration  de  l'antenr,  par  Ed.  Dewulf,  Chef  de  bataillon  dn 
G^nie,  Officier  de  la  Legion  d'Honneur,  ete.  Premixe  partie.  Paris 
1875.    Ganthier-Villars.    272  8. 

Die  Bestimmung  des  Buchs  ist  es  nach  Erklärung  des  Verfassers, 
die  Kenntniss  der  Theorien  und  Methoden  der  neuem  synthetischen 
Geometrie,  von  Camot,  Brianchon,  Ponc«let,  Mobius,  Steiner,  Cbogles, 
Staodt  n.  A.  sftmmtlicb  in  der  ersten  Hälfte  unseres  Jahrhunderts 
geschaffen,  auf  den  italieuischeu  Schulen  zu  verbreiten.  Obwol  er 
dem  Werke  in  keiner  Hinsicht  Originalität  anschreibt,  so  ist  dasselbe 
doch  keine  blosse  Reprodnction ;  die  einheitliche  Verarbeitung  nach 
dem  Gesichtspunkt  leichtest  mögUchcr  Äueiguuug  ist  Jedenfalls  eine 
Leistung,  die  ihm  als  eigene  zukommt.  Er  deutet  dies  nur  in  Form 
einer  Rechtfertigung  an,  indem  er  sagt,  dass  er  sich  an  den  Gang 
der  einzchicn  Autoren  nicht  gebunden  habe.  Eine  gleiche  Freiheit 
nimmt  er  zum  Zwecke  der  Verdeutlich uug  und  Verein&cbnng  auch 
in  Anspruch,  indem  er  sich  nicht  auf  ezclnsiv  planimetrische  Be- 
trachtoug  beschränkt,   vielmehr  Öfters  auch  lUamgebilde  ausser  der 
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Ebeue  znziebt.  Eine  dritte  Licenz,  zn  der  er  flieh  bekennt,  ist,  daM 
er  nur  BQlt«n  die  Qnellea  citire,  auch  bisweilen  aDdere  als  die  ersten 
Bearboitangen  angebe;  er  habe  bei  den  wenigen  Citaten  allein  den 
Zweck,  die  Jngend  mit  den  Namen  der  grosHen  Meister  der  WMsen- 
Bcbaft  bekannt  zn  macheD.  Gegen  das  VerfahreD  an  sich,  nur  onter 
anderm  Gesichtspnnkte ,  würde  nichts  einzuwenden  sein;  bei  Anwen- 
dung oder  Verbreitung  l&ngat  bekannter  Sfttze  und  Methoden  denkt 
man  gewöhnlich  nicht  daran,  ihre  Entdecker  zn  nennen,  und  oft 
wird  man  Veranlassung  haben  auf  eine  leichter  zng&ngliche  Schrift 
als  auf  die  Originalschrift  zn  verweisen.  Mit  dem  hinzu  gefügten 
Motiv  hingegen,  wenn  man  von  dem  vorliegendem  Falle  nnd  den 
Personen  absiebt,  auf  die  es  sich  hier  bezieht,  wird  die  Maxime  einer, 
unserer  Zeit  durchaus  nicht  fremden,  intriganten  Agitation  prociamirt, 
welche  unter  dem  obigen  Vorgeben  durch  vorzugsweise  Citation  be- 
rühmter Namen  die  unverdiente  zeitweilige  BerQhrntheit  zn  schafTcn 
nnd  zn  vermehren,  die  ihr  entgegenstehenden  Leistungen  in  Unbe- 
kanntscbaft  zu  erhalten  sucht.  Da  der  Verfasser,  natQrlich  ohne  es 
zn  wollen,  diese  Taktik  durch  Bckcnntiiiss  zu  jenem  Motiv  selbst  in  dem 
flagranten  Falle  gutheisst,  wo  der  verschwiegene,  weniger  gekannte 
Autor  wirklich  dasselbe  geleistet  hat  —  denn  meistens  wird  das  ver- 
schwiegen ,  was  die  Richtung  dos  bevorzugten  Schriftstellers  krcnzt 
—  so  ist  voller  Grund  gerade  hier  auf  die  Verwerflichkeit  des  Prin- 
cips,  welches  unter  populärem  Titel  angekiludigt  nicht  nur  einer 
grosseu  Ungerechtigkeit,  sondern  auch  einer  Verzögerung  der  Fort- 
schritte der  Wissenschaft  dient,  aufmerksam  zu  machen.  Doch  nur 
gegen  das  Princip  soll  hier  Binspruch  erhoben  werden;  im  Vorwort 
finden  eich  die  Entdecker  der  Reihe  nach  aufgeführt,  auf  welche  im 
Hauptwerke  kein  Bezug  genommen  werden  konnte.  H. 


Ueber  Pole  und  Polaren  der  parabolischen  Curven  dritter  Ord- 
nung. Von  Dr.  Ad.  Hochheim,  Oberlehrer  an  der  Hfiberen  Ge- 
werbeschule zn  Magdeburg.  Halle  a.  S.  1870.  Louia  Nebert  4". 
l&S. 

Die  Schrift  untersucht  nach  einander  Gestalt,  Lage,  Eigenschaften 
der  konischen,  der  geraden  Polare,  die  Durchmesser  einer  paraboli- 
schen Curve  3.  Ordnung,  die  Pole  einer  Geraden,  Beziehungen  der 
Polaren  zu  einander,  die  gemischte  Polare  zweier  Punkte,  Polaren, 
deren  Pole  auf  einer  parabolischen  Curve  3.  Ordnung  liegen,  die 
Sesse'scbe  Curve  einer  solchen  Curve,  die  harmonische  Poltu*.),  den 
b^Ieitenden  Kegelschnitt,  die  Polokonik  und  gemischt«  Polokonik 
zweier  Geraden.  H. 
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Bei  Georr  Reimer  in  BerUn  Ist  am  10.  Februar  1676  erBchienen 
ind  ist  durch  jede  BncfahandlnDg  zo  bezietaeD: 

Theorie 

der 

Abelschen  Functionen 

vom  Greschlecht  3. 

Von 
Dt.  Heinrich  Weber, 

Fiotumr  u  in  niinniUt  is  XSul^bti«. 

Eine  von  der  philosophischen  FacultUt  der 

CnlTerritat  esttin^en 

mit  dem  Preis  der  Beneke 'sehen   Stütung 

gekrtfnte  AbhMndlaras. 

i".    184  Seiten.    Preis:  6  Mark. 


In  uuBerem  Verlage  erschien: 

Hartns,  H.  C.  E., 

PistwHOT  BD  1«T  Eftnigrttdtiachen  Bnlaclial«  ia  Bnlii, 

Mathematische  Aufgaben 

zum  Gebraocbe 
obersten  Clamen  höherer  Lehranstalten. 

Äiu  den  bei 

Abiturienten  ■  Prfifiingen 

an  prenssisclieu  Gymnasien  and  Kealecbulen  gestellten  Aufgaben 

ausgewählt  und 

mit   HinzuTBirnn^    der    Resultate 

zn  einem  UebuDgsbuche  vereint 

Erster  Tbeilt  Anf gaben.    Geh.  Preis  3  Mark  60  Pf. 
Zweiter  Theili  Rrsaltate.    Geh.  Preis  i  Mark. 

Dritte  Auflage. 

Freiexemplare  behufs  Einfahrung  stehen  gern  za  Diensten. 

Leipzig.  C.  A.  Kocb's  Verlagsbncbhaudliing. 
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6.  Ueber  die  Beatimmung  dei  Lei  (nngawid  erstand  et  der  Metalle. 
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MATHEMATIK  und  PHYSIK 


mit  besonderer  fifl(±8icl)t 


auf  die  BedllrfiiigBe  der  Lehrer  an  höheren 
Unterrichtsaostalten. 


QegrDndet  tod 

J.   A.   Griaert, 

fortgeeetzt  von 

R.  I  •  p  p  e. 


NeanandAiBfzigster  Teil.    Zweites  Heft. 


Lelprig. 

C.  A.  Koch'B  Terlagsbachbaadlnug, 


DcizocivGoOglf 


Patent-Zirkel 

zum  Ziehen  kleiner  Kreise. 

Ansrntschen  der  Spitze  nnd  Schr&ghalten  der  Feder,  wodurch  dieselbe 
in  das  Papier  einschneidet,  f&llt  weg  nnd  können  die  Kreise  grosser 
nnd  kleiner  femacht  werden,  ohne  <ten  Zirkel  Tom  Papier  zi  BefaroeD. 

Preis  in  Messing    Mk.  4.      In  Etnis 
„      „  Nenailber    „     4,60  „      „ 
liefert 

HcrautOB  BerBbard,  Leipilg-. 

Verlag  von  Lonls  Nehert  !n  Balle  ajS.  ^ 

Soehen  erschien: 

Sammliuig  von  Formeln 

welche  hei  Anwendung 

der  elliptischen  und  Rosenhain'schen  Functionen 

gebraucht  werden 

Prof.  Dr.  Thomae. 
gr.   4**.     geh.     3  Mark. 

In  der  Nlc«urachen  Verlaga-Buchhandlnng  in  Berlin  er- 
schien ■•efccn I 

Bremlker's 

SecbBStellige  logarithinisch- trigonometrische  Tafeln. 
Mit  ROckBicht  anf  den  Schnlgebraach  bearbeitet.  4.  Anflage.   4,20  Hk. 

Dnrch  geringeren  Zeitaufwand  nnd  grossere  Sicherheit  im  Rechnen 
gewinnen  ■remllier's  ••t«Ui^  I<«f*rltlmFa  in  neuerer  Zeit 
vor  allen  anderen  Tafeln  den  Vorzog.  ,,9kt  grvaae  GeHer»l> 
•tofc  <ler  IPrciuiB.  .%raec**  hat  dieselben  ebenfalls  in  Gcbran^ 
genommen,  desgl.  viele  grössere  Lehranstalten,  technische  Institute 
etc.  —  Eine  englische  Ausgabe  ist  erschienen.  Die  Ausgaben  in 
mssischer  nnd  italienischer  Sprache  werden  vorbereitet. 
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BnunBohweig.      X  ÜOöJ:  1^0  X  ü  Ö.  April  1876. 

Lehrbuch 

der 

'hysik  und  Meteorologie. 

Theüweise  nach 

PoTiillet's  Lelirbucli  der  Physik 

■elbst&ndig  bearbeitet 

,Dr.  Joh.  Müller, 


Achte  umgearbeitete  und  vermehrte  Auflage 

bearbeitet 


•Leop.  Pfaundler, 

Hl.  ia  VbSHaapUu,  BnltiHi  d«  gDldeoan  VudiuulkiBiuH  mit  du  Snmi,  Profteu»  du 

Pbjilk  u  der  OniTsnilit  Im^bmok,  cornupondimid«  Mitglisd  dar  KaJHiliohm 

Akadamls  du  WUKiiHtMttan  in  Wim  and  mslinru  udam  gddirtui 

OtHllKÜuften, 


In   drei    Bänden. 


tit  jagen  20OO  In  d«ii  Text  eingedrackteu  Holatiobeii,  TaAln,  znm  Th^ 
in  Farbeodmck,  und  einer  Photographie. 


Erster   Band. 
gr-  8.  lUn  Tefinpsp.  geh.  Erste  Abtheilang.  Preii  4  Hark. 

Druck  und  Verlag  Ton  Friedricli  Vieweg   und   Sohn  in  BraanHohweig. 

(im  Z«it  als  dieses  Lehrbucli  zum  ersten  Male  erschien,  hielt  man  es 
nDdi  vielfach  fBr  uothwendig,  in  dem  Froepectus  natarwissenschaft- 
icLat 'Vferke,  die  grosse  Bedeutung  der  Naturwissenschaften  hervor' 
^ebeu.  Uan  glaubte  durch  Hinweis  auf  die  Erfindungen  dar  Dampf' 
Dajcliiiie,  der  Galvanoplastik,  des  Telegraphen,  des  Femrohrs,  des 
HikniBkops  n.  s.  w.  darlegen  zu  mflssen,  dass  die  Physik  apeciell  eine 
<U]ient  nUzlicho  und  praktisch  Terwerthbare  'Wissenschaft  sei  und 
au  ursprünglich  unfruchtbar  scheinende  theoreÜBcho  üntersuchnilgen 
^r  grosse  praktische  Bedeatnng  erlangen  können. 

Es  war  dies  die  Zeit  des  Misstrauens  der  Empiriker  gegen  die 
Uutungg&higkeit  der  aufstrebenden  exaaten  Wissenschaft ;  es  war  die 
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Zeit,  in  der  Jnstna  Liebig,  von  den  kurzsiolitigen  „Praktitem"  c 
bayerischen  Laadtogea  provocirt,  die  tteffliobe  Antwort  ertheilte,  dt 
die  A]utdetaie  der  WiBseDSobaften  nicht  dazu  da  aei,  dem  Landwirt 
Becepte  zur  Yertilgimg  der  Mäuse  za  lieferiL  Diese  Zeit  ist  vorüb 
Der  Kampf  der  reinen  Empirie  mit  der  'WisBenscliaft  ist  ansgefocht« 
letztere  hat  den  Kampfplatz  behauptet.  Wir  habeo  daher  nicht  me 
nöthig,  die  Bedeutung  der  Naturwissensohaflen  hervorzuheben. 

Was  die  Physik  speciell  betrifft,  so  hat  sie  seit  jener  Zeit  no 
ausserordentlich  an  Terrain  gewonnen.  Seitdem  nämlich  die  Min"* 
l(^en,  Botaniker  und  Zoologen  aufgehört,  ausschliesslich  oder  Torwieg'e. 
Syatematäk  zu  betreiben,  seitdem  die  Eryatollographie,  die  Pflanze 
und  Thlerphyaiologie  Bedentting  gewonnen,  iat  Physik  eine  tmentbel 
liehe  Uülfswiasenachaft  für  diese  Disciplinea  geworden. usd  kann  wcd 
der  Hineralog,  der  Berg-  nnd  Hüttenmann,  noch  der  Land-  und  Fori 
wirth  physikalischer  Kenntnisse  entrathen.  Die  innigen  BeziehuM^i 
der  Physik  zur  Chemie  und  die  unentbehrlichen  experimentellen  Hüli 
mittel,  welche  jene  dieser  liefert,  zwingen  aber  auch  den  Chemiku 
Pharmaceuten  und  Industriellen  sich  in  der  Physik  mehr  zu  orientirc 
Der  Mediciner  endlich  hängt  mit  tausend  Fäden  an  unserer  Wiseei 
Schaft.  Er  musste  dies  stets  mehr  erkennen,  je  mehr  er  sich  übe 
zengte,  dass  die  Vorgänge  im  Organismus  nicht  einer  besondem  Leben 
kraft,  sondern  den  allgemeinen  physikalischen  und  chemischen  Kräfte 
ihre  Ersoheinang  verdanken. 

Mit  dem  Gesagten  allein  schon  wäre  der  Physik  eine  ausse 
ordentliolie  Yerbreitnng  gesichert.  Aber  ihr  Feld  mnss  noch  grässi 
werden.  Es  musa  sich  die  tJeberzeugung  Bahn  brechen,  dass  sie  übei 
haapt  gar  Niemandem,  der  auf  Bildung  Anspruch  machen  will,  töUi 
fremd  bleiben  darf. 

Auch  die  BOgcnsnuten  humanistischen  WissenschaftvD  stehen  näD 
lieh  nicht  ausser  Zusammenhang  mit  derselben.  Sehen  wir  auch  d| 
'  Ton  ab,  dass  unsere  religiösen  Vorstellungen  durch  die  Ergebnis 
physikalischer  Forschungen  beeinfiusst  wurden  nnd  noch  werden,  dal 
also  der  Theologe  sie  nicht  ignoriren  sollte;  so  werden  wir  doch  i\ 
Allem  TOm  Philosophen  verlangen,  dass  er  deren  Reeoltate  beriid 
sichtige.  Es  wird  dies  fOr  ihn  sehr  heilsam  sein  und  ihn  viellcioi 
davor  bewahren,  ein  zweites  Mal  so  tief  zu  sinken,  als  er  in  Deatschla^ 
zur  Zeit  der  Herrschaf t  der  sogenannten  Naturphilosophie  gesunken  ii 

Die  historischen  Wissenschaften  hängen   durch  Chronologie  vi 


Geographie  mit  der  Physik  zusammen,  und  wenn  auch  letztere 
mehr  einen  selbstständigen  und  naturwissenschaftlichen  Charakter  ä 
zunehmen  im  Begriffe  steht,  so  wird  doch  der  nicht  einseitige  Histoj 
ker  gezwungen  sein,  sich  mit  jenem  Oränzgebiete,  auf  welchem  al 
physikalisches  nnd  historisches  Wissen  begegnen,  bekannt  zu  idachi 
Aber  auch  selbst  die  Sprachwissenschaft  kann  sich  nicht  g4 
von  uns  ieolirt  halten.  Seitdem  die  Physiker  das  Wesen  der  Vocl 
ergründet  haben,  seitdem  es  theoretisch  möglich  geworden,  die  fei 
sten  Dialectverschiedenheiten  der  Vocalaussprache  durch  phyeikalisc 
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llülfsmittel  zu  anteracheiden,  ja  durch  Formeln  zu  definiren,  seitdem 
ü\>erhanpt  eine  Phyaiologie  der  Sprache  entstanden  ist,  seitdem  ist 
aucb  dieser  Zveig  der  SprachwiBsenBcbaft  der  phyBikalischen  Methode 
Düterworfen. 

Die  Physik  gehört  demnach  xvr  allgemeinen  Bildung,  sie  musa 
ein  Qemeingnt  aller  Detjenigen  werden,  welche  fem  Yon  engherziger 
Einseitigkeit  ausser  ihren  speciellen  Beschäftigungen  und  Forschungen 
einen  freien  Ueberblick  über  die  uns  umgebende  Welt  in  ihrer  Ein- 
wirkung auf  onsere  Sinne  zn  gewinnen  suchen. 

Selbst  in  rein  formeller  Hinsicht  hat  die  Kenntnissnahme  der  in 
d«r Physik  am  glftozendsten  angewandten  induktiven  Methode  eine 
tobe  Bedeutung,  indem  sie  uns  bei  richtiger  Auffassung  vor  Täuschun- 
gen aber  deoWerth  nnserer  Vorstellungen  bewahrt,  uns  lehrt.  Sicheres 
Tom  nur  Wahrscheinlichen  oder  nur  Möglichen  zu  unterscheiden  und 
nns  die  Grenzen  erkennen  läest,  über  welche  hinaus  Vir  weder  durch 
Beobachtungen  noch  durch  SchlüBse  absolute  Wahrheit  finden  können. 
Dnrch  das  Vorstehende  ist  das  Bedürfniss  nach  einem  Lehrbuch« 
erwiesen,  welches  sich  die  Aufgabe  gestellt  hat,  in  leichtfassUcher  Weise 
imd  mit  Zuhilfenahme  deijenigeu  mathematischen  Kenntnisse,  welche 
Ifi  jedem  Gebildeten  vorauszusetzen  sind,  die  Uauptlehren  der  Experi- 
mentalphysik weiteren  Kreisen  zugänglich  zu  machen.  Dieser  Aufgabe 
hat  ^läller's  Lehrbuch  in  sieben  aufeinander  folgenden  Auflagen  seit 
ilem  Jahre  1844  mit  Erfolg  entsprochen  und  demselben  Zwecke  hofft  es 
auch  in  dieser  achten  vom  Unterzeichneten  nach  den  neuesten  Fort- 
tehntten  der  Wissenschaft  ergänzten  Auflage  zu  dienen. 

In  besonderer  Rücksicht  auf  olle  die  zahlreichen  Liebhaber  unse- 
Kr  Wiaaensohaft ,  welche  nicht  Gelegenheit  finden,  akademische  Vor- 
träge  mit.  Experimenten  zu  besuchen,  bietet  das  vorliegende  Lehrbuch 

I  tine  ausfährlicbere  Beschreibung  der  Apparate  und  der  damit  anzu- 
ttelleniieD  Versnebe,  als  in  den  meisten  Compendien  zu  finden  ist,  und 
naleTstatxt   das  Verständniss   durch  eine  grosae  Anzahl  vorzüglicher 

'  Abbildungen  im  Texte  und  auf  beigefügten  Tafeln.  Dasselbe  gewinnt 
dadurch  auch  Bedeutung  für  die  Mechaniker,  welche  oft  ihre  Arbeiten 
Dach  diesen  Abbildungen  ausführen  können. 

Der  grSsBeren  Bandlichkeit  wegen  erscheint  das  Buch  statt  wie 
bisher  in  zwei,  diesmal  in  drei  Bänden,  von  denen  der  erste-die  all- 
gemeine Physik  und  Akustik,  der  zweite  Optik  und  Wärmelehre,  det 
liritte  EUektricität,  Magnetismus  und  Meteorologie  enthalt^  wird.  Von 
diesen  wurde  det   erste  Band  noch  von   dem  für  die  Wissenschaft  zu 

'   früh  verstorbenen  Verfasser  Professor  Dr.  Müller    bearbeitet.      Die 

'  iu^vieion  eines  Theils  dieses  Bandes  und  die  Neubearbeitung  der  folgen- 
den Bände  unter  Mitbenutzung  hinterlassen  er  Aufzeichnungen  des  Ver- 
ftsaecs  hat  der  Unterzeichnete  übernommen. 

IniiBbrack,,10.  April  1876. 

j*  Leop.  Pfaundler. 
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Verlag  tob  Friedrich  Vieweg  »nd  Sohn  in  Braunschwe^^^' 

Gnindriss  der  Physik  und  Meteorologie 

Für  Lyoeeq,  GTnmuieii,  Gewerbe-  und  Realsobnlen  aowia 

snm  SelbBtant«rrioht«. 
Von 

Dr.  Joh.  Müller, 

Pie(«i>ot  >n  Vraibuii  Im   Braligfts. 

ZwSlfte  vermehrte  und  verbesserte  Anflftge. 

Kit  598  in  den  Teict  eingsdracktau  Eolzitlohen  and  einer  Spectikitafel 

in  Farbendrack. 

gr.  B.    fein  Velinpapier,     geh.    Pr«U  7  HbA. 


Mathematischer  Supplementband 

GrimdriBS  der  Physik  und  Meteorologie. 

Von 

Dr.  Joh.  umier, 

PiotaaasT  bb  rraibail  In  BialagkiL 

Dritte  vermehrte  und  -verbesserte  Auflege. 

Hit   380   in  den  Text  efngedrackten  Holzitiohen  und    B   Tafeln 

Mit  einem  Anhange,  phfBik&liBche  Aufgaben  enthaltend. 

gr.  8.'    Fein  Velinpapier,    geh.    Preis  6  Mark. 


Auflösungen   der   Aufgaben 

dei 

OrundrisseB   der  Physik  und  Meteorologie« 

■owie  dei  dazu  gehBrigen 
mathematischen   Supplementbaudeg. 

Von 

Dr.  Joh.  Müller, 

Ptotaaaor  id   riaibnis  lu  Biaiagao. 

I>ritte  Auflage. 

Hit  in  den  Text  eingedrnokten  Holzstichen,    gr.  B.    Fein  Velinpap.    geh. 
Preii  1  Hark  SO  Ff. 


Die  Schule  der  Physik. 

ne  AnleitoBg  zum  ersten  Unterricht  in  der  Natnrlebre. 
Zorn  Sohalgebmuoh  und  zur  Selbatbelehrnng 

Dr.  Joh.  Müller, 

Profaaaoi  an  Vralbarg  In  Bralagao. 

Hit  998  in  den  Text  eingedruckten  Holzttiehen. 

gr.  8.    Fein  Velinpapier,    geb.     Preia  3  Uuik. 
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Sulhi!   Ütbtr  die  Abhängigkeit  aeittkm  ÜagiMimiiu  und  Bärlt  tic.   IXS 


Ueber  die  Ibhftnglgkeit  zwisehen  Mt^eüBmiu  nnd 
H&rte  des  StaUes. 


Herrn  Dr.  Cb.  Sulha, 

Lebrer  an  der  Oewerbcschule  in  Dortmund. 


I. 

Die  bekannte  Kigensch&fl  des  Stahles,  dnrch  Anluaen  zu  ver- 
sctaiedenen  Oxydatiomfarben  bequem  in  veraübiedenen  UOrtegradeii 
dargeatellt  werden  za  können,  bietet  nns  ein  Mittel  dar,  den  Einfinss 
der  Härte  oder  der  dieselbe  bedingenden  SEolecnlarkrAfte  anf  den 
HagnctisinuB  der  KOrper  (zunächst  des  Stahles)  einigermassen  stn- 
diren  zo  kOnnen  —  eine  Untereachang,  welche  mit  Backsiebt  anf  die 
magnetische  Molecnlardrehnugs-Theorie  nicht  ohne  Intoresse  sein  wird. 
Zwar  haben  wir  in  der  Oxydationafarbo  des  angelasscuen  Stahles  kein 
scharfes  Kenuzoicbcn  Aber  die  Härte  eiuer  Stahlmasse;  lialten  wir 
dieselbe  aber  in  Ermangeinng  eines  bessereu  einhchen  PrQfungs-Mit- 
tels  einmal  fest,  au  wird  man  inuerhalb  gewieser  Grenzen  —  insbe- 
sondere, wenn  es  sich  um  Vergleichuug  von  Stablmassen  handelt, 
deren  Dimensionen  nicht  allzusehr  von  einander  abweichen  —  die 
Oxydationsfarbe  als  ein  sicheres  Momcut  zur  Beurteilung  der  relativen 
Härte  betrachten  können. 

Die  Besultate  nun,  welche  bis  jetzt  von  verschiedeneu  Beobach- 
tern bezttglidi  der  GrCese  der  Uaguetismen  verschieden  hartw  Stahl- 
Stäbe  erhalten  wurden,  sind,  soweit  mir  bekannt,  kurz  folgende: 

R)  Indncirter  (temporärer)  Magnetismus.  Alle  Be- 
obachter stimmen  hier  in  dem  Satze  oberein,  dass  bei  übrigens  gleichen 
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VerhUtDiBBen  ein  weicherer  Stab  eine  grössere  Menge  H^notismns 
temporär  annehme,  als  ein  härterer  Stab.  —  Ich  werde  in  der  Folge 
hierauf,  sowie  auf  einige  spociollc  Andeutungen  verschiedener  Physiker 
wieder  znrQckkommen. 

b)  Remaneuter  (permanenter)  Magnetisnag.  Hier  sind 
die  Ansichten  geteilt;  ich  teile  deshalb  die  Resultate  der  verschie- 
denen Exerimentoren  kurz  mit: 

Coulomb*)  fand  für  einen  bei  1187°  C.  gehftrtetan  Stahl- 
stab (Länge  •=  162  mm.,  Breit»  =  14  mm.,  Dicke  ■— 
6  mm.),  dass  derselbe  durch  Anlassen  zu  Temperaturen  von 
150  bis  1250i>  C.  successive  mehr  die  Fähigkeit,  MagucÜs- 
mns  zurückzuhalten  (Coercitivkraft)  verliere,  woraus  folgen 
wtlrde,  doas  ein  weicherer  Stab  weniger  permanenten  Magne- 
Usmns  annehmen  könne,  als  ein  härterer.  Ein  cylindrisches 
StahlstDck  (Länge  >=  336  mm,,  Dicke  <^  1  mm.)  gab  je- 
doch gerade  das  entgegengesetzte  Resultat  Doch  sollen 
dann  stets  im  Innern  des  Stabes  ausser  dem  Indifferenz- 
punkt in  der  Uitte  noch  zwei  solche  zu  beiden  Seiten  auf- 
treten, welche  dann,  w<<nn  das  Verhältniss  von  L&nge  zu 
Dnrchmesser  unter  30,  mit  dem  Indifferenzpnnkte  in  der 
Kitte  zusammenfielen. 

Das  Reaoltat,  dass  ein  weicher  Stab  weniger  MagneÜBmas  zn- 
rttckhalten  könne,  als  ein  härterer,  gebt  auch  ans  den  Versuchen 
folgender  Beobachter  hervor: 

Müller**);    Versuche  mit  Stäben  von  167  mm.  Lange  nud 

6  mm.  Dicke. 
PlOcker***):  Versuche  mit  harten  nud  angelassenen  Stahl- 

kuöpfen  von  14  mm.  Länge,  8  mm.  Durchmesser,  welche 

von  Magneten  abgerissen  wordeu  waren. 
Wiedomannf):   Versuche  mit  Stäben  von  32U  Länge   uud 

13,5  mm.  Dicke. 

Diesen  Beobachtern  stehen  aber  entgegen: 
Hansteenft),  der  auf  Omud  von  Versuchen  mit  Stahlstäbeu 
von  43  Lin.  Länge,  1,1  Lin.  Dicke   dem   weichen   Stahle 
grössere  Coercitivkraft  zuschreibt,  als  dem  harten  Stahle. 

*)  Vergl.  Blot,  Traii«  de  PhTtiqne,  Tone  Itl,  pag.  108  etc. 
**)  Fogg.  Ana.  Bd.  8k    &  IST. 
**■)  Pogg.  Ann.  Bd.  94.    S.  SB. 
t)  Pogg.  Ann.  Bd.  106.    a  169  Mc 
tt)  Pogg.  Aon.  Bd.  S.    S,  SM. 
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Lamont*)  tritt  gleichfalls  fttr  diese  Ansicht  in  entacbiedener 
Weise  ein,  Voxauche  mit  St&bea  von  81,2  Lin.  LäDge,  1,5 
Lin.  Breite  nad  Dicke  mitteilend. 

Die  Uemach  Btattfindeiideu  Widergprflcho  in  den  Angaben  ver- 
schiedener Beobachter  einesteils,  andornteils  aber  die  oben  berührte 
WichtiKkeit  des  Gcgenstandpa  mit  Rücksicht  auf  die  magnctischo 
DrchoDgEtheorie ,  vcranlasstoü  mich,  in  dieaer  Beziehnng  eigene  mn- 
fasseadc  Versnchsroiben  mit  Stalilstaben  von  den  verschiedensten 
Dimcusionen  anzustellen,  indem  ich  stets  solche  von  gleichen  Dimen- 
sionen aber  ungleicher  HArte  der  Einwirkung  gleicher  inducirender 
Kräfte  unterwarf  und  beziehentlich  induciiten  und  remaneutou  Magne- 
tismas  nntersuchte. 


Bei  der  Auswahl  des  von  mir  angewandten  Matorialcs  moaste  ich 
znvOrderst  in  ROcksicht  ziehen,  dass  bei  sehr  langen  StahlstAben  eine 
gleicfamAssige  Hartnng  mochauisch  fast  nicht  erreicht  werden  kann, 
wodurch  dann  in  der  Regel  durch  die  mangelnde  StructurhomogeneitU 
auch  eine  uugleicbmSssigc  Verteilung  des  Maguetisnins  im  Innern  der 
Stabe  stattfindet.  Ich  habe  daher  bei  meinen  raeisteii  Versuchsreihen 
englischen  Stahldraht  verwandt,  der  in  zahlreichen  Dickenverbfiltnissea 
im  Handel  vorkommt,  nnd  indem  ich  aber  eioc  Lauge  der  einzelnen 
Stäbp  von  120  mm.  nicht  hinaus  ging,  suchte  ich  vielmehr  die  ver- 
schiedenen Aendcrnngen  des  AxcnverhftltnisacB  (Länge  zu  Dicke)  durch 
Auswahl  verschiedener  Dicken  zu  erreichen.  —  Ich  teile  indessen, 
ans  den  von  mir  an  ca.  50  StahlstAben  angestellten  Versuchsreihen 
nur  die  Beobachtungen  an  einem  Satz  von  120  StAben  mit,  weil  die 
Übrigen  im  Wesentlichen  doch  nur  die  später  gezogenen  Folgeniugen 
bcstAügen.  Von  diesen  12Ü  mm.  langen  StAben  gebe  ich  in  der  fol- 
genden Tabelle  die  Dimensiuneu  etc. 


Nr. 

Gewicht  in 

Badiis 

Volnmen  in 

Ajen-Terli 

mgi. 

in  mm. 

CQb.  nun. 

approx. 

1 

1990 

0,86 

272 

70 

n. 

«10 

1,20 

542 

60 

m. 

6390 

1,46 

792 

40 

IT. 

10660 

1,90 

1360 

30 

Y. 

17&00 

2,46 

2261 

26 

Tl 

35660 

8,95 

3279 

20 

•)  Hdbcb.  d.  Htgn.  S.  14»,  ISO,  SSS,  t»3,  »3. 
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Von  jeder  BOlcben  DimeoBion  (jeder  Nammer)  lies«  ich  3  Stftbe 
verfertigen,  die  ans  demselben  DrahtstOcke  geuominen  worden  und 
bei  deren  Auswahl,  soviel  ausserlich  erkennbar,  auf  möglichste  Homo- 
geneit&t  gesehen  wurde.  S&mmtliche  StahlstUcke  wurden  nna  in 
der  bekannten  Weise  vollkommen  (glashart)  gehärtet,  sodann  von 
jeder  Dimension  ein  Stück  dur^h  nicht  zu  schnelles  einmaliges  Er- 
hitzen im  Sandbade  und  nacbheriges  langsames  Abkühlen  zur  Ozyd.- 
Farbe  „dunkelgclb"  und  ein  desgl.  znr  Ozyd.-Farhe  „dunkelblau*' 
gleichmässig  angelassen.  Da  zu  gleicher  Oxydations-Farbe  bei  der- 
selben Stahlsorte  and  Übrigens  gleichmässiger  Behandlung  wohl  der 
gleiche  Molecularznstand  vorausgesetzt  werden  darf,  so  sehe  ich  anck 
bei  einer  später  vorzunehmenden  Verglcichung  meiner  Vcrsnchsresnl- 
tate  die  Stablstücke  derselben  Oxyd. -Farbe  als  von  gleicher  Stmctor 
au.  HiorgegL'n  könnte  man  zwar  noch  einwenden,  dass,  insbesondere 
bei  dickeren  Stäben,  durch  die  Operation  des  Härtens  nnd  ÄuUsaens 
nur  die  Obertlüche  eine  bezügliche  Veränderung  erleidet,  wUrend 
der  inuerat«  Kern  weich  bleibt;  da  aber  nach  den  bekannten  Ver- 
suchen von  V.  Feilitzscb  auch  der  Maguetismus  eines  Stabes  sich 
zavOrderst  in  den  äussersten  Schichten  ansammelt  und  erst  mit  wach- 
senden inducirtmi  Kräften  (mit  der  Anuähemng  an  das  Maximum)  in 
das  Innere  eindringt,  so  wird  aoch  dieser  Umstand  bei  den  folgend 
mitgeteilten  Versuchsresultatcn,  wo  die  dickeren  Stäbe  von  ihrem 
Ifaximnm  noch  weiter  entfernt  sind,  die  gezogenen  Schlnssfolgernngeo 
wohl  kaum  wesentlich  beeinträchtigen. 


III. 

Die  Magnctisirung  der  vorbeschriebenen  120  mm.  langen  Sl&be 
geschah  zuvCrderst  mittelst  einer  Spirale  von  2a  ^  120  mm.  L&nge, 
r  =  9  mm.  mittl.  Radius  und  n  —  320  Windungen  abersponnenon 
Kupferdrahtes.  Ein  dieselbe  durchSiesseuder  Strom  von  der  Inten- 
sität I  Oht  nach  W.  Weber*)  auf  einen  in  ihrer  Axo  liegenden,  von 
der  Mitt«  nm  l  entfernten  Fankt  eines  inducirten  Stabes  eine  elektro- 
magnetische Scbcidungskraft  aus; 

('+s^.)-'+(>+<7^)"'] 

Die  mittlere  Wirkung  auf  einen  symmetrisch  gegen  die  Mitte  in  die 
Spirale  eingebrachten  Stab  von  der  Länge  -=  2^  wird  daher  sein: 


-T[('- 


*)  BlektrcMl^n.  MaMbcM.  S.  546. 
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oder  nacb  AnsflUiruiig  der  Integration  nnd  EinfUhrnng  der  epcdeUea 
Werte: 

Jf  —  31,1.1, 

welcher  Wert  jedoch  während  der  Dicke  der  Stabe  duf  ein  ann«- 
horader  ist  Die  Stromstärke  i  wnrde  mittelst  einer  TangentenbnsBole 
in  der  gewöhnlichen  Weise,  in  Erdkraft  ausgedruckt,  ermittelt. 

Das  in  den  Stäben  inducirte  Moment  norde  mit  Hülfe  einer 
Bnssole  beBtJnimt,  welche  aus  einer  an  einen  Coconfaden  anfgehängten 
15  mm.  langen  parallelepipedi sehen  Nadel  bestand,  anf  welcher  der 
Länge  nach  ein  80  mm.  langer  dduner  Meesingzeiger  aufsass.  Dieser 
spielte  über  einem  in  i^  Grade  geteilten  Kreise  mit  Spicgelnnterlage 
sodass  man  man  mit  Hülfe  der  Lupe  i"  mit  Sicherheit  schätzen  konnte. 
Diese  Bussole  wurde  auf  Null  gestellt  und  in  der  Ost-West-Linie 
senkrecht  zur  Kichtung  des  magnetischen  Meridiancs  die  obengenannte 
Spirale  in  die  conatante  Entfernung  R'  von  derselben  gebracht  Ein 
durch  die  Spirale  geleiteter  Strom  verursachte  eine  Ablenkung,  die 
aber  dnrch  einen  von  der  Nord-SUd-Seito  genäherten  harten, 
kurzen  Magneten  also  compcnsirt  worde,  dass  die  Nadel  abermals 
auf  Ntill  einstand.  Hierauf  wurde  der  zu  magnetisircnde  Stahlstab 
in  die  Spirale  eingeschoben  und  die  nunmehr  erfolgte  Ablenkung  der 
Bossolen-Nadel  abermals  auf  Null  zmDckgefObrt,  jedoch  durch  einen 
in  der  Ost-West-Linie  senkrecht  znm  magnetischen  Meridian  von 
dcT  entgegengesetzten  Seite  her  der  Nadel  genäherten  Compensations- 
Magueten,  dessen  magnetisches  Moment  JVf(in  Erdkraft  ausgedrückt), 
sowie  dessen  Polabstände  D  (Entfernung  der  Wirknngs- Centren  des 
freien  Magnetismus  von  der  Mitte  des  Stabes)  vorher  vermittelst  Ab- 
Icnkungs- Beobachtung  ermittelt  worden  waren.  Ist  nun  R  die  Ent- 
fernung der  Mitte  dieses  Magneten  von  der  Bnssole,  R^  di^enige  der 
UitUi  der  zn  mesBcndun  SCahlstttbe  vom  Momente  M'  (zugleich  der 
Mitte  der  Spirale)  und  D'  die  Polabstäudo  der  letzteren,  so  besteht 
für  den  Fall,  dass  sich  die  Wirkungen  der  beiden  Maguete  auf  die 
Nadel  aufheben,  die  Ri-Iatiou: 

2ÄfR  IM'R' 


{R*—D*)~  (Ä'»  — Z)")* 

woraus  daa  unbekannte  M',  in  dem  bekannten  Moment  M  des  Com- 
pensationsmagueten  ausgedrückt,  resoltirt: 


BetrefEs  der  MagnoUsirung  der  Stäbe  filge  ich  noch  hinzu,  das« 
dieeelben  in  fester  Lage  in  die  Mitto  der  Spirale  eingebracht  wurden, 
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worin  sie  ca.  1  Mitint«  verblieben,  während  dessen  das  iadndrte  Ho- 
mfiiit  auf  die  vorbeactiricbcne  WciBo  gcmcBaou  warde.  Die  Indnction 
wurde  nuu  nicht  durch  Strornuaterbrechung  aufgehoben,  indem  ich 
dio  Wirkung  des  beim  Ocffaeo  iu  der  Spirale  statttind enden  Extra- 
atromes  auf  die  Quantität  des  zurQckbleibendeu  Magncl^smaa  Tcnnei- 
den  wollte;  ich  zog  es  vielmehr  vor,  den  betr.  Stab  möglichst  ohne 
EfBchatternng  ans  der  Spirale  nach  derselben  Seite  anszaü^en. 

Nach  jedem  solchen  Versuche  wnrde  selbstredend  couCrolirt,  ob 
die  Stromstärke  unverändert  geblieben  war,  und  ob  der  an  der  Kord- 
Sfld'Seite  genäherte  Eülfs-Magnet  noch  die  Wirkung  der  Spirale  uf 
die  Bosaolo  paralfsirte. 

Nachdem  dergestalt  sämmttiche  Stäbe  bei  derselben  StromstflAe 
geprOft  waren,  wurde  der  Strom  nuterbrochen ,  sämmtliche  Slagnete 
entfernt  und  nnn  zur  Messung  des  rcmanonten  roaguctdschcn  Momentes 
der  Stabe  geschritten.  —  Zu  dem  Ende  wurden  dio  vorher  iudncirten 
Stäbe  in  der  Nord-Sttd-Linie  in  die  constante  Entfernung  R'  von  d« 
Mitte  der  Bnssole  gebracht.  Die  hierdurch  bewirkte  Ablenkung  wnrde 
hierauf  durch  den,  schon  bei  der  Bestimmnug  der  inducirtcn  Magne- 
tjsraen  verwendeten  Maassmagnoten  (Componsationsmagneten  von  Mo- 
ment M)  durch  Annähern  desselben  an  die  BusBole  in  die  Entfernung 
R  in  der  Nord-Sfid-Stellong  auf  Null  inrflckgefQhrt  Unter  Zn^ninde- 
legung  dieses  hat 'man,  wenn  D  resp.  D'  wie  oben  die  Polabatände 
des  Maassmagnoten  (M)  resp.  des  zd  messenden  Magneten  <3f' )  be- 
zeichnen, die  Relation; 

M  M' 

worans : 

Nach  Vollendung  dieser  Versuchsreihe  wnrde  eine  zweite  ioducirendc 
Kraft  in  gleicher  Weise,  wie  vorher,  angewandt,  ohne  dass  dio  Stabe 
zuerst  durch  entgegengesetzte  Ströme  eotmagnotisirt  worden  wären. 

In  dieser  Weise  bestimmte  ich  für  mehrere  anfsteigende  Strom- 
stärken die  inducirten  und  rumancnten  Magnetismen  der  einzelnen 
Stäbe.  Zuletzt  nntemahm  ich  noch  eine  Magnetisirung  mittelst  eines 
Elektromagneten  mit  zwei  anfrechtstehenden  SchenhelD,  welche  letz- 
teren inuerhalb  der  Grenzen  von  3  —  ca.  40  cm.  vermittelst  eines 
eisernen  Ankers,  worauf  sie  anfsassen,  einander  beliebig  genähert  nnd 
von  einander  entfernt  werden  konnten.  Bei  der  Mt^netisining  wurden 
diese  Schenkel  stets  in  eine  solche  Entfemsng  von  einander  gebracht, 
dsss  die  zn  magneüsirenden  Stahlstäbe  ca.  6  —  10  mm.   auf  Bdden 
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aafUgen.  Nach  dem  Aufsetzen  der  St&be  wurden  dieselben  mittelst 
eines  ftcw&hnlicheu  Stahl mngneten  nach  der  Methode  des  einfachen 
Striches  behandelt  und  hierauf  ohne  Erschütterung  mit  beiden  Polen 
zugleich  von  dem  Elektromagneten  aber  einem  vorher  nntorgclegten 
Kartenblatte  abgeschoben.  Dieses  Verfahren  wurde  mehrmals  wi^er- 
holt,  bis  ein  emenles  Au&etzen  den  remanenten  Uagnetismus  nicht 
weiter  vermehrte. 

BezOgiich  der  in  die  obigen  Formeln  fOr  die  ma^etischen  Mo- 
mente eingefHbrten  Polabstände  D'  der  nnteranchteu  St&be  (Entfer- 
nnagen der  Wirkungs  -  Centren  Ton  der  Mitte  der  Stäbe)  füge  ich 
iioch  Folgendes  hinzu:  Wenn  wir  annehmen,  dass  fQr  Stflbe  der  glei- 
chen Dimensioaeu  mit  zuuebmender  indncirendcr  Kraft  die  einzelnen 
Teile  der  Stäbe  ganz  in  gleichen  Verh&ltuissen  an  Magnetismus  zu- 
nehmenl,  so  können  wir  eben  für  diesen  Fall  die  Polabstände  ly  als 
constsnt  annehmen,  sonach  uns  mit  einer  einmaligen  Bestinunung 
dieser  Grössen  für  den  remanenten  Magnetismus  begnOgen,  nm  bei 
den  inducirten  Magnetismen  sodann  die  gleichen  Werte  einzuführen. 
Ton  dieser  Annahme  ausgehend  habe  ich  fQr  die  gleiche  Dimension 
nach  dem  Alilenknngsver&tiren  D'  nur  einmal,  nachdem  die  grösste 
Strqmstärke  eingewirkt  hatte,  für  annähernd  die  Entfumungen  R^  be- 
stimmt nnd  die  also  gefundenen  Werte  iu  die  obigen  Forrneln  ein- 
gefAhrt  Ich  habe  diese  AbkOrznng  der  Beobachtungen  hauptsächlich 
deshalb  eintreten  lassen,  weil  bei  der  Jedesmaligeu  Bestimmung  von 
2/  die  Zeitdauer  meiner  Versuche  in  solcher  Weise  würde  veriftngert 
worden  seinj  dass  es  mir  Ermüdung  halber  nicht  mOglich  gewesen 
wäre,  alle  Versuchsreiben  für  einen  Satz  zusammengehöriger  Stäbe 
ohne  Zoitonterbrechung  vornehmen  zu  können.  Eine  jede  derartig« 
Unterbrechung  vtttrde  aber  —  wohl  deshalb,  weil  das  remanente 
Moment  der  Stäbe  schon  nach  einigen  Stunden  abgenommen  hat  — 
einen  Bruch  in  der  Folge  der  Beobachtungsreihen  berbcigeftthrt  haben. 
Ans  diesem  Grunde  sind  mir  z.  B.  die  sänuntlichen  Werte  der  mogne- 
tischen  Momente  bei  grösserer  Stromstärke  für  die  in  IV.  aufgeführten 
paraltclepipedischen  Stahlstärke  unbrauchbar  geworden.  (Ich  habe  dort 
nur  die  ersten  nnd  die  mittelst  des  Elektromagneten  erhaltenen  End- 
werte ongeRlbrt). 


IV. 

In  der  folgenden  Tabelle  I.  gebe  ich  eine  Reihe  von  inducirten 
Momenten  der  vorgenannten  Stäbe,  welche  uuter  Einwirkung  der  in 
der  gleichen  Uorizoutolreihe  in  der  ersten  Vertical-Colümne  befind- 
lichen magnetischen  Scheidnngskräfte  dem  im  Frtkheren  Bemerkton 
gemäss  erhalten    wurden.    In  Tabelle  II.   gebe  ich  eine  Reihe  von 
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remanenteii  UomenteD,  die  nach  Eiuwirkaag  der  in  der  ersten  Co- 
Inmiie  verzeichneten  magnctiBchen  Scheidungsbräfte  in  den  StAben 
zarUckbleiben.  Die  magnetJBchQn  Scbeidnugskräfte  sind  in  der  Hori- 
zontalconiponente  H  der  erdmsgnetischcn  Kraft,  die  magnetischen 
Uomente  in  UiUionen  dieser  Kraft  anagedrftckt.  —  Zar  Erlanteroiig 


Mi«neU- 

I. 
R«din8=0,86  mm. 

n. 

ItluliuB-=l,20mm. 

m. 

Radins  — 1,46  mm. 

Bchei- 
duDgs- 
knft. 

Äxen-Verh.  — 70 

Ajeii-T«rh.-60 

Axea-Verb.— 40 

aiM- 

hmrt. 

Oalk. 

«... 

liirt. 

asib. 

BI*». 

OlM- 

QlV,. 

Bln. 

SOO 

1,10 

1,76 

1,84  :  3,41 

3,64 

3,69 

2,37 

6,24 

6,62 

4m 

1,64 

1,88 

1,92     3,86 

3,92 

4,00 

3,41 

6,88 

6,21 

712 

1,84 

1,96 

2,04     4,01 

4,22 

4,21 

4,29 

6,23 

6,92 

1468 

2,16 

2,16 

2,16 

4,26 

4,32 

4,32 

6,76 

6,68 

6,89 

Hagneti- 
icbe 
Schei- 
dnogs- 
krkft. 


L  IL  IlL 

Badins— 0,85 mm.;  Radius— 1,20 mm.  iSadiQs=I,45 mm. 

Aien-Verh.  — 70  \  Axen-Tcrh.  =  ÖO  i'  Axen-Terh.  —  40 


?^  i  ( 


204 

0,333  Ü,60U 

300 

:  0.454  0,640 

37e 

.0,488.0,660 

489 

i  0,520  0,675 

71Ä 

0,538 . 0,679 

1011 

(V42  0,681 

1466 

'.0,545  0,683 

V712  0918 

0,652iO,891    1,091  1,091 

0,689;  1,091   1,304  1,201 
0,703'|  1,108  1,K6' 1,256 

0,716  1,145  1 1,306  1,306 

0,729  1,172 1 1,330  1,330 

0,735;  1,182  i  1,337  1,337 

0,740'  1,196 1 1,346  1,346 

0963,1.483;  1,593.1,593 


0,366 

1,536 

1317 

0.747 

1,762!  2,185 

1,025 

1,823 

2,247 

1,381 

1,852 

2,333 

1,747 

1,898 

2,400 

1,962 

1,981 

2,423 

2.042 

2J057 

2,466 

MSä  S,5«ä,S,92J 
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der  letiten  HorizonUlreihe  der  Tabelle  II.  sei  nocii  bemerkt,  dus 
ich  mr  Contralinmg  der  Yeraaclie  zulützt  Docb  ein  Anlaasea  der  glas- 
h&rtei)  and  gelben  StAbe  zor  Ox. -Farbe  doDkelblau  antemahm  nnd 
dieselben  bieranf  mittelBt  des  Elektromagneten  von  Neuem  magnetisirte. 


ImdKdrt«  Mainiettenei. 


IT. 

V. 

Vi 

Bsdius  — l,90miiL 

Radiiu=2,46iiim. 

Radios— 3,96  nun. 

Aicsii-Verli.-30 

AxeB-Verh.  — 26 

Axen-Verh.=aO 

Ol»- 

«.. 

«^ 

hM. 

Odt. 

- 

0)u- 

e<ib. 

BllB. 

6,92 

6,97 

6,7S 

6,46 

10,20  10,61 

8,82 

10,91 

12,36 

6,91 

7,63 

7,61 

7,62 

11,89 

12,02 

11,15 

13,68 

i5,a2 

7,69 

8,28 

8,66 

9,27 

13,06 

13.68 

13,27 

15,73 

18,28 

8,98 

9,03 

9,27 

10,69 

14,62 

14,92 

15,65 

18,56 

19,0» 

IT. 

T. 

VI. 

ItadiDG~l,90nim. 

Radius— 2,45  mm. 

Radinii-2,95nim. 

Äxcii-Vorii.-30 

iien-TCTh.-2ö 

Axon-Vcrb.=20 

llHt. 

(Xlb. 

BI.U. 

Qlw- 

ObU. 

.... 

OlM- 

hirt. 

a.n. 

Btan. 

1,245 

1,466 

1,851 1-0,865 

1,781 

2,086 

1,246 

1,483 

1,637 

1,819 

1,606  2,306  1,717 

2,212 

2,602 

2,084 

2,002 

1,995 

2,0«4 

1,716  2,508 

2,608 

2,375 

2,834 

2,838 

2,317 

2,126 

2,306 

1,791  2,617 

3,351 

2,507 

2,941 

3,600 

2,508 

2,230 

2,561 

1,888  2,733 

4,383 

2,526 

3,010 

4,751 

2,«17 

2,306 

2,733 

1,969  2,800 

4,870 

2,562 

3,029 

5,283 

2,675 

2,336 

2,835 

2,006 

2,876 

6,142 

2,588 

3,172 

5,430 

2,693 

2,380 

3,362 

2,868 

3^70 

6,073 

3,616 

4^90 

6,838 

3,969 

3,790 

2,663 

2,323 

- 

- 

- 

- 

- 

- 

- 
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Um  die  Einsicht  in  die  weiter  nnten  gezogenen  Folgenmgen  u« 
den  soeben  mitgeteilten  Vorsncbou  zn  erieiuhtcm,  gebe  ich  ferner  in 
Tabelle  III.  ond  IV.  die  Qaotienten,  welche  man  erb&It,  wonn  man 
das  Product  ans  der  magn.  8cbeidaugskraft  und  den  in  IL  gegebenen 
Volumen  der  Stftbe  in  die  verzeicbneten  magneUschen  Momente  din- 


MagneU- 

I. 

n. 

m. 

Schei- 

KadiuB  — 0,86  mm. 

BadittS— l,20iDm. 

Radios  — 1,45  mm. 

dnngs- 
kraft. 

ai«- 

„. 

BUn. 

Olu- 
hwl. 

Oslb. 

„.. 

alu- 

lurt. 

,„.. 

... 

300 

17,2 

21,6 

22,6 

21,0 

22,4 

22,7 

10,0 

22,1 

23,3 

189 

12,3 

14,1 

14,2 

14,6 

14,7 

16,0 

8,8 

15,2 

16,0 

712 

9,6 

10,1 

10,5 

10,4 

10,9 

10,9 

7,6 

11,0 

12,3 

1468 

6,4 

6,4 

5,4 

6,3 

6,4 

6,4 

4,9 

6,7 

601 

Magieti- 

I. 

n. 

m. 

Schei- 

Badin -0,86  mm. 

Radios  — 1,20  mm 

Radios -1,46  mm. 

dang.- 
kraft. 

OIU- 

Orib. 

m». 

OIW- 
bui. 

0.1b. 

Blas. 

OlH- 

but. 

0.1b. 

Bl... 

204 

6,0 

10,8 

11,7 

8,1 

9,9 

9,9 

2,2 

9,6 

11,2 

300 

6,5 

7,8 

8,4 

6,7 

7.4 

7,4 

3,1 

7,4 

9,1 

378 

4,7 

6,4 

6,8 

6,4 

6,1 

6,1 

34 

6*1 

7,5 

489 

3,9 

6,0 

5,4 

4,3 

6,0 

6,0 

3,6 

4,7 

6,0 

712 

2,7 

3,6 

3,7 

3,0 

3,4 

3,4 

V 

3,3 

4.2 

1011 

1,9 

2,6 

2,6 

2,1 

2,4 

2,4 

2,4 

2,6 

3,0 

1468 

1,3 

1,7 

1,8 

1,6 

1,7 

1,7 

1,7 

1,8 

2,1 

2600 

3370 

3630 

2730 

2940 

2940 

3050 

3230 

3680 
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dirt  Bei  Tabelle  III.  liegen  die  Uomente  der  Tabelle  L,  beiT»- 
bdle  IV.  diejenigen  der  Tabelle  II.  zd  Grands.  Id  der  letzton  Hori- 
zoutalrdhe  der  Tabelle  IV.  sind  einfach  uur  die  Qnoticnten  ans  den 
Volumen  in  die,  iu  der  vorletzten  Horizontalreihe  der  Tabelle  II. 
verzeicbnoten  Uomeotti  gegeben. 


rr. 

V. 

VI. 

Ra<ünB~l,dOmm. 

IUdira-9,45iiiiii. 

RiuliDB.°2,96tiim. 

01«- 

Oslk. 

.... 

k.rt. 

od*. 

.,.. 

OIh- 
k.rt. 

flalb. 

«.. 

14.6 

17,1 

16,6 

8,05 

15,0 

15,6 

9,7 

11,1 

12,5 

10,4 

11,7 

IW 

6,8 

10,8 

10,9 

6,9 

8,6 

9,6 

7,9 

8,6 

8,9 

6,7 

8,1 

8,6 

6,7 

6,7 

7,8 

ifi 

4,5 

4,6 

3,2 

4,4 

4,5 

3,2 

3,8 

3,9 

IT. 

T. 

TL 

Badins  — l,90min. 

Itadin|...^2,45mjii. 

Badlgs-2,95miii. 

SS: 

Mi. 

&1.I. 

Olu- 
li«t- 

o«lfc. 

BI». 

Olu- 
k.rt. 

0.1b. 

Bl... 

4.4 

5,2 

6,6 

1.9 

3,9 

4,6 

1,8 

2,2 

2,3 

4,4 

3,9 

6,6 

2,6 

SJ! 

3,8 

2,1 

2,0 

2.0 

4)> 

3,3 

4,8 

2,9 

2,7 

3,3 

2J! 

1,8 

1.7 

3,4 

2,7 

3,9 

3,0 

2,2 

2,6 

2,2 

1,5 

1.3 

2,6 

1,9 

2,8 

2,7 

1* 

1,8 

2,0 

1,1 

0,9 

2,0 

1,4 

2,0 

2,1 

1,1 

1,3 

1* 

0.8 

0,7 

1,4 

IjO 

1,4 

1,6 

0,7 

0,9 

1,1 

0,6 

0,4 

2460 

3100 

2490 

2670 

1660 

19« 

2080 

1210 

1180 
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Von  meinen  zahlreichen  weiteren  Venmchen  teile  ich  nur  noch 
folgende  mit,  weil  nch  dieselben  auf  St&be  von  sehr  bcdeatendem 
Qaersehnitt  beziehen.  DSe  in  Rede  stehenden  St&be  waren  4  panllel- 
epipedischc  Stahletficke  MB  englischem  Gasa-Stahl  von  den  Dirnen* 
Bienen:  Länge  —  57,6  mm.,  Breite  ^^  12  mm.,  Dicke  —  0,6  mm.  Dire 
reep.  Härten  waren:  Glashart,  hellgelb,  kirschrot  und  blan. 

a)  Diese  Stäbe  worden  znerst  mittelst  eines  Stabünagneten 
(Moment  —  1060000  H)  nach  der  Uethode  des  einfachen  Striches 
behandelt  Eine  hierauf  erfo^te  Messung  der  remanenten  Hagnetis- 
men ergab,  in  Uaassmagnet  ( Jf  =  1110000^)  anagedrückt,  die  Werten 

Glashart  Gelb  Rot  Blaa 

0,180  0,215  0,221  0,239 

b)  Die  Stäbe  wurden  nDDmehr  mittelBt  einer  gteichlanRen  Spi- 
rale bei  aufsteigenden  Stromstärken  in  derselben  Weieo  wie  die  an- 
geführten cylindrischen  Stäbe  magnetisirt  Unter  Anwendung  von 
Stromstärken,  die  Ablenkungen  von  »1,3",  55,4"  und  64,7"  an  der 
Tangente nbusaole  entsprachen,  fand  ich  die  indacirten  magnetischen 
Momente  genannter  4  StahlstOcke,  zd  denen  ich  noch  ein  an^eglllhtes 
weiches  Eisenstttck  von  gleicher  OrOsse  hinzufügte : 

Glashart  Gelb  Bot  Blau  w.  Eisen 

1,619  M  1,933  1,976  2,178  2,639 

3,613  4,208  4,091  4,685  5,645 

4,661  5,445  6,532  5,946  6,835 

Die  nach  derlndncüon  romaueuteu  Mumonte  der  4  Stahlst&be 
fanden  sich: 

Glashart  Gelb  Rot  Blau 

0,211  M  0,239  U,24ö  0,279 

0,435  0,406  0,406  (1,381 

0,657  0,564  0,551  0,500 

c)  Nach  Behandlung  mittelst  des  Elektromagneten  ergaben  atch 
endlich  die  remanenten  Momente: 

Glashart  Gelb  Rot  Blan 

2,328  Jl/  1,572  1,460  1,110 


Der  DiflcuBsion  meiner  VersacbBresultato  mnss  ich  ToranBBchicken, 
dass  —  wie  direct  einlenchtend  und  auch  durch  Versuche  leicht  er- 
kennbar —  einesteils  die  urspraugliche  moleculare  Beschaffenheit,  die 
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wohl  in  der  Regel  ftr  irgend  zwei  im  Handel  vorkommende  Stabl- 
Btäbe  keine  gleiche  sein  wird,  andernteils  aber,  setbat  wenn  das 
letztere  der  Fall  wäre,  die  nur  angenftberte  gleiche  Uolecnlarbeschaf- 
fenheit  der  Stäbe  gleicher  dosBeriicher  H&rte  oder  gleicber  Ozyd.- 
Farbe  (s.  IL)  die  Ergebnisse  der  Hagnetisirung  in  solcher  Weise 
beeinflussen,  dass  man  durchaus  nicht  diejenige  Prdciaion  der  Resnl- 
tate  wio  z.  B.  bei  der  Hagnetisirung  weichen  Ebens  erwarten  darf. 
Es  werden  daher  —  insbesondere  bei  geringeren  magnetiscben  Scbei- 
dnngskr&ften  sowie  bei  den  remanenten  Uagnetismen,  wo  die  Cohä- 
sionskräfle  einen  bedeutenderen  EinfiaBS  änssern  müsBeu  —  bin  nnd 
wieder  die  Stäbe  Abweichungen  von  der  mittebt  vieler  Tersacbe  fest- 
gestellten Bpgol  zeigen,  und  weiter  auch  nnr  annähernd  eine  exact 
mathematisch  ausdrückbare  Beziehung  zu  einandeo:  erkenuen  lassen. 
Dies  bemcksichtigeud  habe  ich  die  iu  III.  erörterte  einfache  Versnchs- 
Uethode  fOr  hinreichend  genau  gehalten  nnd  ferner  die  folgenden 
Schlosafolgemi^en  von  diesem  Gesicht«pankte  ans  gezogen. 

Fassen  wir  nnn  zunächst  die-indacirten  Uagnetismen  ins 
Auge,  so  lassen  sich  folgende  Schlttsse  ziehen: 

1}  Znoäcbst  zeigt  die  Betrachtung  der  Verücalreihen  der  Tab.  I. 
n.  III.  den  schon  von  Wiedemann  *)  ausgesprochenen  Satz,  dass  sich 
die  von  aufsteigenden  indncirenden  Kräften  in  einem  StaUstabe  zam 
erstdn  U&le  inducirten  magnetischen  Momente  einem  Grenzwerte  — 
dem  Maximum  —  nähern.  Ferner  zeigen  die  Horizontalreiben  der 
Tab.  I.,  sowie  die  unter  IVb.  mitgeteilton  Yersuche,  dass  bei  Stäben 
gldcher  Dicke  die  gleiche  inducirende  Kraft  in  einem  weicheren  Stahl- 
Stabe  ein  stärkeres  Moment  inducirt,  als  in  einem  härteren  Stabe, 
was  auch  aus  den  Angaben  vonBarlow**),  Müller***)  und  Wie- 
demann f),  wenn  auch  nicht  in  so  evidenter  Weise,  wie  ans  den 
mitgeteilten  Versuchen  hervorgehi 

2i  Tab.  L  zeigt,  dass  die  weichen  Stäbe  sich  ihrem  Maximum 
an  inducirtem  Magnetismus  anfaugs  rascher  nähern,  als  die  harten 
Stäbe,  dass  aber  umgekehrt  bei  vorgeschrittener  M^netisirung  die 
harten  Stäbe  rascher  wachsen,  als  die  weicheren  Stäbe.  Beide  scheinen 
fOr  donnere  Stäbe  ein  und  denselben  Grenzwert  zu  erreichen,  sodass 
also  für  diese  das  magnetische  Maximum  von  der  Härte  anabhängig 
wäre. 


*)  Pogg'  Ann.  Bd.  C.  S.  S39.  unJ  B<1.  CVI.  S.  997. 
'•)  Oilb.  Ann.  Bd.  LXXni.  S.  (80. 
•**)  Pogg.  Ann.  Bd.  LXXXV.  8.  157. 
t)  F<«K-  Aon.  Bd.  GVL  S.  ITO. 
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8)  Die  Betrachtung  der  in  ein  und  derselben  Horüonlairdhe 
Bebenden  Werte  der  Tab.  III.  zeigt  fttr  dünne  Stabe,  dio  Uirem  Mazi- 
man^  bereits  nahe  gerückt  sind  (bei  der  magn.  Sclicidnngskraft  1468), 
uahezn  eine  Constanz  dieser  Werte,  während  man  bei  Vergleicbnng 
verschiedener  Dicken  der  gleichen  Härte  nnd  ttei  der  gleichen  schon 
bedeutenderen  Scheidungskraft  eine  Abnahme  der  verzeichneten  Werte 
gewahrt.  Es  fo!)jt  hieraus,  dass  die  magn.  Uamenlo  der  ihrem  Mazi- 
mam  nahe  gerückten  dQnncreu  Stfibe  bei  gleicher  inducirender  Kraft 
den  Qaerschnittcn  der  Stäl>e  (die  im  Verbältnias  der  eingefahrteo 
Yolamen  stehen)  ann&hernd  proportional  sind.  Für  dickere  Stftbe 
sinkt  indessen  das  Vcrhältniss  der  Momente  unter  da^euige  der  Qn^- 
schnitte  herab;  möglicherweise  gilt  jedoch  der  gezogene  Schlnss  auch 
fUr  das  (hier  nicht  erreichte)  Jtlaximum  der  dickeren  St&bo. 

4)  Ueber  des  Einflnss  der  Länge  der  Stahlst&be  auf  deren  in- 
dacirt«8  magn.  Moment  habe  ich  in  IV.  keine  Besoltate  mitgeteilt, 
weil  ich  in  dieser  Beziehung  aus  Mangel  einer  gcnOgend  grossen  An- 
zahl von  Yersncben  einen  eutschcidcndeu  Schlnss  nicht  ziehen  kann. 
Es  liegen  mir  jedoch  aber  das  Langen-Vcrhältniss  1:2  Tersnche  vor, 
wonach  im  Maximnm  der  Erregung  bei  gleicher  inducirender  Kraft 
die  magnetischen  Momente  sich  bei  dttnucreu  Stäben  wie  deren  Län- 
geo  verhalten.  —  Die  Gültigkeit  dieses  SchlusseB  auch  für  andere 
L&Qgenvcrhältnisse  vorauB^esetzt,  warde  demnach  aus  3)  a.  4)  folgen, 
dass  bei  donneren  Stäben  das  Maiimam  der  magn.  Erregung  annähernd 
dem  Volumen  proportional  sei. 

&)  Dividircn  wir  die  in  Tab.  I,  verzeichneten  Momente  der 
Stäbe  I.  und  II.,  welche  mittelst  der  stärksten  magn.  ScheidnngskraA 
(1468  H)  erhalten  wurden  (wo  dieselben  ihrem  Maximnm  nahe  waren', 
durch  die  in  II.  gegebenen  Gewichte  (=  199U  resp.  4310  mgr.\  so 
erhalten  wir  im  Mittel  den  Wert  1010,  Führen  wir  fOr  die  Uori- 
zontalcomponente  B  der  erdmagn.  Kraft  deren  (experimentell  be- 
stimmten) absoluten  Wert  -^  1,92  ein,  so  wäre  hiernach  das  Maximnm 
magnetischer  Erregung  der  Masseneinbeit  des  Stahles  in  absolutem 
Maaase  ungeßlhr  —  1010.1,92  ^  i960,  ein  Wert,  der  hinter  dem  von 
v.  Walte  nhofen*)  f&r  Eisen  gefundenen  Maximalwert  (2100)  zurflck- 
hleibt  Vergl.  auch  die  Versuche  mit  den  parallelepipedischen  Stabl- 
stncken  und  dem  weichen  Eisenstflck  in  IV  b. 

Geben  wir  nnn  znr  Betrachtung  der  remanenten  Uagnetis- 
men  aber,  so  ergeben  sich  auf  Cirnnd  äst  Tab.  IL  und  IT.  die 
folgenden  Schlnssfblgemngen : 


•)  Pon.  Ann.  Bd.  CZXXVII.  E 
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1}  Tab.  IL,  lehrt,  dass  die  nach  Anfhebimg  der  enton  indadTeii- 
den  'Wirkungen  in  den  einzelnen  Stahlstaben  znrOckbleibenden  Mo- 
mente sieb  einem  Grenzwerte  (Maximam)  nähern,  was  bri  weichen 
Stäben  eher  als  boi  harten  Bt&ben  geschieht  Ferner  I&sat  sich  ans 
der  anfknglichen  Zunahme  der  Werte  der  harten  St&be  DI.,  V.  und 
VX  in  Tab.  IT.  folgern,  dass  die  remanenten  Momente  anfiings  rascher 
wachsen,  als  die  bezOglichen  indacireuden  Kr&fCe.  (Dieselben  SchlüsBO 
bat  bereits  Wiedemann*)  gezogen). 

2)  Was  nnn  die  GrOese  der  von  den  verscbiedeara  Stahlh&rten 
znrBckbehaltanen  Magnetismen  anbelangt,  so  werden  bei  schwächeren 
indncirendeu  Wirkungen  [s.  Tab.  11.)  die  weichen  Stäbe  stärker  rema- 
oent  magnetisch  als  ^die  harten;  da  aber,  wie  eben  bemerkt,  die 
ersteres  ihrem  Grenzwerte  bereits  nahe  gerOckt  sind,  während  die 
letzteren  noch  stärker  anwachsen,  so  tritt,  jedoch  nor  bei  dickeren 
Stäben,  der  Fall  ein,  daas  mit  wachsenden  indacirraulen  Eräften  der 
remaneute  Magnetismus  der  harten  Stäbe  deiyeoigen  der  weichen 
aberholt  Ob  dies  geschieht,  hängt  nach  meinen  Tersuchen  von  dem 
Axen-Terhältoiss  (Verhältuiss  von  Länge  zu  Dicke)  der  betreffenden 
St&be  ab,  und  tritt  dann  ein,  wenn  das  letztere  unter  dem  Wert 
30-40  liegt  Uebertrifft  also  die  Länge  der  Stablstäbe  deren  Dorch- 
mosser  um  das  30— 40fache,  so  werden  mit  nnseren  Magnetisirungs- 
mitteln  die  weichen  Stahlstäbe  stärker  remanent  magnetisch  als  die 
harten,  ist  jenes  Verbältniss  geringer,  dann  ist  die  Sache  umgekehrt. 
Mit  Evidenz  geht  dies  ans  den  in  der  letzten  Horizontalreihe  der 
Tab.  n.  mitgeteilten  Besultaten  des  Anlassens  der  glasharten  Stäbe 
L,  in.  und  IV.  horror  *•).  —  Mit  dieser  Tatsache  sind  femer  die  in 
I.  erwähnten  Widerspräche  der  Angaben  verschiedener  Eiperimeu- 
tatoren  an^klärt,  indem  sich  aus  den  angegebenen  Dimensionen  der 
brtreffenden  Stäbe  leicht  berechnen  lAsst,  dass  die  Resnltate  jener 
Beobachter  mit  dorn  Vorhergehenden  in  Einklang  stehen. 

4)  Faaacn  wir  die  Werte  der  letzten  Horizontalreihen  der  Tab.  IT. 
ins  Auge,  so  bemerkt  man  mit  zunehmender  Dicke  bei  den  glasharten 
Stäben  anfangs  annähernd  eine  Constanz,  bei  den  angelassenen  Stäben 
aber  ein  bedeutendes  Sinken  der  verzeichneten  Werte.  Hieraus  folgt, 
dass  nnr  fOr  dünne  und  harte  Stäbe  der  gleichen  Länge  das  rema- 
nente  magn.  Moment  bei  vorgesehrittener  fi^gnetiainug  den  Volumen 
oder  Qnerachnitten  proportional  sei,  während  aber  für  grfisaere  Dicken 
und  weiche  Stäbe  das  Verhältniss  der  remanenten  Momente  wdt  unter 
dasjenige  der  Querschnitte  herabsinkt 

•)  Pogg.  Ann.  Bd.  GVL  n.  C. 

*^  Sine  BlIdanK  von  Volgepnakten,  wia  ditHlb«  Cnlomb  beobaddele  (i.  I.), 
konnM  Ich  bei  meJiMD  Stäben  nicht  WkbniehnMn. 
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Anknüpfend  an  I.  will  ich  die  Hauptmomente  meiner  Termchs- 
reroltate  nochmalB  kurz  ztuanuucufasBen : 

Da  die  Magnetiainrngs-CnrveD *)  für  die  indncirten  Magne- 
tismen der  weichen  Stäbe  stets  Aber  denjenigen  der  harten  StSbe 
verlaufen,  und  schliesslich  bei  dflnnen  Stäben  nabeza  den  gleichen 
Wert  erreichen,  mOsson  wir  schliesson,  dass  die  Molecnlar-Kr&fte, 
welche  die  Härte  eines  Stahlstabes  bedingen,  die  OrOsse  des  darch 
eine  magneti sirende  Kraft  indncirten  magn.  Momentes  herabmindern. 
Diese  Herabmindernug  ist  relativ  bedeutender  bei  geringeren  magneti- 
sirenden  Kräften,  sowie,  in  UebereinstJmmiinf  mit  deu  Cohlsiona- 
erschoinitngen  (Elasticität  und  Härte),  bedeutender  bei  harten  und 
dicken  Stäben.  —  Bei  dUunen  Stäben,  die  ihrem  Maximam  nahe 
gerückt  sind,  treten  diese  Einflösse  jedoch  mehr  zurück,  eodasa  ein 
Unterschied  zwischen  weichen  und  harten  Stäben  dann  nicht  mehr  sD 
bestehen  scheint;  in  diesem  Falle  kOnuen  auch  die  indncirten  Mo- 
mente annähernd  dem  Yolnmen  proportional  gesetzt  werden.  Oh  dies 
Letztere  anch  fdr  dicke  Stäbe  (rtUtigkeit  hat,  ist  eine  offene  Pragö, 
deren  experimentelle  Beantwortung  wegen  der  Schwierigkeit  das 
Uarimnm  der  magn.  Erregnng  zn  erreichen  immerhin  in  Frage  ge- 
stellt erscheint. 

Der  nach  geschehener  Induction  in  den  Stahlstäben  Karüclc- 
bleibende(remanente)  Magnetismus  zeigt  ein  wesentlich  anderes 
Verhalten  als  der  Indncirte  Magnetismus: 

Hier  verlaufen  nämtich  die  Magnctisimngs-Carren  der  weichen 
Stäbe  anfangs  zwar  anch  ftber  denjenigen  der  harten  Stäbe,  mit  zs- 
nehmonder  indudrender  Kraft  überholen  aber  umgekehrt  bei  den 
Stäben,  deren  Länge  ihre  Dicke  weniger  als  ungefähr  30  mal  über- 
trifft (deren  Aienverhältuiss  nnter  30),  die  harten  Stäbe  die  weichen. 
Es  folgt  hieraus,  dass  die  remancuten  Magnetismcu  zum  Teil  von 
denselben  Factoren,  wie  die  inducirlcn  Magnotiamcn ,  abhängen  (wie 
denn  ein  remanouter  Magnetismus  ja  auch  eine  vorhergegangene  In- 
duction voranssetzt) ;  eine  dimgemässe  Ijebcrcin Stimmung  zeigt  sich 
jedoch  nur  bei  dünaeren  Stäben,  deren  Axeuverhältniss  grösser  als 
ungefähr  30,  sowie  bei  schwächeren  inducirenden  Wirkungen,  in 
welchen  Fällen  dann,  wie  bei  den  inducirten  Magnetismen,  die  weichen 
Stäbe  stärker  bleiben,  als  die  harten  (hierher  gehören  die  Versuche 
von  Hangteen  und  I^amont,  s.  L).    Bei  dickeren  Stäben  und  grosseren 

*)  Di«  mAgn.  Suheidnngikrtite  «U  Atucunn,  dia  magn.  UoneoW  ■!■ 
OrdSmun  aurgofatit. 
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iadseirendeii  Er&ften  tritt  aber  der  Einflnss  der  TorauBgegangenen 
IndncÜoii,  resp.  gewisser  Factoren,  von  welchen  dieselbe  abh&agt, 
PDtschieden  znrQck,  sodass  nunmehr  die  harten  Stäbe  stflrkeV  bleiben, 
als  die  .weichen  (hierher  sind  die  Tersuchsresultato  von  Coulomb, 
Malier,  PlQcker  nnd  Wiedemano  zn  rechnen,  vergl.  I.)-  Ans  dem 
Toraugegangenen  mfisseu  wir  den  interessanten  Schlnss  ziehen,  dass  der 
rernftoente  Bfaguetismus  des  Stahles  von  bestimmten,  mit  den  U&rte- 
verhältnissen  zasammen  hängen  den  Factoren  abhängig  sei,  welche, 
wenigstens  für  stärkere  iuducirende  Wirkungen,  zum  Teil  von  dem 
vorher  iudacirteu  Hagnetismus  nicht  beoinäusst  würden,  sondern  in 
eigener  Weise  von  den  DimensionGD  der  Stahlstäbe  abhftu^g  w&ren. 

In  weiterer  Verfolgung  dieses  letzteren  Schlusses  habe  ich  noch 
am£assendere  Versuche  angestellt  und  hoffe,  demnächst  dieselben  mit 
infercsGautcn  Schlüssen  auf  das  Wesen'  der  aach  oben  in  Betracht 
komnienden  sog.  Coercitivkraft  vorlegen  zu  können. 

Dortmund,  im  Mai  1875. 
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xm. 

bas  allgemeine  Zerl^nngsproblem  d«r  BetorminaDten. 

Von 
Siegmund  Günther. 


g.  1.  Eanm  war  die  Determinante  als  selbstBtandifires  combina- 
torisches  Symbol  iu  die  Wissenschaft  eiogefohrt,  so  begannen  auch 
schon  die  Versuche,  die  praktische  Berechnang  solcher  Formen  durch 
Zerlegung  derselben  in  andere  von  weniger  Elementen  zu  erleichtern. 
So  entstanden  jene  freilich  durch  inductivcs  Tatonnement  gewonnenen 
Sätze  von  Laplace^),  deren  Gesammtheit  die  Nachwelt,  wenn  auch 
etwas  uneigentlich,  mit  dem  Namen  des  Laplace'schen  Zerlegungs- 
theoromes  belegt  hat  Allgemeinere  Untersuchungen  aber  die  Zer- 
fiLUung  einer  Determinante  in  Aggregate  von  Minoreu-Producten  hat 
später  Gaacbf*)  angestellt,  nnd  selbstverständlich  hat  auch  Jacobi 
in  seiner  fundamentalen  Abhandlung  den  Gegenstand  berQhrt').  Er 
begnOgte  sich  sogar  nicht  mit  der  Behandlung  des  einfacheren  durch  _ 
Laplace's  Vorarbeiten  bereits  eiuigcrmassen  aufgehellten  Falles, 
welcher  die  gegebene  Form  in  eine  Reihe  von  Producten  aus  je  zwei 
Determinantenfactoren  eotwickeln  lehrt,  sondern  Hess  die  Anzahl 
dieser  Factoren  ganz  nnbestinimt  Allein  obwol  Jacohi'a  Beweise 
der  hier  in  Frage  kommenden  Lehrsätze  völlig  einwurfsfrei  genannt 
werden  mllssen,  so  kann  von  seiner  Bebandlungs weise  doch  mit  Fug 
das  behauptet  werden,  was  man  den  Deductionen  der  alten  griechi- 
schen Geometer  nachzusagen  pflegt:  es  wird  die  Ueberzeugong  von 
der  Wahrheit  des  Behaupteten  erzwungen,  ein  Einblick  in  das  eigent- 
liche Wesen  der  Sache  aber  nicht  gewährt.  Zum  grossen  Teile  trägt 
daran  Jacobi's  abgekarzte  Schreibweise  die  Schuld;  denn  wenn  bei 
irgend  einer  Gelegenheit  das  quadratische  Arrangement  der  Elemente 
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gebieterisch  gefordert  wird,  bo  ist  diesa  sicbertich  hier  der  Fall.  Ge- 
wisse Spedalfölle*)  finden  sich  bei  Jacobi  atlerdinge  eiagebender 
discatirt  vor;  allein  besonders  für  die  praktische  AusfUhraog  solcher 
Zerlegungen  giebt  er  so  gut  wie  gar  keiue  Anhaltspunkte. 

Man  kann  ancb  nicht  sagen,  daas  seit  seiner  Zeit  wesentliche 
Fortschritte  gemacht  worden  seien.  Fnr  die  Mehrzahl  der  Torbau- 
denen  Lehrbttcher  bot  die  Uutcrie,  als  nicht  mehr  den  eigentlichen 
Elementen  angehörig,  keiuo  Veranlassung  zu  Keformvcrsuchen ,  nnd 
da  maa  die  sicheren  Tatsachen  boaass,  bekümmerte  man  sich  auch 
sonst  wenig  nm  die  GrnnUlagoa  Nur  das  Baltzer'sche  Werk*) 
macht  auch  hier,  wie  iu  anderen  Fragen,  eine  Ausnahme;  indes  war 
auch  ihm  noch  eine  zu  grosso  Kürze  geboten,  nm  Ani^ngorn  leicht 
verständlich  zn  soin.  Der  Zweck  dieser  Abhuudlung  ist  nun  znnftchst 
der,  die  Laplncc'scho  Methode  iu  umfassender  Weise  zu  discutiren 
und  mit  mögliebst  ciufacben  Hülfsmittelu  einen  Beweis  für  dieselbe 
zn  erbringen.  Jedoch  glanbeu  wir  so  auch  noch  einen  weiter  über 
das  nnmittelbar  gesteckte  didaktische  Ziel  hinansgreifenden  Zweck  zn 
erreichen,  indem  wir  auf  Gmnd  eines  neuen  Satzes  ein  einfaches  nnd 
naturgemftsses  Verfahren  zur  wirklieben  Bildung  deroinzeluen  Aggre- 
gat-Glieder gewinnen. 

I)  Laplnce,  Recherche«  «ur  lo  cnlcol  'mlisT*^  <^'  ■*■■'  ^  tyt^tta  ds 
laoDde,  U^m.  de  l'ucad.  dea  acicnces,  bdik^o  1792.     II.     S.  304. 

S)  Cauchy,  Memoiro  »r  les  fonctionB  qui  ne  pearrat  obtenir  qua  denx 
Titleurg  fgnlct  vt  de  »igncs  cantr«ires  pnr  tuitc  drs  lrHii«rormntionB  op^r^a 
entre  let  variablei  qu'ellci  rcnfenDent,  Jonro.  ilo  Tectde  polyL,  ToiiM  X. 
S.   101  ff. 

s)  Jacobi,  Do  furioutiona  et  projimtutibu«  Dolerminamiuia,  Juprnal  f. 
d.  reine  n.  angcw.  Matben).,   93.  Bund.     S.  993. 

4)  Ibid.     6.  S94  B. 

5)  Baltzer,  Tbeurie  und  Aiiwendang  der  DcterminunlCD,  Lei|ixlg  I8&T. 
%.  4,    I.     (Enuprech^nd  in  den  epatcren  Anfla);cn). 

§.  2.  Die  Aufgabe,  welche  wir  uns  zunächst  stellen,  wird  also 
folgendcrmasseu  zn  formulireu  sein: 

Gegeben  ist  eine  Determinante  nten  Grades 


dieselbe  soll  in   ein   Aggregat  von  zweigliedrigen   Pro- 
dncten  umgewandelt   werden,   deren  beide  Factoreu  be- 
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zQgUch  UnterdetermiDanten  vpin  Grade  p««)  iiiid(n — p) 
Bind. 

Diese  Aufgabe  zerlegt  sich  folgorichtig  in  zwei  Teile:  Es  soll 
nämlich  erstens  eine  allgemeine  Ucthode  angcgebeD  werden,  nach 
welcher  diese  Zerlegung  praktisch  vorgcDommen  werden  kann,  obue 
dass  das  Uebersehen  irgend  eines  Gliedes  möglich  wäre;  natürlich 
mQssen  wir  zn  diesem  Zwecke  die  Anzahl  der  vorkommenden  Eut- 
wickelnngs-Glieder  a  priori  anzugeben  im  Stande  sein.  Zweitens  ist 
das  Ergebniss  der  Zerlegung  in  Gestalt  einer  indepeodenten  Formel 
hinzustellen,  in  welcher  als  symbolische  Ausdrücke  lediglich  die  ge- 
wöhnlichen Summenzeichen  auftreten  dürfen. 

Zur  Erleichterung  gehen  wir  von  einer  Voraussetzung  aus,  welche 
scheinbar  allerdings  den  Charakter  der  Allgemeinheit  alterirt.  Als 
erstes  Glied  der  zu  kildenden  Keihe  soll  nämlich  das  folgende  gelten : 


om    ■  ■  ■    «1.P 

fflHj.fi        .  .  .  .  a«.H 

welchem  offenbar  das  positive  Vorzeichen  znkommt.  Dass  jene  Be- 
schränkang  in  Wirklichkeit  nur  eine  scheinbare  ist,  kann  leicht  ein- 
gesehen werden,  indes  werden  wir  zum  Schlüsse  unserer  Unter- 
suchung noch  einmal  speciell  darauf  zurückkommen. 

S.  3.  Bezeichnen  wir  in  jedem  der  einzelnen  Producte,  an  deren 
Bildnng  wir  nunmehr  herantreten,  den  ersten  Dctcmainantcnfactor  mit 
/,  den  zweiten  mit  //,  so  kGnnen  wir  zunächst  einmal  die  Festsetzung 
machon,  dass  Determinante  /  vom  p  ten,  Determinante  //  vom  («— y)- 
tea  Grade  sein  soll;  ferner  können  wir  bestimmen,  dass  die  erste 
Yerticalreihe  von  Determinante  /  stets  den  zweiten  Index  1  besitzen 
soll,  und  zwar  soll  jede  einzelne  Determinante  so  beschafFen  sein^ 
dass  sowol  die  ersten  als  auch  die  zweiten  Indiccs  ohne  jede  Inversion 
von  links  nach  rechts,  beziehungsweise  von  oben  nach  unten,  aufein- 
anderfolgen. 

Unter  diesen  Umständen  wird  in  einer  gewissen  Anzahl  der 
Determinanten  7  das  Element  %,)  den  oberen  Eckplatz  links  ein- 
nehmen. Wir  wollen  demnach  bestimmen,  in  -wie  vielen  Gliedern  die 
Determinante  /  stets  das  nämliche  Element  «i,,  an  der  bewmsten 
Stelle  aufweist;  diese  Anzahl  sei  M. 

Denken  wir  uns  die  Determinante  J  ganz  ausgerechnet,  so  kommt 
das  Element  ai,i  im  Ganzen  (n — 1)1  mal  vor.    Denken  wir  uns  an- 
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dorcrseiU  die  von  ans  angestrebte  Reihe  bereits  gebildet,  so  wird  og 
an  jenem  Platze  M  mal  erscheiaen,  jedesmal  zunächst  multiplicirt 
mit  einer  ersten  llnt£rdcterminante  von  J,  also  mit  (p  —  1)!  Gliedern 
nnd  dann  nocli  mit  dor  Determinante  II,  also  mit  {n—p)\  Gliedern. 
Es  besteht  sonach  die  Identität 


Jf — 


(p-l}!(«-p)!' 


und  ee  handelt  sich  weiterhin  nnnmehr  danAn,  diese  Af  Glieder  wirk- 
licli  zu  finden. 

nieza  dient  der  Satz: 

Man  bilde  ans  den  Zahlen 

2,  3,  4  ...  f. 

Bämmtliche  Combinationen  ohne  Wiederholnngen  zn  je 
Cp — 1)  Elementen  und  setze  jeder  einzolnenTomplezion 
noch  1  vor;  alsdann  ist  sie  bezüglich  die  Reibe  der 
zweiten  Indices  der  ersten  Horizontalreihe  von  Deter- 
minante /,  während  die  ersten  Indices  •ansschliesslicb 
Einheiten  sind.  Die  Bildang  der  Determinanten  //  er- 
hellt dann  nnmittelbar. 

Um  die  WahrLicit  diesos  Satzes  einznseben,  genügt  es<  za  zeigen, 
dass  Af  dem  Numerus  Combiaationnm  ohne  Wiederholungen  von 
(n — 1)  zu  je  (p  — 1)  Elemonten  gleich  ist.  In  der  Tat  ergiebt  sich 
ans  der  Definitionsgleiclmng 

(n-l)!  =  [(n-l)(n-2)...(,!-j,-|-l)].[(n-p){n-p-l)...  3.2.1] 

unmittelbar 

„ ^    &rii).'_    (-i)(»-^)--;--''+»^»-c-'U). 

(p  — !)!{»— p)!  (p— IJ! 

§.  4.    Betrachten  wir  z.  B.  die  Determinante 

j  "la  "iii  'h«  »!■*  "HB 

«i!i  "*u  «»HS  ''at*  «sis 

<Hn  «81«  <H-<i  ''Sit  'Hi& 

«tJl  "«»  «««  "iit  "W 
I   "  .1  «Si»  «6iS   "51*  "h^i 

und  setzen  {n—p)  =  2  (also  p  =  3),  so  haben  wir  die  Elemente  2, 
3,  4,  5  zu  je  zweien  zu  combiniren  und  erhalten  j— ri^-öComplexio- 
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»en.  Wir  formiren  dieselben  nach  den  bekannten  Regeln  der  com- 
binatoriBchon  Analysis  der  Ordnung  nach  und  bekommen,  indem  wir 
die  Einheiten  Torsetzen, 

123    134    14  &. 
12  4    13  6 

1  a& 

DcmgemäBs  sind  die  { Jlf  —  6)  Aggregat-Glieder,  welche  das  Ele- 
ment flijj  an  den  ihm  angewiesenen  Platze  haben,  die  nachstehendcu : 


*i«  «ji*  "la 
«iii  "m  "j« 
«S)i  "srt  ojis 


to^lKl 


1   "S«   <4i6  I 

1  ■«s«  °srt  I 


I  »»'«  « 


I    "ft«    °6M    1 


»111  «1«  «11«  ■ 

1    "M    '^t* 

»S,l    «W*    "S.4  1 

1 

1   «5,9  «Sl 

«Sil    "Srt    *S14  1 

«m  «1«  <^i*  i 

«4«    «*rt    1 

Oj,,    «n-s    »^It  ! 

«M  "S.5   i 

"an  °3i8  "3i4  ; 

«1-.  ".,.<^,s! 

1 

j  °«rt  «t« 

■^11    "«.4    "*'5  j 

1  «e«  «B« 

«SM    "S'l    "3>S  i 

Ehe  wir  die  folgenden  Aggregat-Glieder  ermitteln,  wollen  wir  ans 
zuvor  fiberzengen,  welches  Vorzeichen  jedem  der  ersten  M  Glieder 
zuzuteilen   iat     Hiezu    verhilft  nna   der  bereits   früher   aufgestellte 

Satz"): 

Wird  eine  Determinante  nach  den  Elementen  einer 
bestimmten  Reibe  in  erste  Uutcrdeterminanten  zerlogt 
nnd  will  man  wissen,  welches  Vorzeichen  das  mit  oi.k 
mnltiplicirte  Glied  dieser  Zerlegung  erhält,  so  nutor- 
sncho  man,  ob  * 

i+k 

eine  gerade  oder  ungerade  Zahl  ist-,  im  ersten  Falle  ist 
das  positive,  im  zweiten  das  negative  Zeichen  zn  neh- 
men. Natürlich  wird  vorausgesetzt,  dass  die  Determi- 
nante in  ihrer  Normalform    2±a,„  ...  «h,«  gegeben  war. 

Denken  wir  nns  nun  aua  den  bereits  entwickelten  ein  holicbiges 
Product  heran^egriffen,  dessen  Determinante  /  von  der  Form 
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«1)1     <Hi«. '  «^ii«.     ■■•    *hi«, 


"PTI        "Pl»! 


°f.V. 


sein  wird.  Die  mit  dieser  mnltiplicirte  Determinante  //  enthält  ein 
bereits  an  sich  wolgeordnetes  Diagonalglied  und  trägt  deshalb  von 
selbst  das  positive  Zeichen,  so  dass  es  also  lediglich  aof  das  erste 
Diagonalglied 

«1,1 .  a»,a,  .038,     ...     ''Pi»p_j 

der  Determinante  /  ankommt. 

Das  erste  Element  ist  oi,],  also  tritt  der  Factor  (— 1)^+'  vor. 
Dann  erscheinen  alle  diejenigen  Elemente,  welche  in  der  ursprüng- 
lichen Determinante  /  den  ersten  Index  2  besassen,   in  d6r  neuen 


Determinante   , 


-  mit  dem  zweiten  Index  1,  an  ! 


Index  aber  ist  («i  —  i)  zu  setzen.    Ebenso  tritt  in  der  hierans  ah- 

3»/ 
geleiteten  Determinante  g   — g   ■-  au  die  Stelle  der  Indices  3  und 

^  bezOglich  der  Index  1  und  («2  —  2). 

In  dieser  Weise  fortschliessend  erkennen  wir; 

Das  Diagonalglied 

«1.1  ■  «aiii  ■  •^.•i     ■  ■  ■     '^f-i 
erscheint  mnltiplicirt  mit  folgenden  Factoren; 


i+i     i-f«. 


,H.,,i-(J.-l. 


(-l).(-l)    .    (-1)    .    (-1)       .      (^1) 

d.  b.  wenn  wir  die  hier  auftretenden  Summen  wirklich 
bilden,  so  erhalten  wir  das  Diagonalglied  von  Determi- 
nante /in  folgender  Form: 


(-1) 


«iji'«iHi-''a<.  • 


^P*f. 


*)■ 


■)  Den   in   der   eckigen    Klnmmcr   heUndliuhea    Brach  findei  mftn,   iadcm 

vuii    (1  +  1+1+  ...  +l(p+li)    die    SuniDio    (1  +  3+  ...  +;.— 1)  = 

-— ^  Bobtraliirt.  Ucbrigf  ng  Bcbciot  dal  hier  indactoriich  abgelejcete  TheoToin 
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In  dem  von  ans  oben  angezogenen  Fal]ß  iet  ein  für  allemal 

2  +  Zp-pl 

2  =*■ 

Dagegen  hat  man  für  die  6  Complexioncn  zweiter  ludices  der  ersten 
Diagonalen,  nämlich  für  1,  2,  3;  1,  2,  4;  1,  2,  5;  1,  3,  4;  1,  3,  b\ 
1,  4,  5  resp.  die  folgenden  Sntnmen  S-, 

«,+«,-2+3-5;  *,+,, -2+4  =  6;  «,+«,  =  2+6-7; 
«i+«»=-3+4  =  7;    «,+«,  =  3  +  5  =  8;     «1+«,  -  4+5  =  9; 

soweit  sind  die  Factoren  jeder  sechs  Determinanten  beziehungsweiso 
die  folgenden: 

6+1  ftfl  7(1 

(~l)      =  +  1;    (~l) 1;    (-1)      =+1; 

Hl  8+1  9+1 

(-1)       =+1;    (-1)       =-1;    (-1)       =+1. 

Als  rein  empirische  Controle  mag  noch  die  sonst  Qbliube  Vor- 
zoichenbestimmang  einen  Platz  fiuden.  Die  sechs  Glieder  sind  diese: 

«1)1  «»T*  «B-«  «4,4  «Alf.;  '»1.1  «l'i  "SM  "tiS  "ä'Si  ''m  «Si»  «i«  «4«  «B.*t 
'•lil   'h^   "SM   '»45»   "SiS't      "lil   "«iS   «S'S  "la  «Si4i     «I.I   <*«.*   1^«   "»41»   "SiS- 

Die  ersten  Indices  sind  hier  wolgeorduet  und  es  muss  also  die 
Zählung  der  Inversionen  an  den  zweiten  vorgenommen  werden.  Diese 
sechs  Compleiioneu  bieten  deren  min  bezüglich  0,  1,  2,  2.  3,  4  dar, 
also  entsprechen  ihnen  die  Vorzeichen  +,  — ,  +,  +,  — ,  +,  wie 
auch  wir  gefunden  babci). 

6)  QOnther,  Lrhrburh  der  Dctcrminanlcnthcorip,  Erlangen  lg7&.    S.  4S. 

§.  5.  Die  M  Glieder,  welche  bisher  betrachtet  wurden  und  nun 
sowol  ihrer  Zusammensetzung  als  anch  ihrem  Vorzeichen  nach  völlig 
bekannt  sind,  bosassen  in  ihrer  Determinautc  1  als  erste  Colonnc 
stets  die  nftnüichc 


Nunmehr  setzen  wir  fest,  dass  filr  jedes  der  noch  Übrigen  Glieder 
die  erste  Colonne  von  Determinante  /diese  sein  soll: 

"^+iii    "r^M    "pfiii    ■  ■  ■    '■"ii- 


bii  cuntFquenter  Anwcn'liing  znr  indepetidcnlcn  Scsliinnianf  An  Vuririrhcn« 
jed«i  willkBrlichen  Detenuiii«nten-Glii>deg  dienen  xa  kDnucD,  obne  irgend  eine 
InTeniont-Abilhlnni:. 
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Damit  ist  zugleich  ausgesprochen,  dass  Determinante  I  vom  Grade 
(k — p),  DctermiDaute  //dagegen  vom  Grade  p  sein  soll. 

Die  Anzahl  dieser  noch  nicht  gebildeten  Glieder  ist  leicht  an- 
zugeben, bezeichnen  nir  sie  durch  N,  so  finden  wir  geradeso  wie 
oben  {ji.  3.) 

^=       ("-!)'      . 

Auch  die  Bildung  der  einzelnen  Glieder  ist  jener  frflhcrcn  analog: 

Mao  bilde  aus  den  Zahlen 

2,    3,    4    ...    « 

sämmtliche  Combinationen  ohne  Wiederholungen  zn  je 
{n—p — 1)  Elementen  und  setze  jeder  einzelnen  Comple- 
lion  noch  1  vor;  alsdann  ist  sie  bczaglich  die  Reihe  der 
zweiten  Indices  der  ersten  Zeile  von  Determinante  L, 
während  die  oraten  Indices  ausschliesslich  Einheiton 
sind. 

Behalten  wir  unser  bisher^cs  Beispiel  bei,  so  haben   wir,  da 
4 
{n— jr— 1)  —  1  ist,  im  Ganzen  =  Combinationen  zu  bilden  und  er- 
halten 80  die  vier  Complexionen 

1    2 
1    3 


Dieas  liefert  uns  y  =  wr^i  =•  4  Determinantcnprodncte: 


3    »11«'  «115  ! 


l^i« 

<4,4  «ü^-. 

\<Ha 

«SM   «»,5 

|«i.j 

«lü   «1« 

«SM  'H^  \ 

i 

«»,8   «trt 

!%« 

°Sö  Oa-6 

"ni  «I«  «iiS  ! 

O»,»   «SU  <Ij,6     t 
"srt   »SM   ^&\ 

"im  "»a  "m  ■ 
«St»  «3is  «smI 

Anch  die  das  Vorzeichen  bestimmenden  Betrachtungen  reprodu- 
Iren  sich  im  Weseutlicheu,  indem  man  sofort  bemerkt,  dass  es  nur 
iedemm  auf  den  Charakter  des  ersten  Diagonal- Gliedes  von  Deter- 
linante  /  ankommt.  Da  das  linke  obere  Eck-Element  dicasmal  nicht 
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o,,,  selbit  ist,  80  tritt  zunächst  der  Factor  (— l)>+i .(— !)!•*>+>  vot. 
Alle  flbrigeii  BemerkongeH  Udben  dagegen  erhalten,  und  nehmen  wir 
alBO  die  Determinante  I  der  zweiten  Serie  von  N  Gliedern  in  der  Fem 


fli.fi,i  oji+i,(,  opfiA  .-■  <*rii^„_^j 
ap+a,i  a,^.t,l,  <i,-(.a,i,  ...  «i'+3,(__^_, 
op+s,i    ap+a,U     "p+W.     ■  ■  ■     '^+M„_B_i 


«■a  <hi,t,         Ont,  ■■■      <^<H,-_i 

an,  Bo  erh&lt  dieulb«  die  Factoren 


oder  dnrch  ZaBammen&Msnng 

r3.^p+4-(.-p)' 
(-1) 

FQt  nns  ist 


-f  xa 


3n-y+4-(n-j.)' 


somit  herecfanen  sich  für  die  zuletzt  gefundenen  (N  —■  4)  Glieder  die 
Factoren  sncceBsivo  folgendennassen: 


(_1)  _+l;        (_1)  =_I;        (_1)  „+1;(_1)  _  1. 

Stellen  wir  jebtt  unsere  Resultate  zusammen,  so  finden  wir  specicU 

«i!«  <»Brt  —  ■^  ±  "lll -H«  «S>5  ■ -^  ±  "iiS  "M  + -^  ±  "ül  "^»4  «^6  ■ -^  ±  "M  "ö-S 

+  ^±'»4a<'S»4--2^±'hrt'>l.S''3i6— ■^±''^.I'^'ä■■^±<hrt<4^"J«■ 
S.  6.    Sachen  wir  Jetzt  den  Zerlegnnssprocess  durch  eine  all- 
gemeine Formel  darzustellen.     Indem  wir  zu  jeder  der  bereits  be- 
kannten   Determinanten  /  die    zngehfirige   Determinante   II  ftagen, 
tiadvn  wir 
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{„  — 1+1,1+3. ..,-p+l) 
-^  (—1)  X 


•hl»,     "i"!  ■ 

««1        "t"!         "»!»•     ■ 
"».1        '^>».        "»)"»     • 


■   "»l",-! 


■  <»/»•,_ 


a^fM  a^+M-'-Op+lni-l  '•f+1i«i+1-..'>?+Ij«,-1  <'/+li»,+I---*P+l>» 
(ii)-t3,9  op+i^...«p+a^,-l  <iit+3i»,+i---ap+a,«,-i  Ojt+2^,+i...Op+2^ 

«^+S;2   öf+W---''?+Siii-l   ''p+M,+l-'-''P+»i'.-l   «»i+^«,+l--''»p+»rtt 


<3M,a  <t||^     ■ 


r3»-y+4-(«-p)»f 


+-2^(-l) 


«■^-1 


»Irt 

«113   ■ 

■  «i.ii-1 

*I.i,+l    ■ 

■   «hl*.-! 

"v 

•  H  • 

>  «1,» 

"M 

(ho  ■ 

■  «»,',-1 

"«i'.+l   ■ 

.  aj,i,-i 

«11 

■  «J-» 

..,, 

<H^&   • 

■  '■»iJ.-i 

"31'.  M   ■ 

■  «»-(.-1 

«»1 

.  «a," 

»„ 

a,^   . 

■  «F,',  -I 

ap,*,+i  ■ 

.  Op,(,-l 

«p. 

.+1  ■ 

■    «PH. 

Die  den  Sammcnzoiirbcn  oben  beigesctztcu  Klammern  bosagcn, 
welche  Werte  jedea  einzelne  «  und  (  anzaaehmen  vermag  *). 


*)    Eins  kOrure    Bezeichnung  der    aintelnen   GUed«r    könnU    i 
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Fragen  nir  scblieaslich,  wie  groBB  die  Anzahl  der  in  diese  Reihe 
eingegangenen  Qlieder  sei,  so  mOBsen  wir  die  für  M  und  N  gefun- 
denen Werte  addiren.    Es  ist 

"+''      (P-I)l(«-P)l+Pl(»-P-1)!       '"     ''•|j.!<.-p)ij 


wie  dira  denn  auch   ans  Jacobi's  aUgemoiner  Formel  (b.  o.  §.  1.) 
sich  ergeben  hätte. 


§.  7.  Wie  gleich  anfangs  bemerkt,  galt  die  ganze  bisher  durch- 
geführte Untersuchung  nur  für  den  Fall,  dass  das  erste  Glied  der 
Reihe  ein  beatimmtes  sei.  Heben  wir  jetzt  diese  Beschränkung  auf. 
indem  vnr  die  Annahme  machen,  irgend  eine  Unter determinante  pt«ii 
Grades  sei  als  Determinante  /  dos  ersten  Gliedes  gegeben,  etwa  diese : 


Um  nun  gleichwohl  das  bisherige  Verfahren  auch  hier  anwenden 
zu  können,  verfahren  wir  folgendermassen :  Wir  machen  diejenige 
Golonne,  welche  als  zweiten  Index  die  Zahl  tn,  trägt,  zur  ersten, 
diojenige,  weiche  den  zweiten  Index  1  hat,  zur  zweiten,  die  bisherige 
dritto  zur  zweiten  etc.,  und  endlich  die  bisherige  (u-i  —  l)te  zur  «-itcn; 
dadurch  multiplicirt  sich  dio  ganze  Determinante  mit  dem  Factor 
(— l)"'.  Bringt  man  ebenso  die  bisherige  icjte  Golonne  unter  den 
nämlichen  Bedii^ungen  an  dio  zweite  Stelle,  so  tritt  der  Factor 
(—l)*«-*  auf  und  so  schreitet  man  foit,  bis  endlich  die  frOher  pto 
Colonne  nun  durch  die  trpte  ersetzt  ist;  der  dadurch  entstehende 
Factor  ist 


Anwendung  der  Difbrentialqnotienltn  gewinnen,  indem  man  i-  B.  itatt  der 
entcn  der  Tier  obigen  Determinanten  den  Aiuilrack 

_^ So-Pj 

»eiatpi  «Hein  die  Debenkbtikfakcit  würde  sui  dieser  Snbttitotion  gersdo  keinen 
Vorteil  t leben. 


DiqllZüdbvGoO^I« 
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"■,-l+",-2+... 
(-1) 


t„-'-iiPi 


Gauz  ebenso  wie  mit  den  Colonuon  verfahre  man  nnn  mit  den  Zeilen; 
hipdnrch  erhält  man  don  Factor 


»,  — l+»e— .2+...-i-(ip— p  : 

(-1)  --(-1)* 


P(P+}} 


and  die  Determinante  ^  selbst  hat  folgende  Gestalt  angenommen: 


(-1) 


a,  ,«.,  ...a,  „ 


.1  a,  a  ■■ 


p'  P    Y 
o„»,  ...Ol,«     Oi,i  <»,, 


.+» - 


-I     Olfifl    "■«I," 


flit,it,  ...  Cn,"      «»iiil    aiti2  .-.  Sh,»;— ] 


Diese  Determinante  besitzt  allerdings  nicht  die  von  ans  zn  Grunde 
gelegte  Kormalform,  kann  aber  leicht  anf  dieselbe  rcdncirt  nerden, 
wenn  man  sie  mit  einer  Htllfsdeterminante 


,N—I         as,K 


Soll  z.  B.  in  der  oben  betrachteten  Determinante  (anften  Grades 
die  Unterdeterminante 


"srt    o»rt 

"Di 

«*«    «irt 

»to* 

«S,»    «(tf 

"6« 

als  Determinante  /  des  ersten  Reihengliedes  erscheinen;  so  setze  man, 
da  der  Exponent  von  ( — 1)  jetzt  den  Wert  8  annimmt, 


DiqllZüdbvGoOgk" 


;  Dan  allgtmtm»  ZerltgungapriAlem  der  iMIrrmvuulltn. 


<>>« 

«»«    "«M   «»«    «ffi 

fl/.i     o/,//    (•/,//; 

ai,n    "i,y 

«4,. 

"*«    "ii*    "*«    «irfi 

an,i    aiuii    aii,iii 

aii,iT   <in,T 

»M 

"it    "iA    "SU     «Oii 

= 

aiU,!  am,,i  ajii.,111 

am,/r  «///.r 

•Htf 

"m    "im   «^m    "i« 

aiY,i  air,ii    aiy,iii 

a/F,/r  iirr,r  , 

'h^i 

«^o    "»rt   '^11    "»iS 

ar,i    aT,ii    a\\m 

av,iv    (ir,r 

svickl 

e  aiese  HoUsfbrm  gen&n 

nach  den  in  §.  5.  and  6.  gegebenen 

Regelo  DQd  setze  zum  SchluBs 

II~22,  ///=23,  IIJI=2i,  IJV=21,  /F=25. 

J/  7—  42,  77  J/-=  43,  II III  ^  44,  HIV  =  41,  77  r  =  4ä. 

Illl'^bi,  IIIII=hZ,  IIIIII=5i,  IllH'^bl,  IIIV  =  5i>, 

tV  1=12,  7K  77=13,  7^777=14,  7V"  71"  =  11,  7F  T  =  15, 

F7=32,       F77  =  33,  K  7/7=  34,  V  71' =  31,  r  F  =  35. 

Jedmfalls  wird  lediglich  bei  einer  derartigen  Behandlnagsweisp 
das  wichtige  Corollar  der  Laplace'sctien  Tlicoremc  dem  Auföngcr 
vollstfindig  klar  worden,  welchem  zufolge,  wenn  pin—p)  ein  Rechteck 
ertelloBd«  Eleraente  ücb  annnlliren,  die  DetcriHiuautc  selbst  ala  Pro- 
duct  zweier  Determinanten  vom  pten  und  (» — ^}ten  Grade  sich  dar- 
stellen lässt.  Ist  nämlich  in  der  Detenninaule  ^  das  Elementen- 
Bechteck») 


0 

0  . 

■  *^i 

0 

0  . 

.  0 

Ü 

ü  . 

"  ^\\ 

0 

0  . 

"  ^ 

und  bringt  man  durch  eine  Folge  von  Rcihenvertauachnngon,  welchen 
die  Factoren 


(-1)    .  (-1)  ...  (-1)'  .  (-!)"■ "'.  (-l)"' 


entsprechen,  jenes  Rechteck  in  die  nntoro  linke  Ecke  des  Quadrates, 
so  resultirt 


*}  Die  UopjHtUtrlcbe  ilrr  EinfuSBung  loUrn 
M  n>i[  MalrirpTi,   lomleni   InliKlit'h,   lUas 


r  nli'ht  eliTii  hr^aj^n,  liaM 
»s  III il  rrchtpekiRm  Sib*- 
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i+V-yi 


".„.-.tl 

•■"•.-,'• 

"H"!         «IT». 

«ft«,         «»", 

...^, 

Ol.««,       ««««, 

••"-, 

Ot„".+l 

"f.." 

Die  hier  gegebene  Regel,  das  Vorzeichen  des  im  gegebenen  Falle 
allein  übrig  bleibenden  Gliedes  zu"  bestimmen,  halten  wir  fdr  neu; 
erst  dnrch  sie  erhält  der  so  sehr  verwendbare  Satz  die  rechte  prak- 
tische Braachbarkeit. 

%.  8.  Man  erkennt  leicht,  das»  die  hier  gegebene  vollat&ndige 
Discnssion  der  Zerlegung  in  zweigliedrige  Summen  auch  die  mehr- 
gliedrige  involvirt: 

Soll  eine  Determinante  ausgedrückt  werden  aU  eine 
algebraische  Snmmo  von  Gliedern,  deren  jedes  aus  ADe- 
terminantenfactoren  besteht,  so  fuhrt  man  dies  Problem 
direct  auf  das  im  Vorstehenden  gelöste  zurOck. 

Der  Grad  der  ursprflnglichen  Determinante  sei  n,  die  Grade  der 
Unterdeterminanten ,  von  denen  immer  je  h  mit  eiminder  multiplicirt 
in  der  Reihe  erscheinen  sollen,  seien  bezQglich  g^,  g^,  g^... gh,  wobei 
natOrlich 

9i-\-9i+'  ■■+?*  —  " 
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sein  rams.    Dass  die  Anzahl  der  Reihenglieder  dann 


ist,  läBBt  sich  dnrch  luduction  unmittelbar  aus  der  von  uus  berrits 
bewiesenen  Relation  ableiten.  Was  dann  die  Zerlegung  selbst  atigoht, 
BO  kann  man  dieselbe  in  folgender  Weise  bewerkstelligen: 

Man  betrachte  zunächst  den  früheren  Fall  gegobea 
nu<d  zerlege  die  vorgelegte  Determinante  iu  ein  Aggregat, 
dessen  Glieder  bezüglich  durch  Multiplication  zweier 
Determinanten  vom  (n—g>,)tei-a  nud  ffktenGrade  entstehen. 
Jedes  einzelne  dieser  Glieder  behandle  man  ebenso;  die 
beiden  Factoren  jedes  Aggregat-Gliedes  werden  Dan- 
mehr  Determinanten  vom  (n  -  ji  — s»_i)ten  und  ^^-iton 
Grade  sein.  Diesen  Weg  conae<inent  fortsetzend  gelangt 
mau  schliesslich  dazu,  die  urepranglicho  Determinante 
in  Form  einer  Summe  darzustclten,  deren  einzelne  Snm- 
manden  Producte  aus  ADeterminanten  vom  resp.  ^i,  ?■  . .  ■ 
ghtoa  Grade  sind. 

Sollen  wir  etwa  die  sicbenreihige  Determinante 

<hH  "i«     "la  «11*  «iifi     «1«  «1.7 


•»■M  «81»  ;  "s«  "tu  "a«  . 
"«n  "*i»  :  **»>  "«i  "iiS 
otM  «511  :  "sn  <^)«  cai& 


««tl   "<«    ;   ««iS  O«.*  0(116       «8«   «"eiT 
«711    »7«        «7»  «7.4  «7.6        «7W    «7.7 

so  zerlegen,  dasa  A  '^  3,  ^i  =^  2,  g^  •=  3,  gis  =  2  wQrde,  so  mOsacn 
wir  zunächst  wiederum  eine  arbiträre  Bestimmung  treffen,  in  welchem 
Cyklas  die  Zerßllaug  vor  sich  gehen  soll.  Am  natargemässesteu 
werden  wir  handeln,  wenn  wir  nach  den  im  Schema  angegebenen 
Linien  zerteilen  und  als  erstes  Glied  der  zu  bildenden  Reibe  das 
Froduct 


»111  «1.» 


"ta  «tu  «*« 

«S.S  «SM  «6« 


«li«   «Öi7 


gelten   lassen.     Alsdann   ist  der  Charakter  des  Zerlegnngsproceases 
'  völlig  bestimmt;  ist  z.  B.  als  Determinante  ///  die  folgende 
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Reibo  : 


SO  erkennt  man  sofort,  dass  dieselbe  in  der  erat  gebildeten 
I  Verbindang  mit  der  Üetermiiiaute 


"1)8  «HB  «11*  "HS  «iw 
«M  «aia  «w  «*«  °tn 
«Bii  «sis  *sjt  «sts  «irt 
«*!»  «1»  «IM  °«i6  "in 
«6«  »fiiS  "^i«  °s>a  "Sit 
aaftritt    Handelt  es  sich  dann  darum,  das  Yorzoichen  des  Gliedes 


I    «»4    «t«    I 


«313  «31*  «3lJ    1 
«iH  «ll*  «llJ 
«6i6  «Bi*  «Srt    i 


a  priori  zn  bestimmsD,  so  ist  zweierlei  zu  tnn.  Uan  muss  vorerst 
das  Vorzeichen  des  Prodnctes  autiuchen,  so  lange  es  nur  aus  zwei 
Gliedern  besteht;  hier  ist 


3n-f  +  4-(n-p)' 


,  s:tt  =  t  = 


also  haben  wir  den  Factor  (—1)8+^  ^  — i.  Der  Fall,  in  welchem 
die  erst«  Colonne  nicht  mehr  als  ersten  Indexe  1,  sondern  eine  andere 
Zahl  aufwiese,  Ifisst  sich  sofort  auf  diesen  zurDckfilhrcn ,  wie  wir 
gleich  zeigen  wollen. 

Denn  wenn  wir  Jetzt  den  zweiten  Teil  unserer  Aufgabe  in  Angriff 
uehmeo,  masscn  wir  darauf  achten,  dass  unsere  Determinante  fDnften 
Qradea  nicht  in  der  Normalform  gegeben  ist;  denken  wir  uns  aber 
wieder  eine  Hülfedetenninante  ^  ±.ai,i  an,ii  ani,iii  aiY,is- ay,y  ein- 
geführt, so  erhellt,  dass'  die  ersten  Indices  heider  Determinanten  die 
gleichen  sind,  und  dass,  um  von  der  zweiten  auf  die  erste  zurQck- 
zugehen,  die  zweiten  Indices  lediglich  um  eine  Einheit  vermindert 
werden  mflssen.  Wir  m&sseu  demnach  eigentlich  das  Zeichen  des 
Prodnctes 

ain,ii    aiu^in  aili^vi 

ari,u    aiY,iii    aiY,n 

av,ii      av,iii     av,Yl 


«w 

ai,ir 

"11,1 

air,ir  \ 

mitteln; 

hier  ist 

TrilUX 

=dbv  Google 


146       Günther:  bas  aligemeine  ZtrltgvngaprahUm  der  DtttrminaiUtn. 


also  tritt  1—1)^+*  vor.    Im  Ganzen  wird  folglicb  dem  fraglichen  ans 
drei  Determinautenfactoren  gebildeten  tiliede  das  Zeichen 


Es  nnterliegt  wohl  keinem  Zweifel,  dass  auch  in  dieaem  allge- 
meinen Falle  die  Vorzeichenbestimmutig  aua  einer  independenten, 
aller  Wahrscheinlichkeit  nacli  A-eilich  hOchst  complicirten  Regel  ent- 
nommen werden  kann.  Wir  begnügen  uns  jedoch,  diea  ftlr  die  prak- 
tisch wichtigste  Specialität  direct  nachgewiesen,  im  Uebrigen  aber 
einen  Weg  angedeutet  zn  haben,  wie  die  Zerlegung  sich  factisch  be- 
werkstelligen l&aat. 
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XIV. 

Stadien  zu  FUrstenaa's  nener  Methode  der  Darstellang  und 

Berechnniig  der  Warze]]!  algebraischer  Glelthnngeii  durch 

DetermlBanten  der  Coeffleleiiteii. 

Von 

Herrn  Hans  NaegeUbaek, 
O^mniiialprofnsur   in    Zwelbrttckrn. 


Die  nene  Methode  Farateiiau's,  von  ihm  bekannt  gemacht  in  zwei 
Abhandlungen,  Marbni^  1860  nnd  Marburg  1667,  in  weiteren  Kreisen 
wohl  beliannt  geworden  durch  ihre  Aufnahme  in  Dr.  GOnther's  Letur- 
bnch  der  Determinanten,  beruht  darauf,  dass  durch  Elimination  ans 
einer  unendlichen  Anzahl  von  Gleichuugeu  die  dem  absoluten  Wert 
nach  kleinste,  rcsp.  grösste  Wurzel  einer  algebraiBchen  Gleichung 
geßtnden  wird  als  Quotient  zweier  Dotemiinantan  von  unendlichem 
Grad.  Dnrch  ehou  solche  Determinaoton  laasou  sich  dann  anch  die 
CoefBcienteu  derjenigen  Gleichung  i-ten  Grades  darstellen,  welche  die 
k  kleinsten,  rcsp.  grOssten  Wurzelu  der  gegebenen  Gleichung  zu  Wur- 
zeln hat.  Von  ciucm  Paar  absolut  Idcinster  oder  grösstcr  complcxer 
Wurzeln  lüsst  sich  also  die  Summe  nnd  das  Product  durch  Bolche 
Determinanten  darstellen.  Indem  man  statt  der  unendlichen  Deter- 
minanten solche  von  endlichem,  altmählich  wachsendem  Grad  nimmt, 
erhält  man  Näherungswerte  für  die  Wurzeln.  Die  Ann&hernng  beruht 
darauf,  dass  bei  wachsenden  Exponeuten  gegen  eine  Potenz  der  grSss- 
ten  Wurzel  die  gleich  hohen  Potenzen  der  übrigen  Worzeln  imm» 
mehr  Terschwinden,    Hier  zeigt  sich  die  Terwaudttcliaft  der  neuen 
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Methode  mit  einer  schon  vou  Daniel  BcmouUi  Torgeschtagenen ,  tod 
Euler,  Fourier,  Stern  weiter  ansgebüdeten  Methode,  nach  welcher 
von  den  mittels  der  Newton'schen  Formel  zu  bildenden  Somme  der 
gleichen  Potenzen  anggogaugen  wird,  uud  ebeufalls  die  Coefficienten 
der  Gleichung  bestimmt  werden,  welche  die  k  grÖSBten,  reep.  kleinsten 
Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  zu  Wurzeln  hat.  Die  Rechnung 
seihst  gestaltet  sich  schliesslich  bei  beiden  Methoden  ganz  gleich. 
Es  soll  durch  diese  Bemerkung  keineswegs  der  Wert  der  neuen  Me- 
thode herabgesetzt  werden,  sie  hat  ohne  Zweifel  ihren  eignen  theo- 
retischen Wert  und  in  Bezug  auf  praktische  Anwendbarkeit  scheint 
sie  einer  weiteren  Ansbtldnng  fihig  zu  sein,  die  ihr  den  Vorzug  vor 
jener  älteren  Methode  verleihen  dtlrfto. 

Fttr  den  Verfasser  dieser  Abhandlung  hat  die  neue  Methode 
besonders  deshalb  Interesse  gehabt,  weil  sie  in  nahem  Zusamraenbang 
steht  mit  einer  Classe  von  symmetrischen  Functionen,  die  er  in  cini>m 
Programm  des  ZÄeibrücker  Gymnasiums  vom  Jahr  1871  ausfohrlich 
behandelt,  und  dann  wiederholt  angewandt  hat  in  Abhandlungen,  die 
in  der  Zeitschrift  für  Math.  n.  Phys.  niedergelegt  sind,  Ist  /«  —  0 
die  gegebene  Gleichung,  so  sind  diese  Functionen  nichts  andres  als 


genden  Potenzen  von  le,  und  Farstcnau's  Determinanten  sind  die  Dar- 
stellungen dieser  Functionen  durch  die  Coefßcienten  der  Gleichung. 
Aas  diesem  Zusammenhang  ergibt  sich  eine  wosentiich  vereinfechte 
Ableitung  der  Methode,  eine  bequemere  Darstellung  und  der  genaue 
Ansdruck  des  Fehlers,  den  ein  beliebiger  Näberungswert  in  sich 
schliesst.  Durch  den  letzteren  erhält  man  Aufschiusa  über  die  Art, 
in  welcher  die  Annäherung  vor  sich  geht,  und  die  Möglichkeit,  Cor- 
recturen  anzubringen,  welche  die  Genauigkeit  wesentlich  vergi-Össem. 
Der  letzte  Punkt  soll  in  einer  folgenden  Abhandlnng  untersucht  wer- 
den, lieber  den  vorletzten  Punkt  ist  zu  bemerken,  dass  mein  Freund, 
Dr.  Günther,  bewiesen  hat,  dass  die  aufeinanderfolgenden  Näherungs- 
werte der  Wurzeln  sich  als  aufeinanderfolgende  Nu beruugs werte  eines 
unendlichen  Kettenbrachs  darstellen  lassen.  Der  Scbluss  aber,  den  er 
daraus  gezogen  hat,  dass  nämlich  die  Nähcruugswcrte  abwechselnd 
grösser  nnd  kleiner  als  der  wahre  Wert  sein  mUsseu,  ist  nicht  richtig. 
Der  fragliche  Ecttenbruch  kann  auch  negative  Zähler  enthalten,  nnd 
dann  verlieren  seine  NäherungsbrOche  jene  Eigenschaft. 

Die  EenntnisB  der  Fürstenan'scbon  Abhandlungen  ist  bei  dem 
Folgenden  nicht  vorausgesetzt.  Was  von  des  Verfassers  eignen 
früheren  Arbeiten  zur  Anwendung  kommt,  soll,  soweit  es  das  Ver- 
BtändniSB  erheischt,  kurz  wiederholt  werden.  * 
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der  DarMeUung  der  Wuritl 

S.  1. 
Ea  sei 

/«- ie-  +  C,«—l+..-fC. -.  (ii;-cr,)(«i-<r,)  ...  («-«„) 

die  gegebene  Gleichung,  so  ist,  wie  bei  Baltzer,  Theorie  und 

düng  der  Determinanten,  4.  Aufl.  §.  10,  9.,  zb  finden: 

1       "^ 

•>                 ;j -,S'".' •■<-)■--'■ 

wobei 

<,.,■.■".-',  «■-'+• 

1 

V,  «.',•■■«."-',  «."-'+' 

-^(«,...««) 

«l.^  tr,»,...B«"-',   !»„»-'+' 

Dabei  hat  man  anch  noch 

c)                               («/...«„)  »S«,""»*-"»", 

d.  h.  kurz  aasgedrOckt:  ((i,'...(Ih)  ist  die  Summe  der  Combinationen 
rUtr  Classe  mit  Wiederholungen  der, Elemente  oj...««  gerade 
wie  die  Goefßcienten  von  fx  selbst  die  Summe  der  Combinationen 
ohne  Wiederholungen  derselben  Elemente  sind.  Ans  der  Defi- 
nitionsgleichung  ergibt  sich  noch  nnmittelbar,  dass  {a,' ...a^'=Q  ist 
fttr  r— — 1,  —2,  ...  — (n— 1)  und  gleich  1  für  r  —  0. 

Ganz  analog  ist  nun  anch,  wie  ich  in  dem  erwähnten  Programm 
gezeigt  habe, 

d)  ^ 'ijflr'-''n).x-*^'- 

Fflr  die  {oj-'  ...on)  gilt  als  Definition  noch  immer  die  b),  wennmaD 
dort  r  negativ  nimmt.    Statt  der  c)  aber  hat  man 


ej  l^Kj    ■  ...a^)  =  -  ■  --  ■    -.^a,    -B,— ...o»   ". 

Man  könnte  also  sagen,  {a{-^  ...a^  ist  die  Snmme  der  Combinationen 
(— p)ter  Classe  mit  Wiederholungen  der  Elemente  Oi...a„,  doch  ist 
der  Ausdruck  unverständlich  ohne  die  beigegebene  Gleichnug  o). 

Für  die  {oi'  ...Of),  für  die  ich  die  Bezeichnung  Dlvislonscoefß- 
cionten  vorgeschlagen  habe,  folgt  nun  aus  a)  und  d),  gQltig  ^  jedes 
ganze  r,  die  identische  Relation 
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0  (<.,'...«.)+c,(v-'- ■«.H--+a-i("i'-+'-«.)+o.(v-'-«.)-» 

Eine  zweite  wichtige  IdeDtitat,  anf  welcher  die  Reanltate  dieser  All- 
handlang  weeentlich  beniben,  ist  die  feigende; 

g)  (V-«.)-       <■■'       («/-'■".)+       C       (V-'. ..«.)  +  .• 
('.-(Ii-Sl  ('»-.H--.) 

...  +  (-!)'        C        («,'-'■•■«.)-(",'••  «.-i)' 
(•.-(«■■■.) 

Dabei  bedeutet        C°       die  Snmme  der  Combinationen  ater  ClasK 

ohne  Wiederholungen  d<^r  i  Elemente  ai.-,%fi,  aH_'t9,  ...  ti».  Dieie 
Identitftt  ist  ein  besendorcr  Fall  einer  allgemeineren,  die  ich  in  der 
Abhandlung  Obnr  die  independento  Darstellung  der  Bemonlli'schen 
Zahlen,  Jahrgang  19.  der  Zeitschrift  fOr  Hath.  u.  Phys.  p.  220,  be- 
nutzt habe.  FUr  den  besonderen  Fall  gibt  wohl  den  einfachsten  Be- 
weis die  Identität  der  Entwicklungen  von 

-gH-ll)(g  — "«-|2)-  -(ai  — "«)  „„. J_ 


-•"  und  , 


(*-(,,)(x-«,). ..(«-«„)  *""*    («—«,){«— o,)...(«-«%-.J 

Ein  besonderer  Fall  der  g)  ist  wieder  die  Relation 

h)  (b/  ...««)  =  («/ . . .  a„-i)  +  «■  («j-i . . .  B«) 

welche  üch  auch  leicht  ans  b),  oder  ans  c)  nnd  e)  ergibt,  und  daraua 
Abgeleitet 

„      <?.;•■  "!r''  «f  •  •  "-|-<«.  •.,«.<  «HL vi.)  _  ,^,_,       „_, 

Einige  weitere,  in  der  Abhandlung  nur  zn  Umformungen  angewandte 
und  znm  VerstAndniss  des  Ganzen  nicht  wesentliche  Identitäten  BoUen 
noch  hier  ohne  Beweis  zusammengestellt  werden.  Bezüglich  des  Be- 
weises mnss  ich  auf  das  Programm  verweisen.  Man  hat  allgemdn 
bei  Determinanten  »ten  Qrades 


(c.,«...<r„),  («,*■...«■)         ...  (V-  ■"-> 


{n,»-»M...«„),(v-"+'. ..»«)...(», 


und  deshalb  auch 
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dir  DartUlhatg  dar  Wurtel«  algebraüeher  Gltieiangen, 


..««) 
■•...«■) 


(«,"-»+i...o»),  («jP-H-i...  «„)...  (kj'-«+i 


(Dl,"+I... 


'„),       (V+'-«-)       -  («,■■+'••■«-) 


(«j»+«-"+i...«„),  (biP+»-»+1...«„)...  (ir,f+«-"+i...«„) 


Um  aber  solclie  Detemünanteii  darcb  die  Cocffidenten  der  gegebenen 
Gleichang  anszadrflcksn,  dient  die  Identität 


(.,.-'. .."»).     (V-'...«.),      (»,"...".)     ... 

.".) 
...«.) 

...(«,«—+» ...«,),  {of,'-"+i ...  «„),  («, 


'^     (-0,   Cj, , . .  Cii— D— S,   Cw — g,       . . .  Ca— II— 3,   Cn — h] 

...Cw_(-i,   Cw— Jfl, ...  G(^-I,   Ctt-B+I,  ...Ge-j-l  I 
...C«.t-3,   Cu-C       ...Cu-,-%   C»  „       ...C»-4-S 

Die  erste  Determinante  ist  vom  nten  Grad  nnd  die  q,  s,  t  .  . , 
u,  o,  w  sind  steigend  geordnet.  Die  zweit«  Determinante  ist  vom 
(u, —  q — n-{-l)ten  Grad.  Die  Indices  der  Cnehmen  in  jeder  Colonne 
von  oben  nach  anten  je  um  1  ab,  nnd  für  diejenigen  C,  deren  Indices 
grösser  als  n  oder  negativ  werden,  ist  Null  za  setzen.  Determinanten 
von  der  Form  der  ersten  aber  von  niedrigerem  Grad  lassen  sich, 
ohne  die  Form  zn  verlieren,  durch  Ränderang  leicht  auf  den  nten 
Grad  bringen. 

Endlich  läast  sich  das  Product  zweier  solcher  Determinanten 
riten  Grades  in  eine  einzige  solche  Determinante,  bei  der  aber  auch 
die  Indices  in  den  verschiedenen  Zeilen  nm  andere  Zahlen  als  1  diffe- 
riren,  verwandeln  durch  die  Identität 
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(o,'. ..«.),           (»,■...«.)           ...(»,■...«.),           ("i-.. 

-.,      1 

(»,-'1— '...«,),  («,-""-'..■".)  ■..("i-"t"-'...""i.  (",■-'-"■)! 

((Ij-*...<Ih),                («,-»,..«„)               ...(«!-"...  ff«),                {«," 

(«,'...«.),      (",■...«")      ...<V..".).      («,-... «.) 

K'-". ..«»),  (V""..."«)   ...  (ni°~"-."»),  («,"-"...(»■) 

..ff.) 

(«,-•...«.),  (ff,-'...«,)  ...  (ff, -'...ff.),  («,-'...«.) 

Diese  Formeln  sind  sämmtlich  IdcutitfttGD  und  bleiben  richtig, 
ancb  weuQ  aiiter  den  a  glcinho  Wert«  vorkommen.  Im  Folgenden 
denken  wir  uns  durchaus  die  «  ihrer  absoluten  Grosso  nach  geordnet, 
so  dass  «1  die  kleinste,  «h  die  gröante  unter  <iun  Wurzeln  der  Glei- 
chung fi  =  0  bedeutet.  Bei  complexeu  Grossen  vertritt  der  Modul 
die  Stelle  des  absolutou  Wertes. 

Zu  den  Fflrstenan'schen  Resultaten  fttbi-t  uuu  einfach  die  Untei^ 
gnchung,  für  welche  Werte  von  r  die  Entwicklungen  a)  und  d)  con- 
vergent  bleiben.    Man  findet  sofort,  dass  ffir  wachsende  r  daa  Ter- 

baltniss   7-  ,^,  -  ---.  sich  dem  ««  näliert,  wenn  a„  ein  einzelner  ab- 

(«,-'■.,.«„) 
solnt  grösster  Wert  ist,  und  ebenso,  dass   .     -^zi  —z   sich  dem 

Wert  R,  nähert  unter  der  entsprechenden  Bedingung.  Sind  i^ier 
ffn-i  n];d  cth  absolut  gleich,  so  findet  mau  für  jenes  Vcrhältuksa  andere 
Ansdrtlcke,  die  durch  Elimination  die  übrigen  Resultate  geben.  Ehe 
wir  darauf  im  näcbsteu  Paragraphen  eiugeheu,  sei  noch,  um  später 
Weitläufigkeiten  zn  vermeide»,  bezQglich  der  Bezeichnung  folgendes 
festgesetzt.    Es  ist  immer 

ff,  -  («-n,)(^-«,)...(a:-«„,i)  =  i-'  +  trVa:— 3+...(?,-l, 
A,=  (ir  — «,)(«-<rs}...(a--«„_B)  =  ;r— 2+Hiir«-»+...Ä,-8, 
;.  -{a-fl,)(ir~«,)..,(3;  — R„..a)  =  I"-S  +  yJ3T"-^  +  ...  J„.-S, 
9.-(ä6-",){ir-«,)...(»;-t,„-,)  =  ^"-*+Q,.H'-ä+...Q„_,, 
t,  -  (i-«,)(^-«;,) ...  (r  ~  B„)      =  :r"-l  + Jir,^-3+  ...  jr„_i, 

fc  -  Cl-B,)(x-«J  ...(ar-cr,)  =  i—^  +  ii  *-»+...  Ln-i, 
m,_{;,;  — e^)(a  — ((b)..,(i  — a«)       —  k"-S+JW,«"-*+ ...  J/»-«. 
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dtr  DarfftUaag  der  Wunet»  ali/ibrairehtr   Gltickungtn. 


Die    «nten  Ablcitnngeu  dieser  Ausdrucke  mOgen  dann  dnrch  einen 
Accont  bezeichnet  werden,  ao  da«s  man  z.  B.  hat 


'{«.-«'i)(«--«.).-.(''. 


Ist   iTk  e\a  einzelner  ahsolnt  grösster  Wert,   so  nähert  sich  mit 
wachsendem  r  (o, •■...«„)  dem  Wert  -^, ,  denn  man  hat 


Hier  «erdon  in  der  letzten  Colonne  alte  Glieder  null  filr  r  =  oo 
mit  Ansnhanie  des  untersten,  die  Determinante  redncirt  sich  auf 
^(a,. ..«>■-]),  und  man  hat 


Hieraus  folgt,  dass  för  wachsende  r  immer  nllhor  wird  r-^i— ^"i"«* 
In  der  Tat,  man  hat  wegen  («,''...k«)  =  b„{«,''-i. ..«»)-{-(«,'■. .,«t„_i) 
filr  jedes  ganze  r  identisch 

"  („,--■.....)     "■  +  (v-'-'>.) 

Wenn  also  der  absolut  zweit^rCsste  Wert  «h-i  ein  einzelner  ist,  hat 
man  nach  demselben  Princip  mit  wachsendem  r  immer  n&hcr 


(«,'-1. ..«„)- 


Hfe'r 


DiqllZüdbvGoOgk" 


bt  nraiteu  «m^i  —  —  «■,  io  bat  man  irieder 

.•.  V  -v-.  (2)'* 


(»,•.:..,)  = 


^(.,.....) 


aber  fOr  r  —  ee  bleiben  nvn  in  der  lettteo  Colonne  die  beiden  letztoa 
Glieder  endlich.  Entwickelt  man  dann  die  Determinante  nach  Fartial- 
determinanten  der  beiden  letzten  Zeilen,  so  erhält  nun 

veno  r~\-n  gentde: 
wenn  r-)-M  mngerade: 

oder  anders  geordnet 
wenn  r  gerade: 


».fl;_8  +  ««».Ä,-s+...l, 


(V -«.)-- 


ft«  .&-. 


(-1)«.«»'4-» 


wenn  r  nngerade; 

f^-  -'")-'       L^.A,;  — '"■"'''"'  +  ^--''-'+-' 
(— l)".t.,H— a 

WO  also  Ci  und  «i  von  r  nnabhängig  aiud. 

Die  Qootienten  zweier  anfeinanderfolgender  Divisionscoeflicienten 
nähern  sich  also  abwechselnd  zwei  veracMedenen  Grenzen,  dag^^ 
-    (V  ■-■'■)    _ 

Tat,  ans  der  Gleicbnng  g)  folgt  für  i  =<==  2   nnd   v.-.i  ~  —  «■  die 
Identität 

{«f/  ...«»)  —  o„»(«/--»  ...  «■)+("i''  ■■■  «K-a), 
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tUr  Darttthog  der   W^ntla  algthraüdur  GUiAwigm.  1^ 

donmach  hat  mut  identisch 

(<■■■■»)  (giV..B,-a> 

iBt  demnach  a..s  absolut  •<  «h-i,  so  wird  bei  wachsendem  r  immer 
genaaor 

je  nachdem  r  gerade  oder  ungendp. 

Seien  aau  drittens  die  I)eiden  grfisston  Wurzeln  coitJDgirt  cwn- 
plox,  and  z«'ar  «B -=  H(co8qB+t.sinv),  kh-i  —  A(coB9i — i'.sin^), 
oii-i  slier  abBol.  <iR,  so  dividireii  wir  wieder  in  der  Determinant«, 
welche  (<>]'' ...  «»)  darstellt,  die  letzte  Colonne  mit  If^"-^,  und  molti- 
pliciren  dafOr  ausseu  mit  dieser  GrOsae.  £3  werden  wieder  fOr  r  —  ae 
allo  Glieder  der  letzten  Colonne  mit  Ausnahme  der  beiden  ontersten 
verschwinden.  Wird  sie  dann  nach  Parüaldet^minanten  der  beiden 
letzten  Zeilen  entwickelt,  so  erhAlt  man 

ÄrfN-2 


Xl-fffrR"-'.sin{H-l)»4-öi-''""'-^('-+2)(p-f-..,tf»_s.fi<'.!iin(r+-»— l)v! 
Hier  ist  ersichtlich  das  Verhältniss  zweier  Divisionscoefficieuten  von 
r  «bh&Dgig.    Nnn  ist  aber,  wenn  zur  Abkürzung 

ÄoÄ"- *8inrT'+/f,Ä»-»Bin{r4-l)q)-|-  ...  =  Ar     und 
H^ .  R^-'co^rqi+H:,  Ä»-"C0B  (r+  l)ip+,..  —  Br 
gesetzt  wird, 

(o/M  ...  n„)  =  - — -^'--lJrcOBiip-{'BrSm2ip), 


{ArcoBip  —  Brnmvh 


»..»..-,»«» 

<«,'-■ 

(.>,'-> 

-...,       .-"'*'-.     - 
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Hieruu  eigtlit  löcb 
AsdrerHits  »bo-  iit  uch 


«Im 


(.,'-1 ...  ..)»"•«■■» =(.T-i-.-.7ij'+'^  — (v^i- 

Dioae  Werte  gicicfagesotzt  geben 


I'  + 


(»/-'  ...  Ol.)         (d,'- 


nnd  hiereui 

(«.' ...  «,)'  -(«,'■4-1  ■■■  «,,)(v-i  ■■■  «h) 

und  dum  Bofort  uch 


au  COR  q)  ■■ 


(«i'-l  ...  Oh)*— (V  ...  iIb){«, 


M»n  hat  also  gefkinden,  welche  AnsdrOcke  fftr  ein  unendlich  wach- 
Bendes  r  sich  immer  mehr  dem  R*  und  Sß.cosqp  nahem.  Um  auch 
hlrr  wieder  die  Näherung  controliren  zn  bOnnea,  gebe  ich  znrfick 
aaf  die  IdentiUt,  die  für  jedes  r  gilt  Man  hat  aber,  in  Determi- 
nantenform und  mtt  Hülfe  der  g}  die  Identititen 
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der  Darntllung  dtr   Wunrln  alfftbralacher  Qltidiungtn. 


\  (g/-t  ...  g,),  (V  ...  an) 

I  (•/-!  ...  .,),    (V  ...  «,)  I 
I   (.,'-»...  0,(<./-'.-«.)l 

,  |(V-'.....),(l..-i+..)(..- 


.)   -«»n--l(V'-«i.)+{«,'+' 
■■)-«..— l(..i-'.....H-  (.,.. 


1(1.,'-'..".),  («,-'.....)| 


■«■-»)  I 


I    (.,'...«.),      <•,'+■■  ■«.-!)  I 
|(.,'-'-*,),      (■,'...•..)   I   ' 

!(,.,'-«..».),  («,'-'.-«.)l 


(V ...  «.I  I 


...«.),  («.-1+«,.)  (•,'...«.)  — «.-lB.(«,'-'...«,)+(o,'+'-.l 
».).  (.— l+..)(l.,'-'...l..)-.>-lH,(.,"'.....H-  (..r...« 


-  (".-!  +  «.)  + 


i(.,'-'..«.),  (.,'+'.-«.->)i 
k.,'-'....^,),  (.,'.....-1)  I 

|(V-' •"■),    (",'■■-«»)  j 

K«,'-»-«.),  («,'-'-".)i 


Ist  also  I 
geiuuer 


-a  absolut  >  «„-s,  so  wird  bei  wacbsendem  r  immer 


(«,'-'...«,.),     (0,'...».) 

I  («i'-'-«"),  <«j '-'".«») 


/ff-    o\'+"-S      *"    ^ 


A'+«,' 


-•-), 
••«.), 

::!l 

(«,r-l 

(V-' 

..«w, 
•».), 

(",'. 
(",'- 

...•.)i 
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Bei  den  Er^Hnzangsgliedera    sind  die  Zftliler  von   r  ftbh&ogig,   die 
Nenner  aber  sind  conitant    Man  hat  nämlich 


D»  ferner  A«^A,^_i  =  jl*it-(-)-5*«-s,   hebt  sich   dann  der   Nenner 
ganz  weg. 

Sind  endlich  on  nnd  oh-i  rein  imaginflr,  so  hat  in  den  Torher- 
gebenden  Formeln  ip  den  Wert  ä-  ^  wird  dann  mit  wachsendem  « 
immer  mehr 

(«,^  ...«»)=  ^r—  (-*>*  l  "i  '*""'  -  «I  fi— '  +  . .  ■  1 


""*•-*«« 


*'.*■■ -1 

Hierans  folgt  sofort 

«od 

Han  hat  demnach  für  unendliche  r  ancb 


(«.' 
S'-" 

.:ä— 

FU  eidllcbe  r 

aber  bat  man 

wie  in  ÜJ 

6) 

..".) 
...«.) 

-«■■+a:^T 

»■) 

(«■'■ 

=_* 

+(¥r- 
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Dass  daneben  ancb  die  8)  und  4)  ihre  Gflltigkeit  behklten,  ist  aelbat- 
Terst&udUch. 

Es  Usat  sich  min  auch  leicht  angeben ,  welchem  Werte  in  dtn 
Tier  Fällen  sich  der  Best  n&hert,  wenn  dieser  nicht  von  einer  ein- 
zelnen absolat  grOssten  Wnrzel  abhftngt,  sondern  von  einem  Paar 
gleicher  entgegengesetzter  reeller  WarzelD,  oder  änem  Paar  complexer 
Wnrzeln.    Ich  will  hier  nnr  die  wichtigsten  FUle  ansfobren. 

Ist  erstens  a.  ein  einzelner  absolut  grOstter  Wert,  und  dann 

«n-i  ^  ü.(cosqp-{-t.Biu9i),    «n-i  —  iI.(coBf>  — i.Binq;), 

and  setze  ich  wieder 

JiÄ"-»Binrv+^jfi"-*Bin(r+l)v+  ...  —  Ar, 

JiÄ»-»COBT  +  ''iÄ"-*COS(r+l)v+...  —  Br, 

80  wird  ftlr  wachsende  r  immer  näher 


!<•) 


(<h'  ■■"n)  ,     /ÄVt-^  f^ 


K'-> . . .  B«)        "  ^  \iin/  t„^,  ».^_g  8in  V       R 

Ist  im  dritten  Fall 

«■  =  n  (cos  <p  4-  isin  ip),     «H-i  =  R  (cos  ^ — isln  7), 
<r»_a  —  A'. (cos 9)'4-<' *in 9'))     *"-s  --  Ä'.(cofifl>' — >.sin^')( 
and  setzen  wir  noch 

Qoi£— <sinrv'-fQiÄ"-'Bin{r+l)fl»'+  ...  -=  At', 
QoÄ"~*coSrV+Q,B»-'c08(f-|-l)v'+ ...  =  S/, 
so  kommt 


(Bt'-'...0„),      (V  ■■■««) 


-+(r"-* 


JJ.^^r+U'rfl-A.^'r+aJ' 


go^_a  9%_g  sm  V .  sm  q» 


(tfi'-»...ii!„),  (c^'+i...ir„) 
((ri'-»...«t»),  (y-'-g,) 


'■■■«"),     (bi'...«») 
— *...0!„),  («,'-'...«„) 

_i  /Ä'V*""' 1  R.Ar.A'r^i—RUt-iA'r+a 

DiqllZüdbvGoOgk" 


ISO  Naegtltbach:    Siuditn  zu  FArttfaim's  Mtlhndt 

Die  Fälle,  wo  es  5  oder  melir  absolut  grösate  'WuRelo  gibt,  sitid 
hier  Qbergaugea  Der  wichtige  Fall,  wo  eine  GleicliuDg  lauter  con- 
jugirt  compleie  Wurzoln  mit  gleichen  Modnln  besitzt,  wie  eo  z.  B. 
bei  den  aus  biDomischen  Gleichangen  hervorgchendeu  Gleicbungeti  der 
Fall  ist,  wird  vod  ForsteDan  durch  Verfiudoruug  der  Variabclo  auf 
die  Torhorgehenden  Fälle  zarQckgeßlbrt 


S.  3. 

Aue  den  gewonnen  Resultati^n  lassen  sich  nun  ^uultchst  ScUfisse 
ziehen  auf  die  Torzeichen  der  DivigionscoefficieuteD. 

Iflt  01.  eine  einzelne  absolut  grösste,  und  zwar  positive  Wurzel, 
so  folgt  aus  1*)  und  1''),  dass,  wenn  r  einmal  gross  genug  ist,  da»« 
Oberhaupt  die  Näherung  beginnt,  was  im  Folgenden  immer  vorans- 
gesetzt  sein  soll,  dass  dann  die  (n,''...  an)  immer  das  gleiche  Zeichen 
behalten.    Dass  es  aber  das  4-  Zeichen  ist  folgt  dann  daraus,  dass 

für  sehr  grosse  r  («t'---  "«)  =  ~w positiv  ist. 

Ist  aber  i«h  negativ,  so  folgt  aus  denselben  Gleichungen,  dass  die 
{«/...(In)  abwoobselud  positive  und  negativ»  Zeichen  hüben,  und 
zwar  ist  fQr  sehr  grosso  r 

a)  wenn  n  =  2n»  ist,  ^n     negativ,    «„"■+"-!  —  l  ±  je   nachdem 

j  ungerade     .  ,    ,    ,  ,        i    ,    .  .  ,  (  gerade 

M  gerade     '   '*«'"'^''  («.'-"-)=  ^±je  nachdem  rj  ^.„j^- 

b)  wenn  «  =  •im-\-\  ist,  j?«^  positiv,  «■*■+"-!  =  |  :h  je  nachdem 

r!  ,1   demnach  («,''...««)=  ,+ je  nachdem  r\  °    , 

l  ungerade  "■  '  ";        [  -i-  j  (  ungerade 


nachdem  r 


Also  ist  ttberhaupt,  sobald  die  Kaherung  beginnt,  (r>,>' ...  «■.)  =  (+  je 
_  j  gerade 
t  ungerade 

Ist  Kn-i  —  — «M  so  fülut  ans  2*),  dass  {«1'+^...««)  und  (ni'...n,) 
gleiche  Zeichen    haben.     Nun    ist  a)   fQr  gerade   r    («,■'  ...  <>■)  ^ 

^~^^"^^- !//„<.„"  a+fli<T„"-«+ ...  j;    der   erste    Fartor    ist 

positiv  für  n  =^  2m  und  n  =  3>u-)-Ii  das  Ztdclieu  hängt  also  nur  vom 
zweiten  Factor  ab.    Ebenso  ist 

b)  far  ungerade  r  (v  ...  «„1  =        ft^^ir  ~  \  ^i"-""'  + 

ifjB(i."-'*+  ■-.  |i   d<;r  erste  Factor  ist  immer  negativ,   das  Zeidion 


DiqllZüdbvGoOgk" 


dtr  DarsteUung  der   Wuriela  algebraischtr  O'Uichaiii/eu.  ]ßl 

Längt  nnr  vom  zweibin  Factor  ab.    Man  kann  dann  als  Regel  aas- 

sprechen;  die  («,'  ...«„,  i^u««  ^j^.^^^  | 

Wo"«"-^+ff»««"-*+-.-  gleiche  ) 

//jÄ„*'-*-{-ffs''""~'+ ■■■  verschiedene  ) 


Zeichen  haben. 


Ist  o„  "  if.(coBq]-|-i.3inq))  und  k„_i  ■=  Ä,(c08ip—i. Bings),  so 
folgt  aus  3»),  dass  (a/  ...  o„)»— (n/-'  ...  n„)(«,''f>  ...  n„)  und 
(n,'— > ...  ««)' — («,*■-*  ...  tt„)(fri' ...  n„)  immer  gleiche  Zeichen  haben. 

Da  aber  für  r  =<»  dor  letzte  Ausdruck  gleich  p — p (.^r'+Sr*) 

wird,  sieht  man,  dass  diese  Ausdrücke  immer  positiv  sind.  Für  die 
(o-,'...««)  seibat  folgt  daraus,  dass  (a,'-^...a„)  und  (a/ti...«,,) 
entweder  verschiedene  Zeichen  haben  müssen,   oder  dem  absoluten 


Wert  nach   7—^^^-^--^;-.  !>    ,'  ,    ""   ."    sein  muss. 


Aas  4')  aber  lässt  sich  Folgendes  schlicaseu;  Ist  cos?'  positiv, 
so  mnsa  («,''-1 ...  o«)  («j'' ...«»)—(«,'-*.,.  (r„)(nj''fi  ...«„)  immpr 
positiv  sein.  Wenn  also  drei  aufeinanderfolgende  Di visionscoofficieiiteu 
/.wei  Zeichenwechsel  enthalten,  folgt  darauf  wieder  ein  Zeicbenwechsel, 
also  kommen  von  da  an  nur  Zeichcnftcchsel.    Dann  wird  nach  dum 

Vorhergehenden  -r^  ^  •-— 'i-  absolnt  immer  kleiner,  nähert  sich  also 
der  Null  oder  einer  endlichen  Grenze,  was  niibt  sein  kann.  Dem- 
nach können  hier  nie  zwei  Zeichenwechsel  aufeinander  folgen.  Zu 
demselben  Resnltat  gelangt  man  auch  so:  Aus  der  obigen  Bedingnug 
folgt,  dass,  wenn  einmal  anf  eine  Zeichenfolge  eiu  Wechsel  folgt, 
dann  ootwenüig  wieder  eine  Folge  kommt.  Es  bilden  also  iu  diesem 
Fall  dio  Coefßcienteu  im  Allgcmeiuen  Zeichenfolgen,  nuterbrocben  vou 
einzelnen  Zeichen  wechseln.  Es  können  aber  auch  nicht  von  einem 
liestimmten  Punkt  an  die  Zeichen  immer  gleich  bleiben,  da  man  sonst 

wieder  zn  dem  Sclilnss  k&me,  dass  das  Vcrhiltniss  -7^-7 — ^— 7-  sich 

einer  bestimmten  Grenze  nähert  Diese  Art  des  Zeichenwechsels  mag 
eine  reihenweise  heisseu. 

Ist  aber  cos  ^  negativ,  so  muss  («,"■-'...  o„)(o,'- ...  ch)  — 
(aj'- »...(r„)((r('+i...o»)  immer  negativ  sein.  Daraus  folgt:  Wenn  zwei 
Zeichenfolgen  nacheinander  kommen,  muss  dann  wieder  eine  Folge 
kommen,  also  fortan  uur  Folgen  kommen.  Dies  ist  wieder  nicht  mög- 
lich, also  können  nie  zwei  Zeichenfolgen  nacheinander  kommen.  Man 
kann  alKT  auch  so  scbliessen:  Wenn  nach  einem  Wechsel  eine  Zeichen- 
folge kommt,  muss  dann  wieder  ein  Wechsel  kommen.  Im  Allge- 
TiU  ux.  1 1 
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meinen  bilden  also  die  Zeicbcn  Wechsel,  uuterbrochea  durch  ein- 
zelne Zeichen  folgen.    Es  können  jedoch  nicht  nur  Zeichen  Wechsel 

von  einem  bestimmten  Pnnkt  an  kommen,  da  sonst  wieder  -j—^ ; 

sich  einer  bestimmten  Gränze  nähern  wUrde.    Diese  Art  des  Zeichon- 
wechsela  mag  auf-  und  abspringend  heisscn. 

Sind  die  beiden  grössten  Wurzeln  rein  imaginär,  so  folgt  aus  5>], 
dass  («,'■...  bm)  tind  (o/-^ . . .  o.,)  immer  entgegengesetzte  Zeichen 
haben  mOasen.  Demnach  wechseln  hei  den  Zeichen  der  Diviaioiis- 
GoelScienten  immer  einzelne  Zeichenfolgen  und  Zeicheuwechsel  ab.  £s 
bildet  dieser  Fall  den  Uebergang  zwischen  den  beiden  Torher^chen- 
den  Fällen.  Dass  auch  hier  wieder  (W]'...!»»)*— («,'-!...»■)( o/''''-"")^^' 
folgt  schon  aus  dem  Gesetz  der  Vorzeichen.    Aus  4)  folgt  noch,  dass 

mit  wachsendem  r  immer  näher  --i-~=-^^— "-  =    -}—::-'-'-~-t~ 

{o,'-a  ...  0„)  (fr,'  ...  a„) 

Aus  diesem  Allen  geht  hervor,  dass  sich  schon  allein  aus  dem 
Vorzeichen  der  aufeinanderfolgenden  Divisioascoefficienten  entscheiden 
lilsst,  wie  die  absolut  grOsste  Wurzel  beschaffeu  ist.  Abgesehen  von 
dem  Fall  nämlich,  wo  ein  Paar  entgegengesetzt  gleicher  grösator 
Wurzeln  vorhanden  sind,  hat  man 

eine  grössto  positive  Wurzel,  wenn  die  Divisionscoefiicientea  immer 
posiljv  sind, 

eine  grftsate  negative  Wurzel,  wenn  sie  immer  abwechselnde 
Zeichen  haben, 

ein  Paar  grösstcr  complexer  Wurzeln,  deren  reeller  Teil  positi?, 
wenn  die  Zeichen  reihenweise, 

ein  Paar  grösstcr  complexer  Wurzeln,  wenn  sie  auf-  und  ab- 
springend wechseln, 

ein  Paar  grösstcr,  rein  imaginärer  Wurzdu,  wenn  immer  abwech- 
selnd zwei  Zeichen  positiv  und  zwei  Zeichen  negativ  sind. 

Dass  dabei  unter  Umständen  eine  längere  Reihe  von  DivisioDs- 
coefticienton  entwickelt  wurden  muss ,  um  den  Fall  zu  entscheidon, 
ist  einleuchtend.  Wenn  z.  B.  ein  Paar  complexer  Wurzeln  mit  posi- 
tivem reellen  Teil  vorhanduu  ist,  aber  dieser  sehr  klein  ist  gegen  d<.-n 
imaginären  Teil,  so  kann  eine  ganze  licihe  von  Cocfticieuten  nur  ab- 
wechselnd Zeicheuwechsel  nud  -Folgen  zeigen  bis  einmal  zwei  Folgen 
nacheinander  kommen.  Die  Betrachtung  der  Näherungswerte  selbst 
8b^  zeigt  bald,  welcher  Fall  vorliegt. 
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Die  Resultate  des  vorigen  Paragraphen  lassen  uan  auch  erkennen, 
in  welcher  Art  die  AnnAhening  in  den  einzelnen  Fällen  vor  sich  geht. 
Allgemein  ist  soviel  zu  sagen,  dass,  wenn  hei  den  für  die  Fehler  ge- 
fundenen AusdiilckcQ  r  nur  im  L^xponentcn  des  echten  Bruches  vor- 
kommt, dessen  allmähliches  Verschwinden  Oberhaupt  die  Ursache  der 
Aouäherung  ist,  daas  dann,  wenn  tlherhaupt  einmal  die  Näherung  be- 
gonnen hat,  auch  jeder  spätere  Wert  dem  wahren  Wert  näher  Hegt 
als  irgend  ein  vorhergehender.  Wenn  aher  der  Ausdruck  des  Fehlers 
auch  ausserdem  noch  >  enthält,  so  geschieht  die  Annäherung  nur  im 
Allgeineinen ,  und  es  kann  recht  wol  ein  späterer  Wc^rt  vom  wahren 
mehr  differiren  als  ein  früherer. 

Ehe  wir  auf  die  einzelnen  Fälle  eingebeu,  sei  noch  festgesetzt, 
dass  die  dnrch  die  Formeln  1),  2),  3),  4),  5)  gegebenen  14äheniugs- 
werte  zur  Abknrznng  resp.  mit  iTr-i,  **r— 2,  RK-i,  (2Äco8g')r— i, 
—  ^",-2  bezeichnet  werden. 

1.  Ist  «M  ein  einzelner  absolut  grdsster  positiver  Wert  und  unter 
den  übrigen  Wurzeln 

a)  om-i  ebenfalls  ein  einzelner  absolut  grösster  positiver  Wert, 
so  bleibt  av  immer  grösser  als  a,,;  der  Fehler  wird  mit  wachsendem 
r  immer  kleiner. 

b)  Ist  0,1-1  ein  einzelner  absolut  gröaster  negativer  Wert,  so  ist 
rr  zu  gross,  wenn  r  gerade,  zu  klein,  wenn  r  ungerade;  der  Fehler 
wird  mit  wachsendem  r  immer  kleiner. 

c)  Sind  «u-i  und  tin-3  ein  Paar  absolut  grösster  entgegengesetzt 
realer  Werte  so  kann  xr  immer  grösser,  oder  immer  kleiner,  oder 
auch  abwechselnd  grösser  und  kleiner  sein  als  a„.    Der  Fehler  ist 

bei  xt  I  i  kleiner  als  bei  xr. 

d)  Sind  «H-i  und  ([„-3  ein  Paar  absolnt  grösster  coqjugirt  com- 
plexer  Werto  und  ist  der  reelle  Teil  positiv,  so  geschieht  die  An- 
näherung reihenweise;  die  Fehler  werden  nur  im  Allgemeinen  immer 
kleiner. 

Ist  der  reelle  Teil  negativ,  so  nähern  sich  die  xr  auf-  und  ab- 
springend dem  «H,  aber  auch  hier  geschieht  die  Annäherung  nur  im 
Allgemeinen. 

e)  Sind  a„^i  nnd  ««-2  rein  imaginär,  so  sind  abwechselnd  zwei 
NäheruDgewerte  zu  gross  und  zwei  zn  klein.  Der  Fetaler  wird  für 
zv+2  kleiner  als  für  Xf. 
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2.  Ist  nr„  ein  einzelner  absolut  grösstcr  negativer  Wert,  und  unter 
don  übrigen  'Wcrteu 

a)  «H-i  ein  einzelner  absolut  gröaster  positiver  Wert,  ao  ist  a-r 
abwechselnd  zu  gross  und  7.a  kloin ,  ud<1  zwar  algebraisch  zu  klein, 
wenn  r  ungerade,  zu  gross  wenn  r  gdrado;  der  Fehler  wird  mit  wachseu- 
dem  r  immer  kleiner. 

b)  Ist  n„_i  ein  eiozelimr  absolut  grCsster  negativer  Wert,  so  ist 
xr  immer  zu  klein.    Der  Fehler  nimmt  ab  wenn  r  wäcbst, 

c)  Sind  on-i  nnd  on-s  ein  Paar  absolut  grösster  entgegengesetzt 
reeller  Werte,  so  können  die  a-r  immer  zu  gross,  oder  immer  zu  klein, 
oder  abwecbsolud  zu  gross  und  zu  klein  seiu.  Der  Fehler  von  ccr+s 
ist  kleiner  als  der  von  a-r. 

d)  Sind  tr»-i  und  «n-a  ein  Paar  absolut  grüsstor  conjugirt  com- 
ploxer  Werte,  und  ist  der  reelle  Teil  positiv,  so  itähern  sich  die  x,- 
auf-  und  abspringend  dem  w».  Ist  der  reolle  Teil  negativ,  so  näliorn 
sie  sich  reihenweise  dem  «».  Der  Fehler  nimmt  nur  im  Allgemeinen 
ab  mit  wachsendem  r. 

e)  Sind  «>.  i  und  a,,-i  ein  Paar  conju^^irter  reiii  imaginArer 
Werte,  so  sind  abweehselod  zwei  Nilberungs werte  /.u  gross  und  zwei 
sni  klein.    Der  Fehler  ist  für  a-r+a  kleiner  als  für  x,. 

3.  Sind  «N  und  ti„~i  ein  Paar  absolut  grOsster  enigogcn gesetzt 
reeller  Werte,  so  betrachten  wir  zuerst  die  Reihe  der  geraden  Nslie- 
rnngswerte,  d.  h.  diejenigen,  für  welche  r  ==  2»  ist  Ist  in  diesem 
Falle  («1^  ...  a„)  positiv,  so  sind  für  positive  wie  für  negative  ««-a 
die  Näherungswerte  immer  griisser  als  o,,-;  für  n«-»  =  —  o^s  sind 
sie .  entweder  alle  zu  gross  oder  alle  zu  klein.  Sind  dagegen  die 
(tt,"  ...  «k)  negativ,  so  sind  Tür  positive  wie  für  negative  n„_3  die 
Näherungswerte  immer  zn  klein;  für  a„_.3  =  — (f„_a  sind  sie  ent- 
weder alle  zu  gross  oder  alle  zu  klein.  IJelracht^n  wir  dann  die 
Reihe  der  ungeraden  Nähernngs werte,  für  welche  r  =-  2»+l,  so  sind, 
wenn  («i^'t' ...  n»)  positiv  ist,  die  Näherungswerte  bei  positivem 
OH_a  zu  gross,  bei  negativem  zu  klein;  füi'  «h-a  ^=  -  "«-a  entweder 
alle  zu  gross  oder  alle  zu  klein.  Ist  aber  (ui^l'  ...  n«)  negativ,  so 
sind  die  Nüherungs werte  bei  positivem  a„-a  zu  klein,  bei  negativem 
zu  gross;  wenn  «„-a  ^ — «n-z,  eines  vou  beiden. 

In  all  diesen  l'ällen  erhält  man  also  bei  der  Reibe  der  sämmt- 
licbon  Näherungswerte  abwechselnd  zu  grosse  nnd  zu  kleine  nur  dann 
immer,  wenn  entweder  (tt,''.  ..k„)  und(n/l '.  ..n«)  gleiche  Zeichen  haben 
und  (Ih_2  negativ  ist,  oder  wenn  ((./..,  n,)  und  (i./+i  ...  ««)  ver- 
schiedene Zeicheu  haben   und  tiH-2  positiv  ist    Sind  v„-i  und  ok-^ 
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ein  Paar  coDJugirt  complcxer  oder  rein  imaginärer  Werte,  so  zeigen 
(Hc  Nähemugswerte  rin  analog'.'s  Verhalten  wie  in  den  beiden  ersten 


4.  Sind  f>n  nnd  n« .  i  ein  Paar  absolnt  grösster  conjugirt  com- 
plexor  Werte,  so  ergibt  sicli  aus  Gleichuiig  3)  sofort,  dass,  weil  der 

Nenner  des  Fehlers  immer  positiv  ist, 

a)  wenn  «H-ä  positiv  ist,  fl,-i*  zn  gross  iat,  wenn  {a^'  ...Oh) 
positiv  und  (o,"^'  ...  ««)  negativ  ist;  dasB  dagegen  R*,-i  zu  klein 
ist,  wenn  («j' ...  an)  npgativ  und  (n,''-' ...  w»)  positiv  iat  Im  Falle 
also  der  reelle  Teil  der  complexcn  Grösse  negativ  ist,  sind  auch  dio 
Fehler  fQr  Ä*,— i  im  Allgemeinen  abwechselud  positiv  und  negativ,  es 
worden  aber  dazwischen  auch  zwei  zu  grosse  oder  zwei  zu  kleine 
Worte  aufeinanderfolgen.  Drei  zn  grosso  Werte  kOnnteu  möglicher- 
weise aufeinanderfolgen,  wenn  dio  anfeinanderfolgenden  Divisions- 
toellicicntcn  diu  Zeichen  hätten  (o,''-^ . , .  a„)  =  — ,  («,■■ ...  b„)  =  — , 
{tt,'■^l  ...c„)  =-|-,  ((ii'-+2 ...  (r„)  .---f-.  Dass  es  nicht  der  Fall  sein 
kann,  ist  besonders  zu  beweisen.  Nun  hat  man  in  diesem  Fall  nach 
S.  3. 

(<v,'-  ...  «n){o,'^^...  «»)  <  ("i'->  ...  «„)(«/+^  ...««) 

folglich  auch 

«..■°~)    ^  ("/+'..-«'■) 
(V-'-.-"h)^  («.■+'...«,)" 

Ist  nun  RK\\  zn  gross,  also 

(«,-f'...«,),(V".....-»)l;>„ 


SO  ist  Qm  so  mehr 

also 

(cr/...o«)<(ß/-i...««).«„-2, 
oder 

I   («/..:«„),    («/+i...ff„-2) 

I  (V'  ...«•.),      W  •■•  fn-i) 

A.  b.  ß*t— 1  zu  klein.  Ebenso  ergibt  sich  umgekehrt,  dass  immer, 
wenn  R-r  i  zu  gross  ist,  if*,+i  zn  klein  ist  Rr*  ist  immer  zu  gross, 
also  findet  immer  höchstens  eine  Zcicbenfolgo  statt.    Ebenso  erledigt 

sich  der  Fall,  wo  (oi'-»...  «„)  =  +,  (V---'''')=+.  (*»!''+'■■■«■) • 

(ai''+^.. .««)=—,  in  welchem  nie  R\-i,  Rr*  und  Ä*r+i  zugleich  zu 
klein  sein  können. 
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Dot  Fan,  WO  der  reelle  Teil  der  compleien  Wnrzeln  positiv  ist, 
erfordert  dne  weitere  Uotersncbiiiig.  Es  sei  mnAchBt  (itj'-i ...  tr.) 
negativ,  (oi'  ...«■)  and  alle  folgenden  Dinsionscoefficientcn  bis 
(«,'-'...««)  incl,  poritiv,  (o,*  ...  n»)  wieder  negativ.  Wie  wir  in 
f.  3.  gesehen  haben,  ist  dann 

K'...a-)    ^{«/+'     ■''.)^  ■■{«,'-*-■ "-)" 

Da  aber   ~,-— — t"    ft"   jeden  Wert   von  r    eich  dem    ««-z 

nlhert,     so    ei^bt    sieb,    dass,    wenn    iigend    einer    der   Werte 

|{V+'->...o^),   (V+-...a,-j)| 

!(*/+' ■■■«"),  t«i''+^-- ■""-»)'         ■  ■       -  .. 
,'  .      ,  '  ,,  .  :  posidv  sind:  nnd  dass,  wenn  uvead 

<r«),     {a,'...ir„_i)    : 
«„),  (V-'-.-«— 2) 
negativ  sind.    Hat  man  umgekehrt  eine  Reiho  negativer  Divisions- 
r  sich,  so  dass  (ai'-i...a„)  positiv,  («^•'..,0,)  nnd 


positiv  ist,  alle  vorhergehenden  bis 


bM  folgenden   bis 
wieder  poeiüv  ist,  s 

(a,-  -'  ...„.) 
0  ist  nach  §. 

incl.  negativ 
3.  wieder 

sind, 

und  (« 

(.,'f... 

-ä>- 

«.-' 

..«.) 

(.,'..." 

a,'-ü 

..«.)■ 

aber  jetzt  folgt  ans 

(.,.+-... 

« ) 

!(V"^' ■■■««),  («/'"...«M-a) 
nach  sind,  wenn  eine  dieser  Determinanten  negativ  ist,  auch  alle  vor- 
hergehenden, soweit  sie  dieser  Reibe  angehören,  negativ;  nnd  wenn 
eine  derselben  positiv  ist,  sind  alle  folgenden,  die  dieser  Iteihe  an- 
gehören, positiv.  Aus  Beidem  ergibt  sich,  dMS,  wenn  der  reelle  Teil 
der  complexen  Wurzeln  positiv  ist,  die  Fehler  bei  der  Bcrechnnng 
von  Rr*  reihenweise  positiv  und  negativ  sind.  Doch  könnte  nach  dem 
Bisherigen  eine  solche  Reibe  sich  auf  ein  einziges  Glied  reducircn; 
dass  dies  nicht  der  Fall  ist,  zeigt  die  folgende  Uiitersuchnng. 

Nach  g.  3.  ist  in  diesem  Fall  immer 

(«,'-» ...  «„)(v  ...  K«)  >  («/-a  ...  «„)(«,'+> ...  n») 

demnach,  wenn  ((■■■,'-2 ...  ««)  und  («,"■"'  ■■■  "«)  negativ,  (<t^''  ...  cr„) 
und  (i»i''+' ...  ou)  positiv  sind,  ist 
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Ist  also 


BO  ist  nm  so  inohr 

(.,'+■  •....)^    ,      , 

(.,'  ...  ..)    >  "-• • 

nnd  wenn 

ist  um  BO  mehr 

(V-......) 

(.,'-'■•.■».)  <""-'■ 

mit  anders  Worten:  wenn  i ,  \.  „  *"  ",'  ,    '  ,  "    "      >|   negativ 

|((<j'-2  ...  a„),  (V'  ■■■  «"-2)1 

|{(./l»  ...   «„'    (n/+2  .     a„-.2)] 
ist,  ist  immer      ,    ,           ,     ,    ,..i  ,     pOBitiv,    und   wenn 

das  letztere  negativ  ist,  ist  immer  das  erstcre  positiv,  qh  sind  aleo 
immer  wenigstens  zwei  aufcinauderfolgcnde  Fehler  positiv.  Ist  aber 
(«/-^  ,,_o^  and  (a,'-'  ...  Ob)  positiv,  («i'  ...«»)  und  (a,''!'  ...  et«) 
negativ,  so  ist  immer  noch 


i''^' 

—^ ...  ««; 

1  ,(..'-■...«.). 

(«i' 

-• ... ..: 

1^  (V  ...  «,)  ■ 

also  auch  noch, 

wenn 

(»,'-■ .. 

■'■'•>.  , 

(«,'-'  •■ 

.  ..)>°-'' 

nm  80  mehr 

(«1''+' .  ■ 

'''>\.  , 

(«,'  .. 

-.)  >'-'< 

nad  wenn 

^<- 

am  so  mehr 

(V-  .. 

:ä<- 

Dies  bdsst  aber  jetzt:  wenn  |;°'_,  '"    "!'  ,     '  ,""    "      ,>  positiv 
Koj-^s  ...  tt„),  (a^'~»  ...  «„_2)|  ■" 
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Ha'+^  ...  «„),  («,'■+2  . 
ist.   80   18t    j    ('._r   .,.«„),      ^„\+^    ...„,„2)j 

letztere  poRitiv  ist,  ist  das  erstere  negativ.  Es  sind  also  immer  wenig- 
st«nB  zwei  aufcinaaiJcrfolgende  Fehler  negativ. 

Im  Ganzen  hat  sieb  ei^ebcn,  dass,  wena  (i»-2  positiv  ist,  die 
Fehler  der  Jlr*  bezüglich  der  Zeichen  ganz  dieselben  Gesetze  be- 
folgen, wie  die  («,''  ...  «„)  selbst  Für  die  Fohler  der  (2Rco&ip}r 
gilt  das  Nämliche,  nur  spielen  hier  die  (oj'—i . . . b„)  nnd  («/-s...«,,) 
die  Rolle,  welche  vorher  die  (oj'  ...  c«)  und  («i''"*'  ...  ««)  spielteu. 

b)  Ist  n„-2  negativ,  so  sieht  man  aus  3)  sofort,  dass  der  Wert 
B*r-i  zn  gross  ist,  wenn  r  gerade  und  (a,'  ...  n«)  and  {a'-^  ...  c^„) 
positiv  sind,  oder  wenn  r  ungerade  und  {ni''  ...  kk)  und  {(■"■"'...  a„) 
negativ  sind;  ebenso  dasa  R'r-i  zu  klein  ist,  wenn  r  gerade  und 
{«'  ...  «b)  und  {€ii'-^  ...  kb)  negativ  sind,  oder  wenn  r  ungerade, 
nnd  (oi'  ...  ff«)  und  (ci'""'  ...  ">,)  positiv  sind. 

Daraus  ergibt  sich  nun,  dass,  wenn  der  reelle  Teil  der  complexen 
Wurzeln  positiv  ist,  die  Zeichen  der  Fehler  im  Allgemeinen  Wechsel 
enthalten  aber  unterbrochen  durch  einzelne  Folgeu.  Die  letzteren 
ergeben  sich  dort,  wo  die  (a,''  ...  a„)  das  Zeichen  wechseln.  Haben 
nämlich  (ö]"— >  ...  otn)  verschiedene  Zeichen,  so  ist  leicht  zu  sehen, 
dass  die  Fehler  von  Ä^r-a  nnd  Ä,"  verschiedene  Zeichen  haben,  also 
eine  Zeichenfolge  entsteht,  das  Zeichen  des  Fehlers  von  Ä*,_i  mag 
ausfallen  wie  es  will.  Auch  hier  ist  erst  nachzuweisen,  dass  im  Fallo 
{«,'-1...«»)=  -,  «,/..-"-)  =  +,  («i'-+i...o„)  =  -f,  (a,'+a...«„)=_, 
(«i'+s  ...  ((■„)  =  —,  nicht  B*,— 1  und  RK+i  beide,  zugleich  mit  flr* 
zu  klein  oder  zu  gross  sein  können.  Der  Beweis  ist  analog  wie  oben. 
Ebenso  wenn  («/-i...  cr„)  =  +  ,  (or/ ...ß„}  =  — ,  (a/+i ...  n«)  =  — , 
(«/*ä,. ..«„;=+. 

Der  Fall,  wo  der  reelle  Teil  negativ  ist,  erfordert  nähere  Unter- 
suchung. In  g.  3.  wurde  gefunden,  dass,  wenn  («,'-•  ...  t/„)  nnd 
(ci,''+^  ...  ti„)  gleiche  Zeichen  haben,  dagegen  (wj''  ...  a„)  das  ent- 
gegengesetzte, dass  dann  immer 

(o,^    ...t>«)  («/>'    ...   «h) 

Sei  nun 

(0.2-1...  «„)  =  -^,      (a,2....  «„)  =  +,      {„,2.+!.. .«„)  =  _,      ... 
{-.«-'...  a„)==-,      (V'-.-) , 

oder 
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eine  Beihe  von  Divisionsooefficientcn ,  bei  welclien  die  aasgelasBenen 
Glieder  nur  Zciclienweclisel  enthalten,  so  hat  man  Jt'ie-i  2U  gross, 
Qsd  E*st-i  rcsp.  R*2t-s  zu  Ideiu.  Für  dazwischen  liegende  Näherunga- 
wcrte  aber  hat  mau,  nenn 


(,,i.t.4i...^ 


<1  "«-2, 


(.,=•+•.....) 

<•-!, 


ist  immer  auch 

[(.."t-i.....),     (.,!.M....,^i)    i-^"' 

oder:  weun  A^{  b  zu  gross  ist,  siud  auch  alle  vorher^eheudeu  N&bo- 
ruQgswcrtc,  die  dieser  Reihe  angehören,  zu  gross.  Umgekehrt  aber 
ist,  weun 

(»,"*_•.....  J_ 


!>«.- 


r  auch 


lafi 


ist  immer  aach 

I  ^1  •■-■■'<  \  i  "  ''  L-^0 

I   K^-f. ..«„),    {V"'+'--''»-a)  1^    ' 

oder:  venn  Ii'it}a-\  zu  klein  ist,  siud  auch  alle  folgenden  dieser 
Reihe  angehörigen  Näherungswerte  zu  kleiu.  Das  analoge  Verhalten 
ergibt  sich  auf  demselben  Wege  auch  in  den  drei  noch  möglichen 
Fällen,  oämlicb  bei  Perioden  von  Divisionscoefßcientcn ,  welche  ent- 
weder die  Zeichen  haben: 


(.,'•-■ 

■■■«.)--, 

(.,»■■.••.)--,    (.,<■*■....,) 

-+, 

(.,8.-1 

•■•»)-+,    («,»•■■«.)-  + 

oder 
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(.,«-»...„„)--,      („,«-!.. .„,)__, 

WO  RhM~i  zo  kloin,  A'u-i,  resp.  Rhi-t  zd  gross  ist  oder 

K2>...»n)-+,   ,Kä.+i. ..„,)  =  +,      («,a.+3. ..„.)  =  _       ... 

(B,a(  ...  „_) ^      („^a+l  ...  a^) ^ 

oder 

(«,«+"...=..)  =  +,      (-,2't2. ..«,)=.+, 

vo  R*2t  zn  klein,  A^  resp.  R*^\i  zu  gross  ist,  oder  endlich 
(«,*•...»»)  =  -,    K^'+i... <-«)  =  -,    (»i'^' 8... <--)  =  +,    ... 
(-«.....„)  =  +,    (V'^> ■■  ■"-)-+- 
oder 

t«,«+i...«») ,    (»,«+3. ..»„)  =  —, 

wo  A^  zn  gross,  und  Rht  resp.  A^i  \  i  za  klein  ist. 

Es  ist  somit  bewiesen,  daas,  wenn  a>,-s  negativ  ist,  und  der  reelle 
Teil  der  complexen  Wurzeln  obenMIs  negativ,  die  Nähemngswerte 
von  Rr*  reihenweise  zu  gross  oder  zu  klein  sind.  Dass  aber  eine 
solche  Reihe  mindoBteos  aus  zwei  Gliedern  besteht,  wird  auf  demselben 
Wege  wie  im  vorigen  Fall  gefunden. 

Man  hat  jetzt 

{«/->...».)(V-"-)<("i'-*. ■.««)(»/+•  ■■■»-). 

Ist  nun 

(.,«-«...«»)=--,  («,»-^..»-)"+,  K^...»»)-+,  («,*•+'...««) . 

also  R*n  ~i  zu  gross,  so  hat  man 

Ist  demnach 

80  ist  notwendig  auch 

(«1^' ■■■»,) 

(„j2i-S  . . .  o„)  --^  ""-"' 

d.  h.  wenn 

|(«,Mi  ...„„),  (»,a.+a....,_a), 

80  ist  notwendig  auch 
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weon  also  Ä*a,  zu  klein,  so  ist  Ä*2,_a  zu  gross. 
Ist  aber  umgekehrt 

(«.'^'■...„)^ 
(«,2«-a...«„)'^""-'' 
so  ist  anch 


d.  h.  wenn 

IW-'- 

..".), 

(.,'■.• 

...-S)  1 

!(«,>•-«■ 

•  •.), 

(.,«■->. 

....-d 

so  ist  immer 

t  <"■'■.+'■ 

■••.), 

(«,"+' . 

..".-!) 

(.','■■■ 

■  «.), 

(.,»« 

..«»-») 

oder  wenn  Ä-s,_a  zu  klein,  ist  notwcniJig  Ä*a,  zu  gross.  Das  Entspre- 
chende ergibt  sich  auf  dem  nämlichen  Wege  in  den  drei  abrigen  FftUeii, 
nämlich  wenn 

K^-«...«„)  = +,  („j2.-I...„„)  =  _     («,2.....,,) ,   (,,^^l..„n) \-, 

WO  IPit-i  zu  klein,  oder  wenn 

(a,i^-l...o„)  —  — ,  f«,«<...«„)  =  +,  (<.iä»+>....«)  --  +,  («,»«+3...»»)  —  — , 

wo  A*i,  zu  klein,  oder  endlich  wenn 

WO  Ä*n  zu  gros«  ist 

Es  nähern  sich  also  die  Rr',  wenn  >r„.2  negativ  und  der  reelle 
Teil  der  coraplexen  Wurzeln  positiv  ist,  dem  wahren  Werte  anf-  und 
abspringend,  dagegen,  wenn  der  reelle  Teil  negativ  ist,  reihenweise. 
Was  die  Nähemogswerte  von  S/Fcosip  betrifft,  so  befolgen  sie  dae 
nämliche  Gesetz.  Uau  hat  insbesoudere  (2Iicoitp)r-\  zu  gross,  wenn 
r  gerade  ond  (b/"'  ... "■)  und  ("i'-  ^ ... "»)  positiv,  oder  wenn  r  un- 
gerade, und  ('i,''-'...n„)  nnd  (V^-  "")  negativ,  dagegen  (2Äc089>)r-i 
zu  klein,  wenn  r  gerade  und  (a,'— 1...«„)  und  (aj"""* . . . o»)  negativ, 
oder  r  ungerade,  nnd  {i.,''-'...nB)  und  (V* ■  ■  ■  «n)  poBitiv  sind. 

c)    Ist  ttH-3= — ith-s,  so  ist  nach  g.  2. 

J«l^.j_.i<i^2)_  Qi|gH-2"~*4-Q»g— 3""*  +  --- 

(«,3'->...«„-2)=      ""-^Qj^H-a^-s+Q,«»-!— T+... 
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nnd 

Je  B^h  «lein  Z^ich-n  rf.-s  Bro-h-s  w'-nl-n  ikh  also  ilie  Näberang- 
wCTte  im  AJlB-m-iü-^n  t  rh^:!'-D  wi--  im  Fal!-*  a)  oder  b).  Doch  ist 
«■iD  l'nters<-faied  dat)«'!.  Wihd  säiuJicta  die  Annifat-ning  rrihenweisi- 
gi/äcbitht  and  man  w.-i-.s,  ,1^15  TTs,,:  zu  gro<s.  H^ji-i  zu  klein  ist, 
»  kauD  man  darjos.  d»:s  /r-jfit-i  zu  grfiss  ist,  niifat  schlicssou, 
dass  alie  vorbergtfhi-ui'.n  NäL-niu^wert«  bis  A^n.-!  zu  gross  sind. 
BOndcni  nur,  dass  die  mit  nu^oradi-'n  ludir»  zu  gross  sind.  Ebeusi- 
läsft  sieb,  «can  Jl'imu-i  zn  kldn  iM  nnr  ^chliessen,  dass  alle  fol- 
genden Nähenin)!» wert-;  mit  nnaerailcu  Iiidirt>  bis  ß*a-i  zn  klein 
sind,  nnd  analog  TOr  JPi,\y,.  Es  können  alsü  dann  iwi^hcu  R^ia-i 
und  ff*a— 1  statt  fim-s  Zeirht'owechs  Is  mt^iin-re,  oder  nncb  nur 
Zcicbenirechse]  eintreten.  Do<-b  soll  bieranr  nicbt  weiter  eingegangon 
werden,  nnd  ich  wcndi-  mich  zum  Kall  • 

d)  wenn  ph-j  und  c-j  ebenfalls  ein  Paar  absolut  grösster  com- 
pleier  Wurzeln  sind.  Es  sei  dann  wieder  «■_;  =  ff'(cos(p'+/sinq['i, 
und  a»-8  =  Ä'(cosy'  — fsintp').  Hier  Irisst  sieh  ein  festes  Gesetz 
nicht  anfstollcn.  Man  erkennt  wohl,  dass.  wenn  cos?*— -{-  ""^ 
COS7'  =- ~  ist,  die  Annäherung  im  Ganzen  abwecfaslnngs weise  ge- 
schieht, und  einzelne  Zeichenfolgen  eintreten,  wenn  beiden  (o,*...««) 
ein  Zeicbenwechu'l ,  oder  bei  den  (»/...Oh-s)  eine  Zeichenfolge  ein- 
tritt. Wenn  aber  ein  Zeichen  wccbscl  der  (n,''...a„)  mit  einer  Zeichen- 
folge der  (a,'...a„_2)  znsammentrifft,  folgen  zwei  Zeichenfolgen  auf- 
einander, nnd  der  Fall  kann  sich  so  cumplicirea,  dass  eine  ganze 
Beilie  von  Fehlem  gleiche  Zeichen  hnlicn  nnd  mithin  der  Charakter 
der  Annäherung  ganz  lerwischt  ist.  Dasselbe  Verhaitnisa  findet  stait. 
wenn  coi'p  = —  und  co8ip'  =  +  isl,  Haben  coa^  und  cosqi' gleiche 
Zeichen,  so  findet  im  Ganzen  die  Annäherung  reihenweise  statt,  es 
können  aber  auch  ganze  Iteihcii  von  Zeichen  wechseln  eintreten. 

e)  Wenn  (t„-a  und  «n-s  ein  Paar  rein  imaginäre  Werte  sind, 
Bo  findet  sich,  dass  im  Ganzen  Zeichen  Wechsel  und  Zeichenfolgen  ab- 
wechseln. Wenn  jedoch  für  die  Zeichen  der  (o/...c„)  ein  Ucber- 
gang  statt  findet,  kann  eine  Reihe  von  Folgen  oder  eine  Reihe  tod 
WecbBclu  entstehen. 

5)  Der  letzte  mögliche  Fall  ist  der,  dass  a„  und  oh— 1  ein  Paar 
coi^ngirte  rein  imagiuäre  Werte  sind.  Ich  untersuche  hier  nur  die 
Art  der  Annäherung,  die  bei  Auwendung  der  Formel  h)  statt  tiudt^t. 

a)  Ist  c[h_2  positiv,  so  sind  abwocfasolud  zwei  Näherungswerte 
zn  gross  nnd  zwei  zu  klein. 
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b)  Ist  n>.-2  negativ,  bo  ist  dasselbe  der  Fall.  Der  Unterscliiod 
ist  der,  dass  wcDn  (o,'—^.,.u„)  und  (V"^"-"«)  gleiche  Zeichen  haben, 
ihnen  in  a)  zwei  zu  grosse  Werte  cntsprccben,  in  b)  dagegen  ein  zo 
grosser  und  ein  zu  kleiuer.  In  beiden  Fällen  ist  der  Fehler  fOr 
Jf',|.2  kleiner  als  für  äV. 

c)  Ist  uu-s  '^  —  vu-a,  so  verhalten  sich  die  NlLhemngswerte  wie 
in  a)  oder  b). 

d)  Ist  or„_a^=fl'(cosg>'-i-!sini]p')  nnd  an~s'=  R' (cos ip' — isin^')) 
so  bilden  im  Allgemeinen  die  Yorzoichcn  der  Fehler  abwechselnd 
Folgen  und  Wechsel,  bei  den  Uebergaugsstellen  der  («/...«n-a)  aber 
können  drei  oder  mehr  Folgen  oder  Wechsel  aufeinander  folgen. 
Die  AnnfibeniDg  findet  nur  im  Gauzeii  statt. 

e)  Sind  endlich  a„^2  und  «»-^  ebenfalls  eiu  Paar  rein  imo^näre 
Werte,  so  können  die  Näherungswert«  entweder  alle  zu  gross,  oder 
alle  zu  klein  sein,  oder  sie  küiinen  auch  abwechselnd  zu  gross  oder 
zu  klein  sein.    Der  Fehler  bei  R^r^2  ist  kluiucr  als  bei  R*,- 


Das  Itcsultat   des   vorigen   Paragraphen  ist  nun  das  Folgende: 

Die  Näherungswerte  sind  immer  zu  gross  im  Falle  l}a;  nsd 
uuter  Umstanden  auch  in  den  Fiilleii  1)  c,  2)  c,  3)  und  5)  e. 

Die  Külicrungs werte  sind  immer  zu  klein  im  Falle  2)b,  nnd 
anter  UmstÄndon  auch  in  den  Fäjlen  l)c,  2)c,  3)  and  5)e. 

Die  Näherungswerte  sind  abwechselnd  zu  gross  nnd  zu  klein  in 
dtD  Fällen  i;b  und  2)&,  und  uuter  Umständen  auch  in  den  Fällen 
1)0,  2)c,  3)  und  5)c. 

Vou  den  Näherungswerten  sind  abwechselnd  zwei  zu  gross  nnd 
zwei  zu  klein'jii  den  Fällen  l)o,  2)c,  ö)a,  5)b,  5)c,  unter  Umständen 
auch  in  3). 

In  all  diesen  Fällen  kann  man  also,  wenn  einmal  genug  Nähe- 
niDgswerto  berechnet  sind,  um  auch  auf  die  Natnr  der  zweitgrössten 
Wurzeln  schliessen  zu  können,  fUr  jeden  späteren  Näherungswert 
n.  priori  mit  Sicherheit  wissen,  ob  er  zu  gross  «der  zu  klein  auslUlt. 

Wenn  sich  die  Näherungswerte  den  wahren  Werten  reihenweise 
oder  auf  nnd  abspringend  nähern,  so  kommt  es  darauf  an,  ob  dies 
Verhalten  von  den  grösateu  oder  von  den  zweit^rössten  Wurzeln  her- 
rührt. Im  ersten  Fall,  also  bei  4)a,  4)b,  4)c  nnd  4}e  lässt  sich  f(lr 
«iuen  Teil  der  Werte  anch  a  priori  bestimmen,  ob  sie  zu  gross  oder 
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za  klein  aoBfaUen.  Im  zweiten  Fall  dagegen,  also  bei  l)d,  2)<1,  4)d. 
5}  d,  nnd  n.  A.  bei  3)  kann  man  nur  a  posteriori  Bchtieäsen,  ob  die 
einzelnen  Werte  zn  gross  oder  zu  klein  sind. 

Die  Annäherung  kann  rasch,  kann  aber  auch  sehr  langsam  er- 
folgen, wenn  die  absolut  grössteii  Wurzeln  nicht  viel  diffcrircii.  Eine 
raschere  Annäherang  lässt  sich  erzielen,  wenn  man  Corrccturen  an- 
bringt, die  sich  aus  der  in  Jedem  Fall  bekannten  Form  der  Fehler 
ergeben.  Dies  soll,  nie  schon  gesagt,  Gegenstand  einer  weiteren  Ab- 
handlnng  sein,  und  sei  hier  einstweilen  nur  soviel  bemerkt,  dass  sich 
dabei  auch  in  den  Füllen,  wo  die  erste  Annäherung  nur  einseitig  ge- 
schieht, abwechselnd  zu  grosse  und  zu  kleine  Nähemngaworte  ergeben. 


Um  die  kleinste,   resp.  die  zwei  kleinsten  Wurzeln   zu   finden, 
erhält  man  die  Formein  auf  dem  nämlichen  Wege  aus  der  Entwicklung 

von  T-  nach  steigenden  Potenzen  von  x.  Ich  stelle  sie  hier  kurz  zu- 
sammen und  immer  gleich  neben  den  genauen  Wert  den  Wert,  welchem 
sich  der  Ausdruck  fOr  grosso  r  nähert.    Man  hat  also: 


'■'(.,~-......)-°'-t-«;: 

^.-1 

2') 

(.,-•...«.)       .  1  («,-'. 

..,) 

(.,-'-'...->     "'  +(,r-' 

...«„ 

je  nachdem  r  gerade  oder  ungerade. 


(",-'■ 

1...««),  (o,- 

(o,^- 

(«,— 

>...«.),  (",- 
'...«.),  («,- 

-'...0.) 

=  "1"»+ 


;(«,-'-'-".),  («1-'...".) 
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-«■+(5)        «V^Ä 


Aus  diesen  Formeln  nun  kann  man  auf  die  Vorzeichen  der 
(a,-'f...na)  Und  aof  die  Art  der  Anuäfaerang  Bchliesseu  wie  im  vorigen 
Fall.    Mau  erliUlt  die  nämlichen  Resultate  mit  einer  einzigen  Aob- 

nahme.    Es  ist  uumlicli   wieder  (kj -''... n„)  =  -' -,, — —  för  r  =  «!. 

Dieemal  ist  aber  das  Torzeichen  von  /'s,  abhängig  nicht  nur  von  a,, 
sondern  auch  von  den  Dbrigi'n  Wurzeln,  und  kann  sowohl  positiv  als 
negativ  sein.  Deswegen  sind,  wenn  oj  positiv  ist,  die  (<rj-''...«„) 
entweder  alle  posisiv,  oder  auch  alle  negativ.  Ebenso  sind,  wenn  «1 
negativ  ist,  die  (<!,-''... a»)  abwechselnd  positiv  und  negativ,  mui 
kann  aber  nicht  behaupten,  daas  sie  fQr  gerade  r  positiv  nnd  fOr 
nngeradß  negativ  sind,  es  kann  auch  nmgokehrt  der  Palt  sein.  In- 
wiefern sich  hierdurch  die  Gesetze  der  Annäherung  modificiren,  ist 
leicht  zn  übersehen. 

§.7. 

Auf  dem  nilmlichen  Wege  erhalt  man  nun  auch  sehr  einfach  die 
CoefGcicuteu  der  Gleichung,  dereu  Wurzeln  die  t  grdssten  oder  die 
II  — i  kleinsten  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  sind,  vorausgesetzt, 
(lass  die  darauf  folgenden  Wunteln  kleiner,  resp.  grCsser  sind.  Ans 
der  Gleichnng  g)  n&mlich  folgt 

(«/+'-> ...«,.)  =        C»      («,'+*-''....'«)  -        C'>      (a,'+'-a...«H)+... 

■■■(-iy-\      c  ^  cv-^.-««)+K'+'"-' ■.-««-(). 

Mittels  dieser  Gleichnng  erhält  man  wie  oben,  indem  man  in  der 
letzten  Colonnc  für  jedes  Glied  den  ihm  entsprechenden  Wert  einsetzt, 


«) 


+ 


"-*■-  r  ■ 
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:(.,'-'...  ».)...  (.,'H  -1 ...  „.),     (v*>  1 1  ...„.) ...  („,'+.-1  ...„.) 


C-l-l      + 
i(.,'-i..a.)...(«,'4»-i....),  («,'+'»•....)  ...(«,'1'-'..«.),  (./«-I..«.-,) 


zuletzt  ftlr  t  =  t— 2 


"  («,'-■...«.), 

(.,•... 

o„)  . . 

(«i'i-«.....) 

i    . 

(«.'- 

...".) 

(»i' 

.«„) 

.  (»,'+.->...„.) 

(«,'*-■...«._,); 

3«S 

"(«? 

..".) 

.7           (.,'( 

-»...«.)               i 

Eben«)  erhält  man  mit  Hülfe  der  Gk'ichtmg  g) 

,..+(-l).--i     C— ■    («.-'-'..".I  +  C'-IM-I--'-'-".). 


(»,-'.....),    (.,-'i'-..«.)..-("r'+-'-'...«.)i 


(«,-'-'..".),  (or'..ii.)..r  (i,-'i"-'-'..o,) 
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(., — ■....)...(«,-'+'-■..".),  («,- 

,i™id^  oi.a.,,... 
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(a,— ■..»,),  (,,-•■.-•}  ■  ■  ■ 

(.,-'+-'-••■«.) 

<.,.....),(»,...«,) . 


zoletet  far  *  =  n— •■— 2 


!>) 


|(..- 


'.«.),  («, 


«.) 


(«1 


(«,-M— (-!...■,.) 


B«i  all  diesen  Formeln  wird  der  Fehler  im  Allgemeinen  Ideiner 
mit  waclisendem  r,  nnd  verschwindet  ganz  lüT  nnendlich  grosse  r, 
wenn  dem  absoluten  Wert  nach  uh-v  <1  a«-if i.  Dies  lasst  sich 
allerdings  ans  der  Form,  in  welcher  die  Fehler  hier  erscheinen,  nicht 
ohne  Weiteres  erkennen,  allein  es  lassen  sich  die  Ausdrucke  so  nm- 
formen,  dass  das  Qesetz  zu  Tage  liitt  Ein  ähnliches  Verfahren  als 
das,  welches  zur  Gleichung  k)  fQhrt,  gibt  nAmlich  identisch  fOr  den 
Fehler  in  der  Gleichung  6*) 


|(.,'-i..«.)...(<.,'t>-"..«.),  <«,•+'"■■«.)•.("■'+'-'■■«.),  (",'+'-'..«.-<) 
(V-»-«.)  •■(■■i'+'-'-«.),  («i'<  '■■«.)   .-(.,'+•■-'..«.),  («,'t->..»,^) 


(o,'+<-"..c<.) 
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{a,'-l...«„-,«-.+s)...C«,'+*-i...«»-.<«„-.+2),  (ß/+»ll...«.„_,„._„j)... 


««_,+l),       (nj'...OH-."n-.+l) 
«n-i+z),      {«/...<1b-.''h-*+z) 


wobei  die  Änsdrttcke  in  der  letzten  Colonne  des  ZSblers  dieselbe  Be- 
deutung haben  wie  in  df  r  Äbhandlnng  Aber  die  Bernoulli'schen  Zahlea, 
Jahrgang  19.  der  Zeitschrift  für  3Iatb.  u.  Pbys.  p.  220,  i 


:=»-.+!■■■" 

(-,'+'-'... 

Hicrans  erhält  man  dann  z.  B.,  wenn  unter  den  Werten  n,  ...«h-^ 
der  letzte  ein  einzelner  absolut  grOsster  ist,  und  sie  alle  absolut  klräner 
als  die  Werte  a„_,v).i... a„  sind,  wenn  fsmer  r  so  gross  ist,  dasa  mau 
statt  der  DivisionscoefBcienten  die  Ausdracke  setzen  kann,  denen  sie 
sich  nähern,  und  wenn  endlich  zur  Abkürzang  (ir — "{i  —  i^ — «,t—i)=tx 
and  (x — «H— ■|i}...(a — a^)  =  tt  gesetzt  wird,  fttr  den  Ausdruck  des 
Fehlers 

'"»-*  ( /  bh-(  y4»-i-i  '■«_(,(.!  1 

^       ^\"«y  »'«^-n-i—tH     <.„_,.^,-<.„_,  1 

Für  1  =  1,  A=— 1  giebt  dies  wieder  diel*);  für  t  — 2,  *  =  — 1 
und  Ob -- ^(cMv+tainy),  «»-i  =  ÄCcosy  —  isinq»)  gibt  e»die  3*). 
£b  redncirt  sich  nämlich  der  Fehler  auf 

(¥)'  "     r;r^£-^f^"-s[-Ksm(H-»-l)9'-"«-zBin(r+«~2)»] 
—  >4„_2[ÄC08(r+»t— l)?i  —  ob-8C0s(i4-«— 2)g)]l. 
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der  Ztarslelliaig  der  Wuriiln  algcbrahcier   GUichtmgtn. 

..  («,''<''-'...aH_.(f»_,4a),     (a,''+'-'...a»_i:oH_,4.ift»_.4« .,.«,) 


((.,'■+•'-"  ...  a„_-  ««_*f  a) 


Iq  analoger  Weise  lasaen  sich  die  flbrigen  Amdmcke  der  Fehler 
amformen,  welche  in  diesem  Paragraphen  enthalten  sind. 

Noch  sei  hemerkt,  dass  ea  nicht  nötig  ist,  beBonders  zu  unter- 
snchea,  ob  <'h~-i<C''h-~/+I'  Es  ergibt  sich  dios  von  selbst  daraus, 
dasB  die  Verhältnisse  sich  bestimmten  Grenzen  nähern  oder  nicht. 
Femer,  daas  die  Identitäten  ungestört  bleiben,  wenn  auch  unter  den 
Obrigen  Wnrzelu  gleiche  vorhanden  sind.  Endlich,  dass  sich,  wie 
Fttrstenau  bemerkt  bat,  die  Determinanten  itcn  Grades  zurDchführen 
lassen  auf  Determinanten  2ten  Grades,  deren  Elemente  selbst  Deter- 
minanten vom  i — Iten  Grad  sind,  indem  man  die  Sätze  von  Deter- 
minanten a^jongirter  Systeme  anwendet 


£8  ist  nicht  notwendig,  dass  man  beide  Reihen  der  Divisions- 
coefficienten  entwickelt,  denn  jede  der  obigen  Determinanten,  welche 
die  eine  Art  der  Coefficieuten  enthält,  l&sst  sich  aach  darstellen  als 
eine  Determinante,  welche  die  andere  Art  enthalt.  Es  lässt  nch 
nämlich  jede  durt^h  Rändern  so  auf  den  nten  Grad  bringen,  dass  sie 
den  gemeinsamen  Charakter  nicht  verliert  and  nur  aussen  durch  eine 
Potenz  von  (aj'>...a„)  oder  (oj-".  ..<>»)  moltiplicirt  ist  Die  Gleicbnng 
1)  liefert  dann  die  gesuchte  Transformation. 

Es  sollen  hier  nnr  die  wichtigen  Fälle,  wo  « — » =  2,  and  wo 
1^2  ist,  durchgeführt  werden.  Da  sich  im  Folgeaden  die  Divisions- 
coeffidenten  immer  auf  die  sämmtlichen  a  beziehen,  mag  rar  Ab- 
kflrrang  statt  («('^...aH)  (r)  geschrieben  werden.    Es  ist 

l(-r-l),     (-r)         I 

(-»■),  <-H-l),         (-«+2),    (-H-3)    -  (-1) 


(-»)"-S 


(_r_l),        (_r),  (-H-1),     (-^+2)     ■-■  (-2) 

(-r~2),        (-i— 1),        (-n),  (-n+1)    ...  (-3) 


-n+1),  (-r-n+2),  (-2«-|-3),  (-2n-K)  ...  (-«) 
18* 
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1  f^iitnau's   Methode 


(0),  (1),  (r-.+2),     (r— .+3)     ...  (r_l) 

,-,  (-1).        (0),  (r-«+l),     (r-n+2)     ...  (r-2) 

Hr  (-2),        (-1),        (■-"),  (•—«+1)      ..  (•— 3) 


(- 

-n+l),  (-n+2),  (r-2«+3),  (r-2»-H)  ...  (r- 

-»)! 

(«i  «■)-'■ 

(r 

-»),            (r-«+I)     ...  (r_3) 

(-«)-> 

-2»+3),  (r-2M-t)  ...  (■— «) 

Guu  ebenso  ergibt  sieb  ancb 

|(-r-2),  (-r- 
iiiid 

[      (.,...^)-— ('-"+«■   ''-"+2>    ■■''-^' 

1)1         (-»)-•     (r_2„-H),(r-2»+6)..(>-»fl) 

i(-r-l),  (-H-1)] 
](_r-2),  (-r)       1 

_  (^...*.)— ■ 

(1),             (r-»+2),    ("—"+3)     ...  (r-l) 
(0),            (.—»+1),     (r-«+2)     ...  (r— 2) 

(-™+3),  (r-2.-H),  (r-2n-|-6)  ...  (r-n+1) 

Sonach  ist 

'),      (-H-l)! 

r-1),  (-d 


:-r-l),  (-r)       j 
-2),  (-r-l)i 


(>•-"), 

(r-„+l)     . 

.  (r-3) 

(r-2»+3), 

(r-2»+4)  . 

.  (r-») 

(r-n+1), 

(.—.+2)     . 

.  (—2) 

(r-2»+4), 

(r-2«+5)  . 

.  (.—»+1) 

(-r-1),  (-r+l)| 
(-r-2),  (-r)       I 


(-.— 1),  (- 
(-r-2),  (- 


-1)1 


(r-n+1)     . 
(r— n) 

.  (r-3),  (r-1) 
.  (r-4),  (r-2) 

(r-2„+4)  . 

.  (r-n),  (.-^+2) 

(r-.+l)     . 

.  (r-3),  (r-2) 

(r-2„+4)  . 

.  (r-«),  (r-n+1) 

Aqb  diesen  Oleichnngen  gebt  berror,  dass  die  Näherangswerte  für 
B]««,  welche  die  7)  ergibt,  der  Reibe  nach  die  nämlichen  sind  als 
die,  welche  ich  erhalte,  wenn  ich  das  Prodnct  der  Wnrzeln  durch 
die  Reibe  der  Näherangswerte  tai  "^...'n  dividire,  welche  die  6)  er- 
gibt; nnd  dasa  die  NtLherongBwerte  für  «i+'i,  welcbe  die  1^)  eigjbt, 
der  Reihe  nach  die  nftmlichen  sind  als  die,  welche  ich  erhalte,  wenn 
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ich  Ton  der  Summe  der  Wurzeln  die  Beule  der  N&hemngswert«  für 
aj+«4,..4-"»  abriebe,  welche  die  6*)  ergibt  Zusammengehörend 
aber  sind  nicht  zwei  Werte,  die  demselben  r  entsprachen,  sondern 
zwei  Werte,  die  zwei  anfeinanderfolgenden  r  entsprechen. 


Ganz  ähnlich  ist  nnn  weiter  fnr  i  —  3 


1(0),   .        Hl 
'M,        (H-l)|_(-l),        (0) 

(•■-1),  M    rl 

l(-»+2),  (-»f3)  -.  (-2),    (•—!), 


(«-S),  (r+»-2),  (r-t-»-l) 
(n-4),  (H-.-3),  (r-(-»-2) 


-(.,...«.)■*■(-«)■ 


.I<- 


-•), 


M 
,+1)    ...  (_,^)i 


-2»+3),  (--r-2H-4)  ...  (-r-«)l 


l('-i),  W     I 

1(^2),  (.—1)! 


-(.,.....)'-'+-(-,)■ 


J<-r-»+l),    (-.—»+2)    ...  (-r-2)      1 
|(-r-2f.+4),  (-1— 2»-(-6) ...  (-,—„+1)1 
und  bei  Yersetznng  der  letzten  Colonne  an  den  Anfang 
l(.^l),  (r+l)l 


l('-2),  M 


-  (-1)-"  («,.....)'+-«(-»)  X 


(-r-n+S),    (-r-n+3)     ...  (- 
Ir-r-^l),     (-r-»+2)     ...  (- 


M,       (H-1) 

fr- 1),  M 


(-»+8),  (-r-2»-|-4),  (-r-2»+6)  ...  (-r-«+l) 
(-r-"),        (-r— »+1)  ...  (-,—3) 


(•— 1),  W 

(r-1) 


-  (-l)-G, 


■»+«,  (- 


-,+2)  ...  (- 


-2) 


(.—1),  (r+1) 

(■—2),  W 

(r-l),  (r) 

(.—2),  (r-l) 


IC-r-M-l)  ...  (-r-3),  (- 


l<- 


-M-i) ...  (- 


-3),  (- 


Ans  diesen  Gleichungen  lassen  sich  analoge  Schlttsse  ziehen  wie  ans 
8)  osd  8*). 
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i  9. 

Die  Reenltate  des  g.  7.  erlauben  nnn  auch,  wie  Fflrateaan  in 
seiner  ersten  Abbandlnng  gezeigt  bat,  Änadrackc  anfznstcllen,  die 
gegen  einen  der  mittleren  Wnrzelworto  couvergiren,  oder  gegen  Sanune 
nnd  I^dact  von  einem  Psiw  solcher  Wnrzi'Iwerte,  vorauagesptzt,  dass 
alle  flbrigeo  absolnt  grösser  oder  kleiner  siud.  Von  praktischem  Wert 
dtlrfte  nnr  der  erste  Fall  sein,  und  fOr  diesen  will  ich  nnr  die  For- 
meln hier  aufstellen. 

Es  sei  also  absolut  genommen  bk-i-i  ■<  «n-*  •<  iht-i+i,  so  gibt 
die  &■) 

|(»/->...«»),  («,'-«■«)-.(»,'+'-''-»-),  (»/+*■■. »-)| 


wo  der  Rest  mit  wachsendem  r  immer  kleiner  wird.    Ebenso  gibt 
aber  die  6) 


Ol'~'.,.»n),    l"j    -.-"itj         —    l.«i''^'    '...«■ 
a-''...o_),        (o.'''*'' ...»«)   ...   f*i'''*'*~' ...  "h 


Die  linke  Seite  der  10*)  Iftast  sich  mittels  der  Gleichongen  n)  nnd  I) 
anch  noch  rerwaudeln  in  das  Verh&ltnisH  zweier  Detenninanten  Tom 
nten  Grad  mit  Dlvigionscoefiicienten  als  Elementen.  Eine  Erleicb- 
temi^  der  Rechuni^  gewährt  dies  nicht,  ist  aber  immerhin  interessant 
geni^,  nm  auch  diese  Formel  noch  anzugeben.    Man  findet 
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10>) 

(-1), 

(-2), 

(0) 
(-1) 

(»-■-3), 
(»-.■-4), 

(r+„_,_2)  ..(r+»-2) 
(,+,_i-3)  ..(r+«-3) 

(— 1, 
(-r-0. 

i-r-i+l) 

(.-2(-2), 

(-H^-2,- 

(r+«-2.-l)..(r+,-i-l) 
-2),(«-2i-l)      ..(.-i-1) 

(-r-«+l),  (-■— n+2) ..  (-r-<-l),     (-.1 

.(0) 

(0),               (I)            ..(«-.-2),            (■H-»-;-2) 

.(r+,-2) 
.(H-»-3) 

(-.+1),        (-i+2)   ..(«-2.-1),          (r+»-2.-l) 
(-r— ),     (.-r-l+l) ..  (-r+.-2.-2),  (»-2.-2) 

.(H^.-(-l) 
.(n-i-2) 

C-r-n+1).  (-r-n+2) ..  (-r-i~\),      (-i-1)  ..{-!)  , 

=  ■•„_(+ BeBt. 
Uan  hat  also  z.  B.  for  die  dritte  Wurzel  einer  Gleichung  5  toD  Grades 

•1),        (0),  (r+1),  (r-l-2),  (r+3) 

;-2),         (-1),         (r),         (r+l),  {r-f-2) 

—2),  (-r-1),  (0),         (1),  (2) 

-3),  {-r-2),  (-1),    {0),         (1) 

■-4),  (-r-3),  (-2),    (-1),    (0) 

^(0),  (1),  (r+1),  {H-2),  (H-3) 

(-1),         (0),  (r),         (H-l),  {r+2) 

,(-r-2),  (~r-l),  (-1),  (0),  (1) 
;(-r-3),  (-r-2),  (-2),  (-1),  (0) 
!(-r-4),  (-r-3),  (-3),  (-2),  (-1) 
wobei  Douh  die  Gleichnng  1)  erlaabt,  alle  Exponenten  der  Divisions- 
cocfficienten  um  gleich  viel  za  erhöhen  oder  zu  oTniedrigen ,  oder 
aach  im  Zähler  tmd  Nenner  um  verachiedene  Grössen,  wenn  mit  der 
entsprechenden  Potenz  von  6'h  mnltiplicirt  wird. 


§.  10. 

Um  die  gefundenen  AusdrSi^e  auf  die  Form  zu  bringen,  von 
welcher  Fttratenan  ausgegangen  ist,  wende  ich  die  Gleichung  m)  an. 
Ich  erhalte  aus  ihr  fDr  9=0,  *=1,  t  =■%...  vn — 2,  u^r+n  — 1 


C„  C, ...  ft 

Co,  C, ...  Cr- 

0,  Co  ...  Cr- 

0,  0  ...  C, 
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iVoey«(,ioc4;  Sftufe«  a,  K 

.(.«au'.  Mal^a 

fOPg-O, 

-l,  1-2,...  .-.-3,  v-r+.-a, 

C„  C,  ...  C,t 

|(V...-),     (V+'..--.)l 

i(",'-' ■■■".),  (V--.)  r 


0,  0  ...  c, 

für«  — 0,  «  —  1,  t--2,...    «  —  «  —  3,  e  =  r+B— 3,  tB  —  r+n 


k",'-'-'.),  (".'■■■" 


0,    0,    0   ...  Ct 


für  g  =— r,  •— - 


»+2,.. 


(.,—  .....) -75- 


p  s=-r,  .=-r+l,  1= 


"+2,. 


|(«,-' 
l(«i- 


'■•■•«),  (V 


'+> ... 


'")|. 


:Cl,-r+ 


ftr  g=— r— 1, 


rfl,  (=-«+2,.. 


_G.-H 


G,_a,  CV-i  ...  G-j 
C-s,  G.-a  ...  Cr-t 


— 3,  V 2,  » 1 

Gi-a,  G.-1 ...  a_8,  G-i ; 
Cn-t,  G^-% ...  C_«,  C-a 


..CV-»,  G. 
..  (V-s,  G.-1 


Diese  die  C  enthaltenden  Determinanten  geben,  abgesehen  von 
VertanBchnngen  in  den  Zeilen  nnd  Keihen,  in  die  Gleichnngen  1)  bis 
&)  eingesetzt,  die  von  F&ntenan  zuerst  gegebenen  Formeln. 

§.11. 

Es  mögen  nnn  noch  an  wenigen  Beispielen  die  Resnltat«  des  §.  4. 
gezeigt  werden,  nnd  zwar  sollm  solche  gen&hlt  werden,  bei  welchen 
sich  das  Gesetz  der  Ann&herong  bald  erkennen  l&sat.  Wie  man  bei 
langsamer  Annäherung  dnrch  Vertanschang  der  Variabein  eine  raschere 
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Conrergenz  erzielen  kano,  iat  von  Fürateuaa  selbst  gezeigt  worden. 
Die  Berechiiniig  der  DivistonscoefficieDten  geacbieht  ontneder  durch 
einheile  Division,  oder  bequemer  mittels  der  Gleicbiing  0- 

ItßB  Beispiel:    «'—71+7  =  0. 

(0)-l  (—3)  ^„7-1 

(1)  -0  (-4)  =7.{-3).7-i 7-> 

(2)  -7.(0)-7.1  (—5)  =7.(-4).7->=-7-i 

(3)  -7.(a)-(0)) 7.1  (-6)  =(7.(-5)-(-3)).7-> 6.7"" 

(4)  -7.(C2)-(1))-7».1  (-7>  =(7.(-6)-(-4».7-» 5.7-a 

(5)  =7.({3)-(2))=-7^2  (-8)  =(7.(-7)-(-5))-7-' 4-7-" 

(6)  =7».8  (—9) 22.7-s 

(7)  — 7».3  •  (—10)  — —  17.7-8 

(8)  -7».  10  (—11) 13. 7-« 

(9) 7'.29  (—12) 69.7-* 

(10)-7*.13  (—13) Ö2.7-* 

(U) 7*.39  (— 14J 39.7-* 

(12)-7*.120  (-15)^ 204. 7-" 

(13) 76.52  (—16)=— 152. 7-« 

(14)  -  75.159  (—17) 113 . 7-5 

(15) 7'.484  (—18)^ 587.7-« 

(16)  —  7«.  211  (—19) 435 . 7-" 

(17) ^7«.643  (—20) 322.7-» 

(18)  -  7«.  1961  (—21) 1667 . 7-' 

(19) 7'.  854  (—22) 1232. 7-' 

(20)  —  7'.  2604  (—23)  —  —  910.  ?-' 

Aus  der  ersten  Reihe  siebt  mau,  daas  «s  negativ  ist,  ans  der 
zweiten  dass  «j  positiv  ist  Man  bildet  nun  die  Reibe  der  Näbenings- 
werte  fUr  »j  und  erbält: 

(|   __,  ,+,  m   __«  =  _2,625  (+) 

,3,   --'  (-)  (7j   ---3 3,333...  (-) 

U,  --2  (+)  (8)             lö ''■*  '+' 

(6) ^  (-'  (9) 29  -  -  '■'''  -  '-> 
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186  Natgtllbath:    Stuäitn  tu  FirUtma^t  Mttitadt 

(ig 1>   --'  <+*  (Bj "KT 3,061...  (-) 

(U)  39 '>"'  ■■'■    '  (16)  211    -      "■""   ■   <+' 

(13)_ 

(iS)  120  ~      ■''"~  ■■■  >'^'  (17)  " 

a« m      _,|K,       ,_,  (Ü.)  W78 

(13)  52  "'""   ■■  '     '  (18)  ~      1961  ■ 


-  sj  —  3.1»»  •■•  (-)  b-  — ran-  — s.»*««  ■  ■  (+) 


(U) — iM--''""  ■  <+'  (19) — aar — 3,o49i8...(-) 

Die  Werte  D&hern  sich  dem  wahron  Wert  abnecfaeclud  von  oben 
nod  ttntan,  nie  die  daneben  geschriebenen  Vorzeichen  der  Fehler  er- 
kennen lassen.  Der  wahre  Wert  liegt  also  zwischen  den  beiden  letz- 
ten. Zugleich  erkennt  man,  das  a^  positiv  sein  rnass.  Er  wäre  frei- 
lich noch  immer  möglich,  dass  es  auch  einen  imaginären  Teil  beeüBn, 
der  aber  jedenfals  bo  klein  ist,  dass  er  bei  dieser  Ann&hernng  nocb 
keinen  Einflnss  fibt 

Bilden  wir  nnn  ebenso  die  Nftheningawerte  Air  «g.   Es  ergibt  sich 


,,.—,„  =  1,30  ... 


Hier  erkennt  man  sofort,   dass  sich  die  Werte  einseitig  näh«rn, 

DiqllZüdbvGoOgk" 
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daas  also  auch  der  letzte  Wert  zu  klein  ist.  Dsrans  ergibt  sicli  wie- 
der, daae  oj  positiv  ist.  Wta  diesen  Wert  selbst  betrifft,  so  fast  man 
nacb  §.  7  and  §.  6 


1(18),  (19)1 
I  (17),  (18)  I 
"(17),  (18)1  ~ 
1  (16),  (17)  I 

I  (19),  (20)  I 
I  (18),  (19)  I 
(18),  (19) ! 
1(17),  (18) 


(-21) 
(-20) 


(-22) 
(-21)" 


: 5,173  ...  —  • 


Beide  Weite  smd  algebraisch  zn  klein.    Man  wQrde  darans  finden 


1(18),  (19) 
1(17),  (18) 


;(17),  (18) 
1  (16),  07) 


(18)       322 .  1961 


109),  (20)] 

I  (18),  (19)  I     »8)       1232.7.1961 

I  (18),  (19)  t  ■  (19)         1667.5978   -''"'"^  ■ 

1(17),  (18)1 


Von  diesen  Werten  ist  der  zweite,  also  aucfa  der  erste  zn  gross. 
Man  findet  aocb  keinen  zn  kleinen  Wert,  wenn,  man  von  dem  Pro- 
doGt  B]«!  ausgeht    Man  hat  zwar 


|(-20),  (- 
k-21),  (- 

-19) 
-20) 

I(-21),  ( 

;(-22),  (■ 

-20) 
-21) 

_      (17)      643.7 
"      '  (18)-  1961  -■'.29W  ■ 


Bj"!  zn  klein. 


:(-21),  (-20)| 
l(-22).  (-21)1 
|(-22),  (-21)1 
|(-23),  (-22)1 


.  (18) 
■  (19) " 


aber  die  Werte  von  a,  werden  die  nämlichen  wie  oben. 
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Naegelsbaeh:    Studien  zu  tllritttutti's  Mtlhodt 


2tes  Beinpid;    «'+2i'+3i-l  -  0. 

(0)-l 

(— 3)-l 

(1) 2(0) 2 

(-«-S(-3)-3 

(ä)=-2(l)-3(0)-l 

(-5)_3(-4)+2(- 

-3)  — 11 

(3) 2(2)-3<lH-l(0)  -  5 

(-6)=3(-6)+2(- 

-4)+l(-3)-40 

(4)=-2(3)-3(2)+l(l) 16 

(_7)_3(-6)+2( 

-5)+l(-4)  =  lt5 

(5) 2(4)-3(3)+l(2)-16 

(-8)_3(-7)+2(- 

-6H-l(-6)-526 

(6)-     18 

(— 9)=1908 

(71 99 

(-10) -6921 

(8)-     160 

(-11)-26106 

(9)  =  -6 

(-12)=91066 

(10) 569 

(-13) -330326 

(11)-     1313 

(-14) -1198213 

(12)=-924 

ffier  zeigt  sich  sofort,  dass  o,  nnd  «a  ein  Paar 

complexe  Worzeln 

Bind,  deren  reeller  Teil  negativ  igt,  desgleichen 

lass  «,  positiv  ist. 

Berechne  ich  das  lotete  zuerst. 

so  kommt 

(-3)         1 

FJ)  =5 

=  0,33.. 

(+) 

(-4)         3 

=  0,2727  ... 

(-) 

(-6)         11 
(-6)    -40 

-  0,275  ... 

<-) 

(-6)         40 

FT)  -ns 

-  0,27686  ... 

(+) 

(-7)        146 
(-8)    -626 

=  0,276666  ... 

(-) 

(—8)         626 
(-9)    "1908 

—  0,2766813  ... 

(-) 

(-9)        1908 
(-10)  -  6921 

-  0,2756827  ... 

<+) 

(—10)       6921 
(—11)  ~  26106 

-  0,27568213  ... 

(-) 

(-11)       26106 
(-12)  ~  19066 

_  0,276682206  ... 

(+) 

(-12)        91066 
(—13)       330326 

=  0,2756822049  ... 

(-13)        330326 
(—14)       1198213 

—  0,2756822034  .. 

(-) 
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der  DarsteUung  der  Wumln  algtbraiicker  Gttiehimgm. 


189 


Die  Vorzeichen  der  Fehler  lassen  wieder  erkenneii,  daoB  die 
beides  andern  Wurzeln  complex  mit  negaÜTem  reellen  Teil  sind.  Der 
letzte  Nllherungsnert  ist  gewiss  zu  klein,  der  vorletzte  könnt«  za  klein 
oder  zu  gross  sein.  Für  die  beiden  Wurzeln  a,  und  «j  Ifksst  sich 
n&ch  §.  8  mit  Hälfe  der  gefnndnen  Werte  von  Cj  sofort  ein  za  grosser 
nnd  ein  zn  kleiner  Wert  von  R'  und  iHcoaip  angeben.  Da  es  mir 
aber  hier  vesentlich  om  den  Wechsel  in  den  Vorzeichon  der  Fehler 
zu  tun  ist,  mU  ich  die  ganze  Reihe  hersetzen,  und  nur  vorher  noch 
bemerken,  dasa  wegen  Q,  -^  —  1  hier  einfach  nach  §.  6 


W{H-i)|_,    ,    ,, 

Ifr- 1), 

l('-2). 

('+1) 

-C)     <-'-'' Ut 

|(t— 1), 
Ur- 2), 

(r-l) 

-m    (_,_2)'««- 

1  hat  für  Ä* 

ond  für  2iIC08  9> 

=  3,666  ... 

(+)     -|           --2,333  . 

=  3,636  ... 

(+) 

-?5      __,,2,„ 

jj5         -  3,6275  -.         (+) 

1908" 

326-       -3,62737...       (+) 

6921 

1908 

25106 

6921 

"065     _3.„3.™      ,    ,         57131 
■&m  3.62736506  ...  (-)    -  jjj^ 

330326    _,|,3,3g5(^  ,     _  207236 

91065         3>W'»»uli  ...  l    )     —  jjd^ 


-  3,«273669  ...    (+) 


15760 


2,333  ... 

(-) 

2,2727  ... 

(+) 

=  -  2,276 

(+) 

2,276«6  ... 

(-) 

2,275665  ... 

(+) 

2,2756813  ... 

(+) 

=  —2,2766827  ... 

<-) 

2,27568213  ... 

(+) 

=  -2,276682206  . 

(-) 

'S  =  3.62736508  ...  (+)    -  ggg  _  _  2^56822049  ...  (-) 


3teB  Beispiel:    afi—&e^-^Bafi~ 
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190  Naigtltbaeh:   Stmiun  m  Fthtlntau'M  MilJwde 

(2)=«<1)— 3<0)-3a 

(3)-6(2)-3<l)+8(0)-188 

(4)=6(3)_3(2H-8(l)+5(0)-1082 

(6)-6(4)  -  3(3)+8(2)+5(:H-2(0)=6224 

(6)-6(5)-3(4)-|-8(3)-l-6(2)+2(l)-36J79 

(7}~20dfi64 

(8)— 1182225 

(9)=6795874 

(10)-39066224 

(ll)=2246614O0 

(-6)=1.2-i 

(-6)-2-".(-6(-6)) 5.2-' 

(— 7)=2-".(— 5(-6)— 8(-6))=9.2-" 

(— 8)=2->.(— 5{— 7)— 8(— 6)4-3(— &))=47.2-* 

(— 9)-2->.(— 5(— 8)— 8(-7)-)-3(— 6)— 6(— 5» 487.2-« 

(— 10)=2-'.(-6(-9)-8(-8)+3(-7)— 6(-6)-H— 6))=2047.2-« 
<— ll)-2->.(— 6(— 10)— 8(— 9)+3(-8)— 6(— 7H-(— 6))—— 2391.2-: 

(-12) 28753.2-« 

(— 13)=230713.2-» 

(—14) 828257.2-'« 

(— 16)-252361.2->i 
(— 16)— 1610OT51.2->« 

Es  ist  iOWtch  «s  IWBitlv,  «]  und  «,  sind  complex  mit  negativem 
reellen  Teil.    Als  Nfthernngswerte  der  «^  erhalte  ich  uacheiuander 


6224 
1082 
35779 


=  6 

(+) 

-5^ 

(-) 

=  5,69  ... 

(-) 

-  5,756  ... 

(+) 

-  5,762  ... 

(+) 

=  5,7486  ... 

(+) 
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206664 
35779 

=  6,7481  ... 

(-) 

118222Ö 
205664 

-  6,74833  ... 

(-) 

6796874 
U82225 

-  5,748376  ... 

<+) 

39065224 
6795874 

-  5,7483737  .. 

(+) 

234661400 
39066224 

—  6,7483709  . 

Ana  den  Vorzuichen  ersieht  man,  dass  ">,  und  «g  ein  Paar  complexer 
Wurzeln  sind  mit  pogitivom  reellen  Teil  Vom  letzten  Wert  tat  nicht 
sicher,  dass  er  zu  klein  ist 

Um  a^  nnd  a^  zu  berechnen  habe  ich 


(-6), 

(-6)  1 

16                 8 

1  (-7), 

(-6)  1 

-2-           -  2ä 

(—7), 
(-8), 

(-6) 
(-7)  1 

316              79 

(-8),  (-7)  i 
(-9),  (-8)  1 

6592            824 
--jr      -  IT 

(—9), 
i(-lO), 

(-8)  1 
(-9)  1 

140960         8810 
-      2».      -    2- 

(-10), 
(-11), 

(-9) 
(-10) 

3025792       94666 
=      2"      ~     2^ 

(-11), 
(-12), 

(-10)1 
(-11)1 

64574272 
-2" 

1008973 

2» 

(-12), 
(-13), 

(-11)1 
(-12)1 

1378,369792 
-         2..               - 

10768614 
2> 

(-13), 
(-14), 

(-12)1 
(-13)1 

29413614848 

2"               - 

114896933 
2.0 

(-14), 

(-13)1 
(-14)! 

627786694656 

1226146888 

(-16), 

21«              - 

2" 

(-15), 

(-14)! 

13399246796328 

13085200972 

(-16), 

(-16)1 

^             2»            - 

2" 
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192  Natgeltbach:  Studien  xu  F^rMnau'»  Mtlkode. 

Han  hat  denmach  als  NftheniDgswerte  fOr  R^ 


2.79 


=  0,202  ... 
=  0,191  ... 

S      -0,«™.. 

i^"  =0,1«... 


(+) 
(+) 
(-) 

(-) 


10768Ö14 
2.10766514 


=  0,18739  ...    (— ) 
-  0,18744  ...    (— ) 


2.1226145888       „.r,™ 
13085200972         "ri"'«»   ■- 


Hier  Iftsst  sich  ans  den  Vorzeichen  der  Fehler  auf  die  vorher- 
gehenden Wurzeln  mit  Sicherheit  nicht  schliessen.  Es  konnte  s, 
poBiüv  sein,  es  könnten  aber  anch  »g  and  114  ein  Paar  compleier 
Wurzeln  sein.  DasB  in  diesem  Fall  der  reelle  Teil  positiv  ist,  ist 
nnr  wahrscheinlich,  nicht  gewiss.  Ebenso  ist  von  den  beiden  letzten 
Werten  nicht  mit  Sicherheit  zu  sagen,  ob  sie  zn  gross  oder  zu  klein 
sind. 

Für  3Aco8  9  werden  die  beiden  letzten  Nfthemngswerte 


(-14),  (-12)1 

(-16),  (-13)1 0^856559 ... 


|{-15),  (-13)1     . 
|(-16),  (-16)1 


(-14),  (-13)1 " 
(-15),  (-14)1 

Für  «t  und  114  endlich  findet  man  aus  den  letzten  Werten 

R'*  —  1,85649  ...  ,    2Ä'coev'  =  0,83727  ...  . 
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n  da-  Beuiegung  ele. 


Beitrag  zur  Kenntnlss  von  der  BeweguDg  eines  scbweren 
Punktes  auf  Botatlonsfläclien  mit  rertlCHler  Axe. 


Theodor   Ber  tram, 
Qfmnnsialtehrer  in  Bicirfelil. 


Die  folf^enden  Entwicklnngen  aollen  oinen  Beitrag  liefern  zur 
Kesntniss  von  der  Bewegung  eines  materiellen  Pnnktea, 
der  gezwungen  ist,  sich  nnter  dem  EinflaSB  der  Schwer- 
kraft anf  einer  Rotationsfl&cho  zn  bewogen,  deren  Axe 
vertical  stobt  Znnäcbat  werden  die  Bewcgangsgloichnngen,  soweit 
es  mijglicb  ist,  allgemein  für  Botationsfläcben  mit  verticaler  Aio  inte- 
grirt  worden,  am  dann  an  der  Hand  der  so  gewonnenen  Besnltate  die 
Bewegung  auf  dem  Rotations-Paraboloid  ond  -Kegel  einer 
eingehenderen  Untersnchnng  zu  unterwerfen, 

g.  1.    BewegBDg  auf  der  allgemeinen  B«tattoBBUehe 

Die  Gleichnng  2''4-y*— /■{j)*  =  0,  oder  kürzer  F(x,tf,3)  —  0, 
st«llt  eine  auf  rechtwinklige  Coordinaten  bezogene  Rotationsfläche  dar, 
deren  RotatiOQsaxe  zugleich  Aie  der  z  ist.  Die  Ueridiancnrve  hat 
die  Gleicbnng  r  =  f{i),  wenn  r  die  Abscisse  in  dem  Coordinaten- 
systeme  eines  Mcridianscbaittes  bezeichnet.  Die  Allgemeinheit  der 
Entwicklung  wird  nicht  beeinträchtigt,  wenn  wir  die  Masse  des  be- 
weglichen Pnuktes  gleich  der  Einheit  setzen;  nehmen  wir  ausserdem 
die  Richtung  der  Schwerkraft  derjenigen  der  positiven  z  entgegen- 
gesetzt, so  sind  die  allgemeinen  De wegnngBgleichungen  unseres  Punktes 
bekanntlich  gegeben  durch  folgende  Gleiclmngen: 

n.  >,t=..K.g.,5=....g3,s=..Kr-. 
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194  Bertram:  Btürag  air  Kennlnät  von  der  Bewtgmig 

worin  N  den  noch   onbekannten  Nonnalwiderstand  der  Fläche  he- 

dentet  und  der  Eflrze  halber  V- 

aetEt  ist. 

Da  die  reBoltironde  bescblennigende  Kraft  sich  in  jedem  Moment 
aas  der  parallel  der  Aie  der  z  gerichteten  Schwerkraft  und  dem  Nor- 
malniderstande  der  Fläche  zasammensetzt,  welche  fOr  den  Fall  un- 
serer Botationsflächen  in  ihrer  Richtung  immer  diese  Aie  schneidet, 
so  wird  die  Sesnltirende  mit  der  Ase  der  x  immer  in  einer  Ebene 
liegen.  Für  die  Projeetion  der  Bewegung  auf  die  Ebene  der  <ry 
kSnnen  wir  somit  von  dem  Flftchenprincip  Gehrauch  machen.  Das- 
selbe ergeht 

ni.  xtly  ~y<lx:=  C.tU;     oder    r-*.<fa)  =  Cffi, 

wenu  C  eine  noch  zu  bestiipmonde  Constanto,  und  [r,  cn]  die  Polar- 
coordinaten  fUr  die  Projeetion  der  Bahn  auf  die  Ebene  der  xy  be- 
zeichnet. 

Da  ferner  die  von  dem  Normalwiderstande  der  Fläche  geleistete 
Arbeit  in  jedem  Moment«  gleich  Null  ist  (sie  steht  ja  senkrecht  auf 
der  Bahn  des  Punktes),  so  liefert  una  das  Princip  der  lebendi- 
gen Kraft  ein  anderes  erstes  Integral  unserer  Gleichungen  II, 

wenn  v  die  GcBchwindigkeit  des  Punktes  und  C  eine  zweite  willkür- 
liche Constante  bezeichnet. 

Zur  Bestimmung  der  Constanten  C  und  C  genflgt  die 
Kenntnisa  des  Bewegungszustandea  au  einem  bestimmten  Punkte.  Der 
Punkt  .4 [iTo, po)  =>«]  Mf  der  Fläche  F=Q  habe  die  Coordinaten 

und  dort  möge  der  bewegliche  Punkt  \_M  möge  knrz  ihn  bezeichnen] 
eine  Geschwindigkeit  oq,  in  der  Richtung  der  Taugente  an  den  durch 
A  laufenden  Parallelkreia,  besitzen,  so  dass,  wenn  auch  die  Zeit 
von  dem  Momente  an  gerechnet  wird,    wo  M  sich  in  A  befindet, 

(l)<.a  "  ""  '='■  »-"  ^"'Kt  aus  lU.  .«  (1)^^  -  y,  i^\^^  =  C 
=  /(A)-foi  and  ans  IV.  «o» ^g'H>-\'0'  oder  C'=2sA-i-V- 

Vir  erbaltsn  somit  folgende  zwei  Differentialgleichnngen  erster 
Ordnung : 
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ei'nej  lehwerai  I^nkUs  auf  Bclalioa^ßächen  mit  verticaUr  Are. 
III».  xdi/  —  ydxl=r^d(o}  —  i.o./(A).rf(; 

"•■      (S)+e)+(S)"i-"^=^"->+'^'- 

Dieae  verbhiden  wir  mit  der  Gleicbang  der  Fläche 

«'+»■-/(.)■, 

und  ihrem  eisten  Dilfei«uti&l 

V.  «A+rt -/(■)■/'(•).*. 

m'+[ni']  «iebt 

(i'+/)[:&:'+i,':-y(.)V(»)'.A'+VA*)'--a"; 
oder 

«■)'[(f)"+(t)']-«"'-''<"'(s)'+''.-./(»)'; 

woraus,  mit  Räckucbt  auf  lY',  leicht  abgeleitet  wird: 


n.    ^-tK/m^ 


!+/"(»)' 


Durch  Einsetzen  dieses  Wertes  in'  III*.  findet  maa  dann 

VII  ä«=  +  K75r>-p,(4-.)+"i  -V/W  "/ffl^  ■*■ 

Für  das  Bogendifferential  der  Bahn  folgt  aus  IV».  mid  VI.  mit  Rttck- 
Sicht  auf  p  ~"  j;  • 

Aach  der  Winkel,  den  die  Tangente  an  einem  Punkte  der  Bahn 
mit  dec  Tangente  des  zngchörigcn  PorallellireiHOB  bildet,  l&sst  sich 
leicht  besUmmon.  In  dem  Etementardrcieck  RFQ,  sei  PR  ein  Ele- 
ment der  Bahiicnrvc  rf*;  PQ  sei  der  durch  P  laufende  Parallelkreia, 
und  QR  der  durch  B  bestimmte  Meridian  irgend  einer  Rotations- 
fläche. Da  in  Q  die  Parallclkreise  und  Meridiane  sich  senkrecht 
setmeiden,  so  ist 


wenn  tta  das  Bogendifferenti^  des  Parallelkreises  bezeichnet    Nun  ist 

DiqllZüdbvGoOgk" 


196  Btrtram:  Bah-ag  zur  KtantHim  sau  der  Beungv 

de  da  ,     dt         , — -i- ; — 

aas  HI",  fo^  aber 

■dl   =       r  /W    ' 

also 

IX. 


/(^)y2s(A-;,)  +  «g* 


Darch  die  bisher  gefondcncn  Ausdrücke  ist  es  mOglicb,  alle 
wesentlichen  Elemente  der  Bahn  durch  einfache  Quadratoren  zu  finden, 
sobald  die  Function  f{z)  specialisirt  ist.  Ist  f(z)  aber  eine  transcen- 
dente  Function,  so  bieten  sich  der  Integration  zn  grosse  HiudenuHse; 
ja  schon  bei  algebraischer  Form  von  /(z)  werden  die  Integrale  als 
Argnment  eine  Quadratwurzel  ans  einem  Polynom  5teu  und  höheren 
Grades  der  Variabelen  enthalten,  wenn  /(<i)^  ein  Binom  nur  vom 
2ten  Grade  mit  zwei  verschiedeneu  Parametern  ist 

Die  einzige  Fläche,  welche  ein  algebraisches  Int^ral  ergiebt,  ist 
die  CylinderfUcho 

man  findet  ans  VI,  and  VII.  leicht  durch  Einfuhrung  der  Werte 
/(«)  =  «;  /'W-0:  ^ 

woraus  ersichtlich,  dass  die  durchlaufene  Bahn  hei  der  Abwicklung 
des  Cyliuders  auf  einer  Ebene  eine  Parabel  darstellt. 

Die  Kugel 

bat  wegen  ihrer  praktischen  Bedeutung  für  das  Pendel  schon  ans- 
reichende  Untersuchungen  gefunden.  Aber  schon  fflr  diese  Fläche 
werden  jene  Quadraturen  elliptische  Integrale.  Letzteres  gilt  auch 
von  dem  Rotations-Paraboloide  und  -Kugel,  wie  wir  im  folgenden 
sehen  werden.  Die  Übrigen  Rotationsflächen  2tcn  Grades  fahren  schon 
zu  höheren  Transceudenten. 


§.  2.    BewegnoK  auf  dem  B«tatlouB-Parabol«id. 

Die  Gleichung  eines  Rotations-Paraholoides  dessen  Rotationsaxe  . 
zur  Axe  der  s,   und  dessen  Scheitel  zum   Coordinateu-Anfang  ge- 
nommen wird,  ist 

»»-1-/  =  2,m; 
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eint»  tehwtren  Puaktes  auf  Rolatwnißacheii  mit  otrIieaUr  Axa.  \Q7 
SO  dasa  dio  Fnnclion  f(z)  id  den  Formeln  dos  g.  1.  zu  ersetzen  ist 
durch  yä^;  also  /"(')=•[/ 2j-  ^^  crgiebt  sich  daraus  für  dio 
Componcnte  der  Geschwindigkeit  des  beweglichen  Punktes  genommou 
nach  der  Axe  der  z  der  ADsdrack: 


'+5 


2g)_ 


Das  doppelte  Vorzeichen  weist  schon  darauf  hin,  dass  die  Bewegung 
eine  auf-  und  absteigende  sein  wird,  und  veranlasst  die  Bestimmung 
der  Höhe  und  Tiefe,  zwischen  denen  das  Steigen  nnd  Fallen  statt- 
findet 

dz 
Die  Goschwindigkeitacomponente  -^   wird   Nnll  fär  die  beiden 

Werte 

a  =  A,      und    a  =:  ^  ; 

sehen  wir  also  in,  welche  Richtung  die  BescbleDuiguDgscomponente 

(fa 

— I  &ii  diese  beiden  Werte  erhält.    Es  ist  aber 


--^^■*)^ 


\^^mM'- 


norans  unmittelbar  folgt,  dass 


\^t)^^^=s— — ^<;0,    je  nachdem     o»,    .V'2?Ä, 

Ä+5 
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;  Bälrag  zur  Kenntaüa  van  dtr  Beieei/ung 


2?^ 


,  =  g.  —~^-J-  Z:  0,    je  nadidcm    p«  ^  V2yÄ. 


Da  die  OeBchwindigkeitcomponcnto  —  aber  fUr  koiucn  anderen  Wert 
von  I  za  Null  wird,  so  ersieht  mau  aas  diesen  Resultaten,  dass  der 
bew^liche  Pnnkt,  wenn  v^  >  Va^A ,  von  dorn  tiefsten  Punkte  a  =  h 
bis  znm  höchsten  x^  „"  Bt^igon,  dann  eine  fallende  Bewegung  an- 
nehraeo  wird,  bis  er  wieder  zum  tiefsten  Fonkte  gelangt  ist,  um  von 
da  die  Bewegung  in  dersellwn  Weise  zu  wiederholen,  Ist  dagegen 
tj{,  <C  VäjÄ,  so  beginnt  die  Bewegung  in  *  =  A  aus  dem  höchsten 
Pnukte,  ßUlt  bis  znm  tiefsten  Funkte  x=  ^.  und  steigt  dann  wieder 
\äa  1  —  h. 

Der  bewegliche  Punkt  oscillirt  bei  seiner  Bowegnng 
zwischen    den    beiden    horizontalen    Ebenen    »  •=  h   und 

I  —  ^.    Da  die  Geschwindigkeit 

ffli  keinen  Wert  von  z  zwischen  den  Grenzen  \  ü  zn  Nnll  wird,  so 
wird  die  Bewegung  nie  aufhCren  kftnnen. 

Der  Fall  vq  ='^2gh  erledigt  sich  nach  dem  Vorhergehenden 
Ton  selbst;  denn  er  sagt  ans,  dass  die  beiden  Grenzebenen  ^  *"  ^ 
eusammenfallen;  d.h.  der  brwcgliche  Punkt  muas  sich  immer  in  der- 
selben Horizontalebene  bewegen,  er  beschreibt  den  durch  g  =  h=^- 
bestimmten  Farallelkreis.  Die  Goschwindigkeit  v^  =  2g(k—z)-\-v^* 
bleibt  in  diesem  Falle  constant  cq.  Die  Dauer  eines  Umlaufes  findet 
sich  also  zu 


2n.V2iÄ 


-n- 


Es  verschwindet  die  Höhe  (h)  ganz  aus  diesem  Ausdruck,  und  wir 
haben  das  merkwürdige  Resultat,  dass  die  Umlanfszeit  (T)  auf  dem 
Rotations-Paraboloide  für  alle  Höhen  (k)  dieselbe  bleibt.  Es  ist  diese 
Fläche  aber  auch  die  einzige,  welche  diese  Eigenschaft  besitzt;  wie 
man  leicht  durch  folgende  Betrachtung  einsiebt.    Es  ist 
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>  lAwertn  PunlUtt  auf  Rolaliomjlächea  mü  vtrlicaUr  Äxe. 


CS  ist  aber  dieser  Aqsdnick  conatant  nur  für  a;*  —  s  Const.,  d,  h.  die 
Mcridiancuno  didsb  eine  Parabel  sein. 

Noch  eine  Bemerkung  Über  das  Vurzeichen  der  Constanteu  a  in 
der  Gloicbang  a:*+y*  =■  2oi  möge  hier  Platz  greifen.  BasBelbo  ist 
stillschweigend  als  positiv  angenommen,  d.  b.  das  Paraboloid  mit  seiner 
üoncaven  Seite  nach  oben  gerichtet,  also  ganz  auf  der  positiven  Seite 
der  z  vorausgesetzt  Sollte  n  -<  0  sein,  so  würden  nicht  alle  bis  jetzt 
gemachten  Schlflsae  stichhaltig  sein;  es  würde  k  auch  n^[ativ  sein 
müssen.  Eine  einfache  Zerlegung  der  wirkenden  Kräfte  (die  Be- 
schleunigung und  Centrifugalkraft)  in  ihre  Componenten  längs  FlEtchen- 
normale  and  in  der  Tangentialebeno  zeigt  aber  schon  für  für  diesen 
Fall,  dass  der  bewegliche  Punkt  beständig  fallen  mnss.  Die  Bahn 
würde  somit  sich  nach  nnten  in'e  Unendliche  ersreckcn;  da  besondere 
Eigentamlicbkciten  ihr  fehlen  wurden,  so  mag  dieser  Fall  von  der 
weiteren  Untersucbung  ansgeschlossen  bleiben. 

Zar  Vereinfachung  wollen  wir  |die  beiden  die  Orenzebenen  be- 
stimmenden Werte  von  :  so  bezeichnen,  daes  >  ->  )>  immer  die  obere, 
>  =  |!  die  untere  Ebene  bestimmt;  so  dass  also 

^  V  _^  f  )■  wenn  t>o  >  V^gh       _ .  _  ( (S  wenn  v^  >  y%A , 

Setzen  wir  ausserdem  —  s  ^  "'  ***  erecbeint  die  Formel  I.  in  folgen- 
der Gestalt: 

Die  Zeit  t  ist  hierdurch  als  ein  elliptischet  Integral 
der  Variabelen  z  gegeben,  deren  Grenzen  «      sind. 
ß 
FtUiren  wir  folgende  Sabstitation  ein; 

ß  — «.i*sin*ai  ,      y — ß 

60  erhalten  wir,  wenn  1 — feinV  =  J*tp  gesetzt  wird: 
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Hivriu  entsprechen  sihh  die  Grenzen  der  TerBchiedenen  Variabelcn  in 
folgender  Weise: 

z       ...  bibV      ■••  V  ^ 
ß  0  ö 

Fuhrt  man  die  bekannte  BezeichnnngsweiBe  ein: 


■/: 


BO  gilt  folgende  ReUtion  *) : 


/' dv  1    (  ™  ,      ,.    ainama.cosomul 


Intcgrircn  wir  also  III.  von  z  =  ^  bis  i  ^  z,,  so  erhalten  wir  die 
Zeit  ti,  welche  vom  Beginn  der  aufsteigenden  Bcwegang 
von  der  unteren  Grenzebene  ans,  bis  dahin  verflossen  ist,  wo 
der  bewegliche  Fankt  bis  znr  Ufihe  e  ^  >,  gestiegen  ist, 
in  der  Formel: 


Es  ist  hieri>ei  nnr  das  positive  Torzeichen  zu  beraoksichtigeu,  weil 

<U 

-^   fllr  die   ansteigende   Bewegung  positiv    ist.     Die  Grenzen    der 

Variabelon  entsprechen  sich  in  folgender  Weise 

.|". ..,.■'■. ..»:"'. 

fi  0  0 

Eine  zweite  Substitution: 

für  welche  ebenfalls  jf  =  ■ sein  möge,  transformirt  11.  in 

V.  rfi  =  qr-,M-2i/,'^«.^i(-.d^|; 

die  entsprechenden  Grenzen  sind 

*)  Durtg«;  Theorie  der  elliptiachen  FuDctiunen  %    3S. 
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n  Punl:Us  auf  Sola!ionißäc/ir:ii  mit  vertimltr  Axt. 


OS  wächst  also  4*  ^^  sbnchmenilen  z.  lotegriren  ^r  nun  von  e  —  / 
biH  a^a,,  so  orbalten  wir  die  Zeit  (,  von  Beginn  der'fallen- 
den  Bewegung  von  der  oberen  Grenz  ebene  aus,  bis  zu  dem  Mo- 
ment, wo  der  bewegliche  Punkt  bis  zur  Tiefe  »  =  *,  ge- 
fallen ist,  in  der  Formel: 


-l^ 


VI.  (,  =  2^'2— .iX«,). 

dz 
Hier  war  das  negative  Vorzeichen  za  berttcksiuhtigun,  weil  ^  für  die 

fallende  Bewegung  negativ  ist.    Die  entsprechenden  Grenzen  sind 

a|"...  !(.■*'  ...  «;"*. 

7  0  'o 

ÄBß  den  beiden  Gleichungen  IV.   und  VI.  lassen    sich  für  die  Be- 
wegung des  Punktes  wichtige  Resultate  herleiten. 

Zunächst  geben  beide  fOr  die  Zeit,  welche  der  bewoglichü 
Punkt  gebraucht,  einmal  um  von  der  unteren  zur  oberen 
Grenzebeue  zu  steigen,  das  andere  mal  um  von  der  oberen 
zur  unteren  zu  fallen,  denselben' Wert.  Penn  es  entsprechen 
diesen  Fällou  folgende  Integrationsgrenzen 

L-/  |7<  li-  ff  In  IJ- 

fllr  IV.    a,      ...  m    ä  ...   u      ,    ftIrV.  3'      ...  a.   ä    ...  w       ■ 


3 


-J-;  und  weil  cosomAr=  cos^  =0,   90  folgt  ans  IV., 
wie  aus  VI.  unmittelbar  (wenn  KIK)  kurz  durch  JS  bezeichnet  wird) 


vn. 


y=2j/^.>J 


Wenn  ferner  der  bewegliche  Punkt  von  irgend  einer  Höhe  aus- 
gebend, nachdem  er  einmal  die  obere  und  einmal  die  untere  Grenz- 
ebene passirt,  wieder  zu  derselben  Höhe  getagt  ist,  d.  h.  wenn  x 
alle  Werte  von  ß  bis  7  einmal  aufsteigend  und  einmal  fallend  durch- 
laufen, 80  wird  das  Argument  u  um  '•2K  wachsen.  Fabren  wir  dies 
ein,  und  berflcksicht^en  die  Relationen: 
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sinam(M-|-2Ar)  —  —  sintFinu;     cosam(ii-\-2K)  = 

Jam{u-j-2K)  =  Jamn,       E{k-\-2K)  =  £{u)  +  2i;; 

go  orhalteo  wir  fQr  die  Zoit  t',  wekho  der  bewegliche  Punkt  ge- 
braucht,, um  von  der  zur  Zeit  t  inne  gehabten  Höhe  »,  ans,  nach 
einem  votlstäudigen  Auf-  und  Absteigen  wieder  zar  aclben  Höhe  s, 
zu  gelangen,  ans  beiden  Eormeln  IV.  und  VI.: 

d.  h.  das  Steigen  und  Fallen  des  beweglichen  Punktes 
geht  periodisch  vor  sich;  die  Dauer  einer  solchen  Pe- 
riode ist  2T. 

UnterHUchon  wir  noch  die  Zeiten,  welche  der  bewegliche  Punkt 
gebraucht,  einmal  um  von  der  unteren  Orenzeheno  bis  zur  Höhe 
3  ^  3^  zu  steigen,  das  andere  m&l  um  von  der  oberen  bis  znr  gleichen 
Tiefe  i  =  ij  zu  fallen. 

For  das  nämliche  «  geben  die  beiden  angewandten  Substitutiona- 
formeln: 

ß— oA*8in»a)  ii\  ■  ,, 

1— FsinV       /     w      r/       T 

hieraus  folgt  nach  einigen  ReducÜonen 

cos*y)  ■=  sinVC^ — i*8in*v],    oder    aiaip  ■=  ~j^  • 

dnrch  Differentiation  folgt 

coatpdfp *''*^^<^*' 

nnd  da 

coB9i  =  yi  — smV  =  fc -^^.     und    ^V  —  j^' 

so  folgt: 

I  »1  I  'J'"     .    , 

Da  die  entsprechenden  Grenzen  <p\     ■-.  ^\       sind,  so  lat 
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d,  h.  H,  -=  Ä  —  u,  für  j  =  sj  =  S|.  Setzen  wir  dalior  in  VI.  für  u, 
das  Argument  K—Uj  ein,  so  erhalten  wir  den  Wert  ven  (,,  welcher 
der  Höhe  x  =  zj  entapricht.    Nun  ist  aber 


ElK—u)  =  E—E(n)  +  k* 


sinni 


folglich 

(j=  r  — (,; 

d.  h.  der  bewegliche  Punkt  braucht  dieselbe  Zoit,  ob   er 

,„nteren|G'^«"^«'"^"«    {steigt    }    *"«    ^" 

Höhe    !  =  ^,,    oder   oh   er    von   der   Höhe   > -=  s,    bis    zur 

(  oberen  1  „  ,  (  steigt    1  t.         r..   ■  j 

l        .  jGrenzebene    {  ,.i,.       )  Das    Steigen    rnid 

\  unteren)  {  fallt       )  ° 

Fallen  geht  symmetrisch  in  Bezug  anf  jede  Grenzebene 

TOr  sich. 

Gehen  wir  nun  zur  Untersuchung  dos  Winkels  o  ttbor. 
Aus  r*do>  —  foVäöÄ.rft  und  r»  =  2ai,  folgt  unmittelbar  mit  Eflck- 
sicht  auf  den  Wert  you  eU  in  H.  : 


-I-  il/V*  ^  — ■  <^ 


Bcrückaichtig^  wir,  daas 


2g        ■  o       — «' 


so  ergehen  sich   uns  durch  Anwendung  der  beiden  oben  schon  ein- 
geführten SobstitDUcnen : 

vra.         .„_Tl/f5.J-  . 1 *, 

r   — «    flVv  — o    H       "..-■  a      -^V 


Jtl>.d<p 


Int^reu  wir  die  Gleichung  VIH.  von  9  =  0  bis  qo  =  Vj ,  so  ent- 
spricht dies  einer  steigenden  Bewegung  des  Punktes  von  z  =  ß  bis 
x~z^,  wir  haben  somit  das  positive  Zeichen  zu  nehmen.  Bei  der 
Gleichung  IX.  wflrde  dagegen  das  negative  Zeichen   zn  wählen  sein, 

wenu  wir  integrireu  wollten  zwischen  den  Grenzen  1^  1     ,   da  dieseit 
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die  fallende  Bewegong  des  Punktes  von  ^  —  }•  bis  i  >=  z,  entsprechen 
wttrde.  Der  Winkel  u  wird  selbstverständlich  immer  vom  Äusgangs- 
pttnkt  der  Bewegung  ftn  gerechnet. 

Bezeichnen  wird  kurz  —  s  it^  nnd  - 

P  7 

m  and  II,  so  ist  die  nächste  Ati^be,  die  beiden  Integrale 

/*  1  )ttp  P    Jf-ä^ 

J    l+ntainV* '^v'  t/    l+nainV 

0  0 

auf  die  Normalform  zu  reduciren. 

Das  erste  verwandelt  sich  dorch  die  Identität  t-^  ä^- 
Msin*g> 


nisin*9  ^tp 


l+msinV'^'P       .J    ^V      J    l+n>8in' 

0  0 

Setzen  wir  m—  — jt*sinam.^,  so  wird  durch  EinfQlining  von  vi  =  """4 

/l  d<p  P    t* .  sin*«!»^ .  sin*(Mni»j 

i-f-msiaV'^V  ^  i/    1 — A-*8in*anK4.8in*(iniui'^ 

0  0 

I  tangom^      P  l^.sinawji.cosam^  .  4ofii^.Bin*ai»«, 
""'"''     ^amA     J  1  —  A*  Biü*(in»jl .  sin*(Hni»j  -"»ii 

oder  nach  Jacobi's  Bezeichnung 

tang™^  „,       ,, 


/: 


i-|-msinV 


=  w,H — 


Das  zweite  Integral  wird  dnrch  folgende  Identitäten  redndrt; 

ä^.d-^  l+nsin»»— (n+t*)Bin*il>   rf^ 

i+ssin*^"  l+nain*!/«  '^^ 

~  ^i|>  ~      n      *  l-f-nsinV  *  '** 
Setzen  wir  «  =  — t'BiB'omÄ,  und  fllhren  v»  —  «"•<*»  ein,  so  wird 


/ 
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NuD  ist  QBd  ebenso 

« ^^^  —  —  kHWainB 


also 

tang^omf  ■=  *-— 


Es  lassen  sich  also  die  Integrale  von  VIII.  und  IX.  folgender- 
massen  ausdrucken  (da   -  =  ~  i): 


VIU'. 


Noch  sind  dio  Parameter  A  nnd  B  zu  discutireo. 
Sabstitntionen 


'  ß 


sin'ainB,     —  ät*  =■  —k^Bih'amA 


gebt  bervOT,    dass   A  und  B  nicbt   reell  sein  können,   veil  weder 

y—ß  " 

—  '-■-     noch   — ((ifc*  zwiscben  den  Grenzen  0  und  — k*  liegt    Es 

ist  —  iifc*  stets  positiv,  nnd  — zwar  negativ  aber  dem  absoluten 

Werte  nach  grCsser  als  t*.    Wir  massen  demnach  setzen 
A  =  iA,    und    S  =  K^W. 
Es  ist  aber  leicht  zu  zeigen,  daes  B  =  —  A  sein  muss.    Denn 


and  sinV  die  demselben  Werte  von  2,  nämlich  i  ■=  0,  ent- 
sprochen; wie  unmittelbar  an  den  Suhstitutionaformeln  ersichtlich. 
Für  solche  Werte  haben  wir  aber  oben  nachgewiesen,  dass  die  Argn- 
mcnto  die  Relation 


erftlllen  müssen.  Das  ist  für  iA  und  K-^-iB  nnr  dann  mOgUch,  wenn 
B  =  ~A.  Bezeiclinoa  irir  die  constanteu  Coefficienten  kurz,  wie 
folgt; 
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20t)  Bertram:  Btilrag  zur  Ktnatniit  vaa  der  Betefgung 

r  — B  jsyy_„  r  — «     y 

BO  haben  vir 

XI.  »t  =  CS  -  .■  I7(»j„  jr— Li)     i  P 

Zar  weiteren  Untersnchnng  fähren  wir  die  beiden  Fonctionen  Z(») 
und  6(u)  ein,  welche  mit  dem  Integrale  17  darch  folgende  BelatJon 
verbanden  sind: 

n(u,  a)  -.  «Z(a)+i  Ig  l^-^j  ■ 

und  ausserdem  noch  die  Eigenscbaften  besitzen,  dass 

e(u—2K)  —  €(u)  =  ©Cu+2Ä); 
Z(~u)=~Z(u);     Z{0)  —  Z(K)  =  0;     Z^u)  =  Z(,u-{~2K); 
Z{K+h)=-Z{K-«). 
Die  Gleichnngen  X.  and  XI.  werden  dadurch  zu 

FOr  die  Coefficienton  von  u,  and  »t  erbfitt  man  Umformungen  dorrji 
die  Relationen 

tZiU) tangamU,  k')  .^<im(A,  i')+  ^~i  +  Z(A,  k'); 

•7iv      ■A\—  I  ,.>,sinamU,  l-').C0BgTOM,t')  ä^ 

.z(ir-  ,4)  = + 1 » 5WürtT~~ 2ff7Jr' "  ■^<'*'  *■  >■ 

Es  ist  nftmlicb 

taug  am  {^,  i') .  </omU,  k')  =  j/^pi:''^ 
und 

.„sinomM,  k'y.  coBgi»(^,  A')      I  /  — «|J 

dam{A,h')  ~J    f{y  —  o)  ' 

wie  leicht  aus  i\x^am{K—iÄ)  =  '- — -  gefunden  wird. 
Mit  Rücksicht  hierauf  wird 
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C-\-rZ(iA)  =  [/^ . y-= +2^  +-^<'^'  *'>  "  C'-iZ{K-iA). 

Bezeicbnen  wir  diesen  Wert  kurz  durch  P,  so  werden  unsere  Glei- 
chungen X.  nud  XI.  folgende  Gestalt  annehmen: 

X'.  ".-'■■".  +  l''8  5feT'l' 

VI.  /.  ...    «(»,-*^+.Vl) 

XI.  »t-''.».-l.l|!e^;q:jpZi;,y 

In  dieser  Form  lassen  sie  unmittelbar  mehrere  Eigentümlichkeiten 
der  Bahn  unseres  beweglichen  Punktes  erkennen. 

Erstens  nämlich  ist  der  vom  Radiusvector  heschriebene 
■Winkel  ß,  wenn  der  bewegliche  Punkt  von  der  unteren 
zur  oberen  Grenzebene  steigt,  derselbe  als  wenn  er  von 
der  oberen  zur  unteren  füllL  Denn  beide  Gleichungen  geben 
fttr  dm  Argument  u  =  K  den  Wert 

XU.  ß  =  r.  AT. 

Lassen  wir  ferner  das  Argument  um  2K  wachsen,  so  erhalten  wir 
mit  Racksicht  anf  die  oben  angefahrten  Relationen  der  6>Functionen: 

d.  h.  der  Winkel  u  wächst  in  Perioden,  und  zwar  ent- 
spricht der  früher  schon  gefundenen  Periode  2T  der  Win- 
kel 2ß. 

Um  den  Winkel  zu  finden,  den  der  Radiusvector  boschroibt,  ein- 
mal wenn   der  bewegliche  Punkt  von  der   |       .  [   Grenzebene 

i  gtpinf  1  "''B  ^'"'  Höhe  I  =  %,  das  andere  mal  wenn  er  von  dieser 
HOta  ,  -  .,  ZOT  {  *^__  }  GPGDzebeDe  {  '^'f  } ,  bediimm  »ir 
ans  der  oben  gefundenen  Relation  Uj^iT— uj.  Dieselbe  in  X'.  ein- 
gesetzt ei^ebt 

dies  Resultat  sagt  aus,  dass  das  Wachsen  des  Winkels  ta  sym- 
metrisch zu  jeder  Grenzebene  vor  sich  gebt;  der  Radius- 
vector beschreibt  in  beiden  eben  gesuchten  Fällen  den- 
selben Winkel. 

Eine  znr  Beurteilung  der  Abhängigkeit  des  Winkels  k  von  der 
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Zeit  t  sehr  vorteilhafte  Umformnag  von  X'.  uod  XI'.  lässt  sich  leicht 
mit  Hülfe  der  Relation 

vornehmen;  es  wird  dadurch 

".  -  g  [A(%)-i' — £— -  -'J 


"»  =  -£  i'W  — [i»lg_  _^  ^ ^ 

oder  mit  Rttcbsicht  auf  IV.,  VI.,  VII.,  XII. 


-.Z(V}]. 


sinamui.cosai 


ß 
In  beiden  Gleichungen  haben  wir  dasselbe  Glied    -  t,  welches  der 

Zeit  t  proportional  ist;  dazn  kommt  uoch  ein  periodisch  wachsendes 
und  abnehmendes  Glied.  FOr  u  ^  0,  K,  2K,  ...  verschwindet  das 
periodische  Glied.  Deukcn  wir  nns  nun  die  Meridianehene  des  z.  B. 
in  der  unteren  Grenzebene  liegenden  Ausgangspunktes  der  Bewc^ng 
gleichzeitig  mit  dem  beweglichen  Funkte,  nach,  derselben  Rictitung  hin, 

Sl 
mit  der  constauten- Geschwindigkeit  -^,  in  Bewegung  gesetzt,  so  wird 

der  bewegliche  Punkt  anfangs  der  Ebene  vorauseilen,  seine  Geschwin- 
digkeit wird  sich  aber  immer  mehr  verringern,  so  dass  er  bei  seiner 
Ankunft  in  der  oberen  Greuzcbene  von  der  Meridianebene  wieder 
eingeholt  wird.  Von  da  aus  wiederholt  sich  symmetrisch  das  Um- 
gekehrte, der  Punkt  bleibt  anfangs  zurück,  mit  wachsender  Geschwin- 
digkeit jedoch  eilt  er  der  Ebene  nach,  um  sie  in  der  unteren  Grenz- 
ebene wieder  zu  erreichen.  Das  pcriodiscbo  Glied  gicbt  immer  den 
Winkel  Jt»  an,  um  welchen  der  Radiusvector  von  der  beweglichen 
Meridiaaebene  absteht  Auch  von  diesem  Winkel  lässt  sich  unmittel- 
bar durch  Vergrösseruug  des  Argumentes  um  '2K  und  durch  Anwen- 
dung der  Relation  uj  ^  K—u,  nachweisen,  dass  diese  Differenzen 
Ja  periodisch  nach  2T  sich  wiederholen,  und  ihrer  Grösse  nach 
symmetrisch  gegen  die  beiden  Grenzebeneu  verteilt  sind.  Letzteres 
wird  sofort  ersichtlich  durch' Anwendung  der  Gleichung 
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Der  Winkel  i  zniscben  der  Bahn-  und  Parallelkreistangente 
ei^ebt  sich  ans  IX.  g.  1.  unmittelbar  durch  Eiasetzen  der  Werte 
/{,)  —  yä^  nnd  /(A)  —  yäöÄ,  nänüich 


1/         &'    _     1/      ßv 


Es  vird  T  —  0  fOr  e  •»  |}  nnd  s  =>  y,  d.  h.  die  Bahn  berflhrt  die 
beiden  den  Grenzebenen  entapreahenden  FaraUelkreise.  Weit^  er- 
giebt  Bieh  leicht  durch  Differentiation,  dass 


Der  Winkel  t  ändert  sich  also  in  folgender  Weise:  in  der  unteren 
Grenzebene  ist  er  Nnll,  beim  Steigen  dos  Panktes  v&chst  er  bi«  zn 

*  =-  g~^>  *<>  ^  "^  Wert  oni  —  -j^g  annimmt;  von  da  bis  zur 
oberen  Grenzebene  nimmt  er  wieder  bis  Nnll  ab.  Wahrend  t  bis 
jetzt  oberhalb  des  Parallelkreises  lag,  befindet  er  sich  beim  Fallen 
des  Punktes  immer  unterhalb  desselben,  erreicht  vieder  in  der  Mittel- 

ebene  ^     ^  '  sein  Uaximum  und  nimmt  von  da  wieder  ab,  bif  er 

in  der  unteren  Grenzebene  wieder  zu  Null  wird.  Immer  aber  hat  t 
in  demselben  Farallelkreise  denselben  Wert,  nur  liegt  er  abwechselnd 
ober-  und  unterhalb  des  Paraltelkrcises. 

r—P 
Am  dem  Maximalwert  wnt  =  -j^  ersieht  man,  dass  für  y  —  jJ 

T  —  0  ist;  wie  auch  natOrlicb,  da  der  Punkt  in  diesem  Falle  einen 
Paratlelkreis  beschreibt.  Den  Wert  k  kann  t  nur  annehmen,  wen» 
ß  =  0  ist;  dies  ist  aber  nur  mOglicb,  wenn  i^  =  0  oder  A  =>  0; 
erateres  würde  die  Bewegung  ohne  AnEangsgeschwindigkeit  sein,  wo 
der  Punkt  auf  einem  Meridian  sieb  bewegen  müsstc ;  das  zweit«  wOrde 
ebenMs  eine  Bewegung  auf  einem  Meridian  bedingen,  da  im  Scheitel- 
punkt des  Paraboloids  eine  jede  Richtung  der  An&ngsgeschwindigkeit 
mit  der  Tangente  eines  Meridians  znsammeniUlIt,  der  Punkt  also  auch 
immer  in  der  verticaleu  Ebene  desselben  verbleiben  mau.    In  beiden 

Fallen  ist  aber  offenbar  der  Winkel  ^  "k- 

TrilUX.  u 
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n  der  Sttergung 


Da  asch  die  Geschwindigkeit  dos  beneglichen  Punktes  to 
jedes  s  den  gleichen  Wert  hat,  wie  Gleichnng 

zeigt,  80  kennen  wir  die  sämintlicben  bis  hierher  erhaltenen  Resnl- 
tate  kurz  in  die  folgende  Tabelle  zusammenfasaen,  aas  welcher  die 
Eigentümlichkeiten  der  Bahn  und  der  Bew^ong  des  Panktes  klar 
ersichtlich  werden, 
für 


3  - 

ß 

h 

y 

"l 

ß 

"  1 

u    = 

0 

»1 

K 

2K-U, 

2K 

2Ä-+«. 

(  — 

0 

,  h 

T 

23-- (, 

rr 

ar+(. 

m  = 

0 

"1 

a 

2ß— », 

2Si 

2Ä-|-«o, 

da  — 

0 

+J«,. 

0 

-4», 

0 

+  ^«. 

T    = 

0 

'i 

0 

— fi 

0 

+'«  ! 

V     — 

Vß 

"1 

»■/ 

"1 

Vß 

"I 

SÄ'liÄ^— w, 

3Ä  1 4Ä— o, 
0  I  — ^0», 
0   I     —»I 


B/     ! 


"l 


"? 


Man  liest  aus  dieser  Tabcllo  sofort  ab,  dass  dio  Bahn^welche 
der  bewegliche  Punkt  heschreibt,  periodisch  ans  congrucnten 
Stacken  besteht,  dio  sich  in  der  Weise  zu  einem  Ganzen  vor- 
binden, dasB  eine  in  einer  Grenzebeno  beginnende  Periode  dnrch  dfat 
Berahrangspunkt  mit  der  anderen  Grenzebene  in  zwei  symmetrische 
Hftlften  geteilt  wird. 

Der  Winkel  Sl  l&sst  eine  einfache  Grenzbostimmung  desselben 
zu  mit  Hülfe  des  sogenannten  Maximum  -  Minimum  -  TheorcmB.  Zn 
dem  Ende  gehon  wir  zurück  auf  Formel  IX.,  welche  zwischen  0  und 

ä  integrirt  J2  gicbt. 

Nun  ist 

j   i_^^Bin»V  J   l-i^sinV 

0  0 

wenn  A  ein  Wert  von  ^i^  ist,  der  zwischen  dem  grfisst^n  und  klein- 
sten Werte  von  ^if  liegt,  welche  diese  Function  innerhalb  des  Inter- 

Talls     ä  annimmt;  dies  sind  aber 

0  _^_ 
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^  f ^» 


Das  iDtegial    I    __a  ■  -  ■    geht  durch  die  Substitution  sin^  ^ 


so  dftss  va  for  A  folgende  Qrenzbestimmang  erhalten: 

Da  B  eine  negative  Grösse  ist,  so  folgt  hieraas,  dass  der  Winkel 
einer  Periode  (2J2j  immer  grOsaer  ist  als  180".  Es  werden  demnach 
die  hQchsten  und  tiefsten  Punkte  der  Bahn  auf  den  zuge- 
hörigen Parallelkreisen  (nach  Art  des  Foncanlt'schen  Peudelversuches) 
ein  VorrOcken  im  Sinne  der  Bewegnng  erleiden.  Der  heweg- 
liehe  Punkt  kann  nur  dann  wieder  zn  seinem  Ausgangspunkt«  zurück- 
kehren, wenn  Sl  in  einem  rationalen  Verhältnisse  zu  n  steht 


J.  3.    Bewegung  auf  dem  Rotationskegel. 

L^en  wir  das  Coordinatensystein  so,  dass  die  Rotationsaxe  zor 
Axe  der  >  und  die  Spitze  des  Kegels  zom  Anfangspunkt  der  Coor- 
dinaten  wird,  so  ist 

die  Gleichung  des  Kegels;  d  ist  der  Winkel  zwischen  Generatrii  und 
Axe. 

Znnftchst  sei  wieder  die  Einschrfinkung  auf  die  obere  nach  oben 
offene  H&lfte  des  Kegels  gemacht;  da  für  die  untere  dieselben  Be- 
merkungen gelten,  wie  fQr  das  Paraboloid  auf  der  Seite  der  nega* 
tiven  3. 

Setzen  wir  in  die  betreffenden  Gleichungen  des  g.  1. 
f(«)  — ».tangd,    /'(«)  — tang»,    /"(Ä) -- A.tangi 
ein,  so  erhalten  wir 
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,..y,.t^M^Z^. 


Das  Trinom  2ten  Grades  »»—a^^  —  A^"-  iat  gleich  (a— «,)(i— s^) 
wenn 

and  zwar  iat  i,  ^  Ä,  jeuachdem  v^  ^  Väj. 
Bezeichnen  wir  also  wieder 

z,  mit  y,    A  mit  (!,    weon  v^  'p-  V^ , 
«1    „    (J,    Ä    „    y,        „    "oO'Ätf, 

in  beiden  Fällen  aber  %  mit  «,  [ai  ist  negativ,  da  A  ]>  0  sein  mnts}, 
so  haben  wir  nun 

Da  «  nicht  negativ  werden  kann  (mit  Rücksicht  auf  die  gemachte 
Einschrftnkung) ,  so  wird  ;^  =  0  nur  für  t'=  ^  nnd  «  =  y.  Bildet 
man  die  BeschlenDignngscomponcnte  -^  nnd  setzt  (Uese  Werte  ein, 
so  findet  man: 

d.  h.  «  =  y  ist  ein  Maximum ,  z  ^  ß  ein  Minimum  fOr  j.  Der  be- 
wegliche Pankt  oscillirt  auch  hier  wieder  zwischen  zwei  Grenzebenen, 
»  =  ^  der  unteren,  i  =  y  der  oberen.  Für  den  Fall  pj,  =  Vkg  follen 
beide  Ebenen  zusammen,  d.  h.  der  Punkt  beschreibt  einen  FantUel- 

kreis;    die  Umlaufazeit  wird  in  diesem  Falle   7*=  2n.t 
ist  also  von  der  HObe  abhängig. 

Zur  Bestimmung  der  Zeit  t  bilden  wir  ans  11 


'VI- 


^C0S«.y2j,     l/_(,_B){z-ß)(:,-y) 

and  transformiren  dies  durch  dieselben  Snbstitutionsfonneln  wie  in 
S.  2. 
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dt  - 


C0Se.V2g(y—<x)  -^V 


y— (y— g)"p'v ., 


COB  6.  y  2s  ()-—<■)  ■^^ 

Hierio  ist  wieder  das  Torzoichcn  entsprecltend  einer  Bteigouden  oder 
fallondeD    Bewegnog   gewählt;  es    sind  nftmlich  die  entsprecbenden 

[y  I"  1^  I? 

Grenzeu  der  Yariabeln  X,  ...quli      z    ...^rp- 

j»  0  y  0 

Nach  einigeo  UmfoFtnuDgen,  analog  deoen  in  §.  2.,  ergiebt  sich; 


C0BS.y'2g(Y—«)\  ^if^"  *   ^( 

Intcgriren  wir  nun  IV'.  fOr  eine  steigende  Bewegung,   V.  fllr 
eine  fallende,  nnd  erinnern  nns  des  in  g.  2.  benatzten  Ausdruckes 


■™-    '* X -,/ö-f — ^i°"i+(y— ')g("»)l- 

coBö,y2ff(j'— «) 

Ans  beiden  Gleichungen  folgt  zunächst  der  gleiche  Wert  von  T, 
welchen  der  Punkt  brencht,  einmal  nm  von  der  nnteren  Grenzebone 
zur  oberen  zu  steigen,  das  andremal  um  von  der  oberen  zur  onterou 
zn  fallen,  nämlich 

vni.  r^ .   ,    ..  -^i<..jr+(y— <■)£). 

coB^Y2ir(y-«)'        ^'       '    ' 

Femer  ergiebt  das  Wachsen  des  Argomontes  u  om  3K  folgende 
Relation: 
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('  =  t+2r, 

d.  b.  das  Steigen  nnd  Fallen  ist  periodisch  nacli  3r. 

Ebenso  folgt  die  Symmetrie  in  Bezog  anf  die  Grenzebenen 
ganz  analog  §.  2.  durcb  AnweDdang  der  Relation  uj^f — u,.  Die 
Entwiclünngen  dieser  Resultat«  mögen  bier  Übergangen  werden,  da 
sie  genau  80  wie  in  §.  2.  erfolgen. 

Der  Winkel  m  bestimmt  sieb  aas  den  Gleicbongen  r  — i.tangj, 
r*tlto  =  «o.taDgd.A.iA,  mit  RQcksicbt  anf  III, 


IX. 


l'Q.ft 


Dieser  Aasdmck  formt  sich  durcb  die  beiden  Subsütntionen 
ß — gfsinV  __  2.pp-A  A^dff 


'-  l-fraV    "  ""' 

.iuJ.Vajö— 

^■? 

—wt'ainV' 

>=?-(r-fira'*  ««  -i»! 

2....» 

d* 

.iB«.y2«(i.-. 

b- 

-(j— «Bin»./,]^^.- 

Der  congtante  GoeeSdent  tnofiformirt  «ch  leicht, 

mit  Rttcksicht  anf 

H-H |f»l    M  «Ira 

2.»o.A 

2 



sina.y2ff(y— •)       sinfl-Vy— <■ 
Nacb  einigen  Umformungen  erbglteu  wir  somit 

d«,  = —       •-■-{p-; (P — "Jt — 

'    BinJYd--«))»  »r^v   ^'^    Yi_ 


tp\j,f 


*       8in«Y(r-.)/rj_3^si„.^l^^,' 

Int^riren  wir  die  erste  Gleichnog  für  eine  steigende,  die  zweit«  für 
eine  fallende  Bewegung,  so  erbalten  wir  mit  Racksicbt  auf  die  in  $.  2. 


A- 


gegebene  Relation  für  das  Integral    /  jrT;_ — ^  g  .  . 

—  »'•■*= — l^im^amA     und     — =  —  fc'sin'amB  gesetzt  wird: 
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Nun  ist,  wie  in  §.  2.  schon  gefunden, 

tangomJ  __l/^?(r 
damA  f 


tangawB  _ 
somit  erhalten  nir: 

Die  Parameter  ^  und  B  haben  wieder  dieselben  Werte  wie  in  f.  2., 
es  ist  also:  A  =  iA,  B  =  K—iA\  demnach 

in(u,,A)  =  u,.iZ(iA)-\-ii.ls^^y 

Hiermit  die  Aoadrttcke  für  iZ(iA)  nnd  iZiK^iA)  ans  g.  2.  ver- 
bnnden  nnd  das  Ganze  in  die  Qleicliimgen  für  »  eingefQbrt  ergiebt: 

Beide  Gleichungen  ergeben  sofort  fQr  den  Winkel  Sl,  welchen  der 
Radinsvector  bei  der  Bewegung  des  Pnnktes  einmal  von  der  nnteren 
Grenzebene  mr  oberen,  das  andremal  Ton  der  oberen  znr  nnt«ren, 
beschreibt,  denselben  Wert 

Ganz  analog  den  Entwicklnngcn  in  g.  2.  folgt  dann  durch  Termehrung 
des  Argumente«   u   nm  2K  die   Periodlcitftt   des  Winkels   m. 
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indem  der  Periode  2T  eine  ebensolche  des  Winkels  2J2  entepricht. 
Anch  das  Gesetz  der  Symmetrie  I&t  den  Winke)  a  in  Bezog 
auf  die  beiden  Grenzebonen  folgt  anf  die  frahere  Weise. 

Der  Winkel  i  zwischen  Bahn-  und  Parallelkreistangente  bestimmt 
sich  leicht  zu 


vn^ 


\V?, 


Die  Bewegung  wird  nach  den  bis  jetzt  erhaltenen  Restdtaten, 
in  ihrer  allgemeinen  Gestalt  hinlänglich  bestimmt  sein ;  es  gelten  fOr 
dieselbe  ebenfalls  die  am  Ende  des  §.  2.  entworfene  Tabelle  nnd 
daraus  gezogenen  Resultate. 

Znm  Schlnss  mSge  noch  auf  die  Abhängigkeit  der  Zeit  t  nnd 
des  Winkels  to  von  dem  Winkel  d  hingewiesen  werden.  Die  Zeit  ist 
anter  sonst  gleichen  Umstunden  nmgekehrt  proportional  dem  cosd 
d.  h.  sie  wächst  mit  3;  der  Winkel  <■>  dagegen  umgekehrt  proportional 
dem  sin^  d.  b.  nimmt  ab  bei  wachsendem  d.  Für  dasselbe  ß  und  y 
ergiebt  sich,  dass  die  Bahn  des  beweglichen  Punktes  anf  dem  Kegel 
fOr  ein  grosseres  8  ein  immer  breiteres  RingstUck  mit  immer  grösse- 
rem Radius  ausfallt;  woraus  jene  Abhängigkeit  leicht  erklärlich  wird. 
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Ueber  ksblsehe  (lleleliiBreii. 

Bekanntlich  hat  eino  knbischo  Gleichung  eine  oder  drei  reelle 
Wnrzcln,  je  nachdem  die  Cardaniscbc  Formel  in  reeller  oder  imagi- 
närer Gestalt  erscheiuL  Folgender  Beweis  dieses  Satzes,  der  genOhti- 
Uch  auf  geometrischem  Wege  dargetan  wird,  dQrfte  sich  dnrch  £in- 
&chbcit  empfehlen. 

Die  Oleichong  x^-\-ax-\-i  ^  0  hat  wenigstens  eine  reelle  Wurzel 
p  nnd  ist  daher  mit  (x—p){x'-\-px-\-g)  Aqnivalent 

Setzen  wir  die  Grösse,  welche  in  der  Card.  Formel  erscheint, 
27&*~{-4a^  =-  JV  und  den  Ansdrack  4g — p',  welcher  bei  Anflösiing 
der  Gleichung  a^+pr+g  =  0  sich  ergiebt,  =«,  so  handelt  es  sich 
hier  nar  um  den  Beweis,  dass  N  nnd  n  gleiche  Zeichen  haben.  Je 
nachdem  iV  nnd  »  gleichzeitig  positiv  oder  «ygativ  sind,  werden  dann 
die  beiden  noch  flbrigen  Wurzeln  imaginftr  oder  reell  sein.    Ans 

folgt 

a  =  g— p*,      b-*  —  pq 

A?  —  27pV+i(«— J»^' 
oder  wegen  i*  —  4^  — j>* 

JV=  27q*{if  —  n)+4(n—&q)'  -=  I08g»— 27g*n4-4«»— 36t.*g 
+  108a*n— 108g»  -  4«»— 36»»g+8lV  -  n(4f.*— 36na+81g») 

oder  N'^  n(2n — 9g)' =  n(2p*+g)*,  woraus  die  behauptete  Zeichen- 
gleichheit  von  N  nnd  n  sich  ergiebt 

Dr.  Eduard  Liebrecht 
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Ueber  elnl^  bestimmte  Integrale. 


Im  Folgendon  wenden  wir  die  beltannten  Rolationon  an 

' 

,=.    1      ;."_.-? 

.;,„„_„.4..-  „_^^.„ 

...  (_!).«         1        „           1 

.=  .(_l)H-i(2«_l)       »            1 

.r,    (2„_i).+.„.      2    5,^-y 

.in^"+'* 

/'lüf-i'-'fX'^  »») 

Die  RelatJouen  vo#  1 — 4  kaon  man  anter  Audorem  dftdnrcli 
finden,  dass  man  in  den  Dnendlidieii  Frodacten  far  sinns,  cosinns, 
tongens  nnd  cotang.  das  Argament  itnagin&r  nimmt,  dann  logarithmisch 
differenüirt  a.  s.  w.    Nr.  6.  rahrt  von  Laplace  her. 

Setzt  man  nun  in  6.  auccessive  &  =•  1,  2,  3  ...  in  infin.  tind  ad- 
dirt  alle  ReBoltate,  so  kommt 

oder 
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Durch  TertaBBchnng  vou  x  and  a  mit  resp.  —  nnd  -^-  erhält  man 

C08a3;rf*I+-j ^  J^      „I  =  nlog  ( 1  —  e     -1 

»>0,     a>0 
nnd  dnrch  Differentiation  nach  a 

»  <-  — 1 

oder  mit  RflcliBicht  anf   #   —  ^  • 

0  a"  —  1 

Genau  nach  derselben  Itfethode  ergeben  sich  bei  Anwendung  der 
Formeln  2—4  noch  folgende  beBtimmte  Integrale: 


/ 


/    COBag<to(p— -■— j_"-^;^J  =  H  log  1 1  — e~  "iT  j 

/^  COBaiEtfa         w 


nnd  durch  Differentiation  noch  3  andere. 


Wir  setzen  in  Formel  6.  o  -=  1,  2,  , . .  n  nnd  addireu  alle  Re- 
sultate, Bo  kommt 


sichtignng  von  &.: 
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(cos*+coa2*+  ...  c0B,«r)  =  ^(8-»+«-»+ 
oder  mit  Berbcksichtigung  von  &.: 


Miieellett. 


und  nach  einigen  leichten  Rednctionen,  wenn  man  no(Ai  2b  statt  b 
and  2x  statt  x  aetxt: 


6»+«»  BIT 


Bin*         "26  fl3»_i 


L&Bst  man  n  ins  Unendliche  wachsen,  so  ist  anch 

/^   dx     Bin(2»  +  l)a        ««»+1 
■^  J    6'+:=*         sinx         "  2Je2»  — 1' 

0 

Diese  Formel  lässt  sidi  dircct  auf  folgende  Weise  verificiren. 

Nach  Dirichlet  (vgl.  anch  Schloemilch's  Compend.  d.  höh.  Aoalys. 
U  138)  ist  fllr  n  =  QD 

unter  der  Voraussetznng ,  dass  für  k  =  CK  limA^")  —  0.    Diese  Vor- 
anssetznng  trifft  Hlr  unaorn  Fall  /(x)  ->  ä*4-it'  ^^'  ^^  ^  *^^  daher 
,.      /*irin{2»+l)»     A!  {  1    ,       1       .        i  ■ 


oder  mit  Rttcksicht  auf  1. 


^  srna: 


Schon  bei  Abel,  später  bei  Lionville  findet  sich  als  spedcllcr 
Fall  eines  sehr  allgemeinen  Integrals  der  Wert  von 


/COB^-'yainoqo  n 
sin,.         '*''  "  2 

0 
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Wir  geben  hier  2  directe  Entwickelnngen  dieses  Integrals ,  die 
erste  nur  nnter  Toranasetzong  eines  ganzzahligen  a,  und  setzen 


1)  /(«) 


/cos''->ai 
sin, 


ip  sin  09x291 
sin  9) 
mithin 


'^  "•"  ^      J  sinv 


'P 


=  /  siny  +/     cos"vcosa,>d9. 

i  In 
durch     /  f:a%'^-^fwaatpKssitpd<p  und  es  ist  daher 


,    0 
Letzteres  Integral  Iftsst  sich  niittels  partieller  Integration  ersetzen 


-r~ 


-(ces'v+8in*9i)  —  /(o) 


also  (fltr  ein  ganzes  a)  /(a)  •=  Const  und  es  bedarf  zur  Ennittelnng 
You  Const  nur  eines  speciellen  Wertes  von  a  z.  B.  =>  1.    Da  nnn 

fiX)~fd<p  =  \ 

80  ist  aberhanpt 

f 
/*  cos*~'y  sin  gy  dqp       « 
.  /  sin  qg  "  2  ' 

0 

2.    Ein  anderer  Weg  znr  Auswertung  dieses  Integrals,  ist  fol- 
gender: 

FOr  positive  (auch  gebrochene)  a  gilt  die  Definitionsgleichung 
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■/' 


und  wenn  ir  =  (l+y — ltang9>)y  gesetzt  wird, 

_    /*V-i>yga-ia-('+'^'«y)'-e'»<fa 

oder 

r.  -/V.^  '"""'^+;"°°^'<-.(e,„(.„rt  -■«.(»<«,.)). 

and  durch  Tronnang  der  Beeilen  nnd  ImaginAren 

1)  /  ir°-i«-'C08(ztg7)i'2  —  COS^COBA^ra 

0 

2)  /  «•-•«-*  sin  (atgv)  da  =  C0B*?Jain  «9»  Ta 


ifyC08''~'9iBipay 
sin^i 


Set2t  man  linke  letangv  =  «,  so  erbfilt  man  dnrcli  Umkebrang  der 
Int^p^tionsordnang 


3)       r^-.,-»^   /'gin(.tangy)rf.p^  />. 

!t  man  links  ztangfi  =  «,  so  erbfilt  man  de 
grationsordnang 

/dVcos"-^g>  siniwp        1     /'      ,        ,     /'ai>i».3-('«(y«'+»*)* 
oder 

2  »  » 

/d«C08"-'«iBinao>       1     /^       ,        .      Ptituda       1     „     «       n 
HiS R/  '"-''-"*j/  -. R  '--ä-f 

wie  oben  aber  mit  Avsdehnang  der  Oiltigkdt  ancb  auf  gebrochene 
positiye  Werte  von  a. 

D. 

Basbe  giebt  in  CreUe's  Jonmal  XXVIII  S.  112  folgende  Belation: 

Aogr(«  +  fc)d*  =  i!ogi-fc+llog(2«) 
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Dieselbe  Gleichheit  beweist  Stern  in  seiner  Schrift:  Znr  Theorie 
der  EoIer'sGhea  Integrale,  nnd  reprodndrend  G.  f.  Meyer  in  seinem 
Werke  ttber  bestimmte  Integrale  8. 157  und  158.  Ich  habe  nan  ver- 
sucht, den  Beweis  anf  folgende  Weise  zn  ftlhreii. 

Nach  dem  bekannten  Ganss'Bchen  Fondameutalgesetze  aber  die 
Gammafonctionen  besteht  die  Gleichung: 

die  ausserdem  auch  dnrch  Dirichl^t,  Schloemilch  n.  A.  bewiesen  ist. 


Nehmen  wir  beiderseits  die  Logarithmen,  so  kommt 


*^i'logr(a  +  ^)  =  logr«o-(«o-i)logn  +  ^log(2«). 
Setzen  wir  nun  -  —  x  and  Ussen  n  anendlich  wachsen,  so  ist,  nach- 
dem mit  -=  dx  multiplicirt  worden,  gemäss  dem  Begriffe  bestimmter 
Integrale : 

/*'  1  n_l 

/    logFxtlx  =liia  -dogr««.— (na— i)]og«  +  -2-log(2«)) 

=  lim  ßlogr»a— alog«Wilog(2w); 

die  flbrigen  Glieder  ^-log» — ä-iog{2n}  verschwinden  fUr  «=oo. 

Es  kommt  nunmehr  darauf  an  lim  {-logrna—alognj  za  finden. 

Zn  diesem  Zwecke  snbstitniren  wir  -  statt  n,  i  =  cc ,  nnd  erhalten 

lim  i — olog»j+alog(j,  so  dass  jenes  Integral 

-Jlog«+«!oga+„._lim(ÜSii=^i5l_-) 

Setzen  wir 

_logA— «I^ 

so  erscheint  u  unter  der  Form  ^,    darf  also  nach    der   bekannten 
Cauchy'schen  Regel  so  behandelt  werden  wie  ^-     Hiemach    ergtebt 


DiqllZüdbvGoOgk" 


De  die  hier  am  kflrzesten  zum  Zide  Aihrt  oimlich 


aabtrahirt  man  hierron 


log«—     / — j(l— a!'->),    so  fdgt 
i      log^- 

— +.Ä(,-^-&:->fi) 

ü  log-  log-    1(^-' 

log; 
weU  wegen  z  <C  1  Qnd  0  =  od  das  Integral   verschwindet    ffiemscb 

r"' 

ist  endlich    /  It^rtrf»  ■=  ilog(2»)+alogo— a    oder 


/' 


logr(«+a)(fa  —  ilog(2Ä)+alog«»— a. 


Setzt  man  die  Stirling'sche  Seihe  fOr  log/'a  als  bekannt  Torau,  so 
kann  man  unmittelbar  u  —  -^—, — —-, —  finden.    Es  ist  nämlich 

logTa^  Jlog{2««)+{a-l)loga-«+^^-^    ^+ ... 
wo  die  B  die  Bernonllischen  Zahlen  Eönd,  mithin 


logFo — ttlogg       log(2on)    ,  logo 


wie  oben. 
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Lüterantditr  Beridit  CCXXXlV. 


Litterarisclier  Bericht 

CCXXXIV. 


Geometrie. 

Ueber  gleicbeckigo  und  gleichkantige  Polygone.  Von  Dr.  Ed- 
mnod  HesB,  Privatdoceut  an  dor  UmverBität  Uarborg.  (Ans  den 
Schriften  d.  Gesellsch.  z.  BefOrd.  d.  gesammten  Naturwias.  zq  Uar- 
burg.    Bd.  10,  12.  Abhdl.).    Cassel  1874.    Theodor  Kay.    133  8. 

lieber  zwei  Erweiteraogeii  des  Begriffs  der  regelmässigen  Kftrper. 
Von  Dr.  Edmand  Hess,  Privatdocent  an  der  UniTersitftt  Marbnrg. 
20  8. 

Untor  dem  Namen  ,^leicheckige,  gleichkantige  Polygone"  werden 
solche  Polygone  gerader  Seitenzahl  eingeführt,  deren  Winkel,  bzhw. 
Seiten  sämmtlicb,  deren  Seiten,  bzhw.  Winkel  altemireud  gleich  sind, 
wie  Bechteck  and  Khombtaa.  Der  Betrachtnng  solcher  Polygone  gelien 
einige  allgemeine  Anordnnu^n  nnd  Satze,  ebene  Vielecke  Qberhanpt 
betreffend  voraos.  Die  folgenden  Capitel  handeln  von  den  verschie- 
denen Arten  und  Varietäten  der  gleicheckigen  Figuren,  den  ToUstAn- 
d^n  durch  die  (n-|-n}Kanten  eines  gleicheckigen  2necks  gebildeten 
Fignren,  einer  anderen  Art  der  Ent^tehnng  gleicheckiger  anecke,  den 
Terschiedenen  Arten  nnd  Varietäten  der  gleichkantigen  Figuren  und 
deren  wichUgsten  Eigenschaften.  Wir  mttssen  es  demjenigen,  denen 
es  Vergnügen  macht,  sich  an  dergleichen  Excursen  zu  beteiligen,  aber- 
lassen davon  Kenntniss  zn  nehmen. 

Bot  die  erste  Schrift  noch  zn  geringen  Anlass,  gewisse  Mängel 
in  Angaben  nnd  Begrifisbestimmnngen  zu  erwithnen,  so  können  die- 
selben am  der  zweiten  willen,  in  der  sie  stark  vermehrt  auftreten, 
'      TdlUZ.   Hvftl.  t 


=dbv  Google 


12  Litterarücker  Btrickt  CCXXXIV. 

nicht  nnbeaprocheii  bleiben.  Die  Beschlagnahme  allgemeiner  Termini 
(Art,  Fignr,  regelraäasig,  n.  8.  w.)  für  epecielle  Begriffe  mag  in  den 
Grenzen  einer  Abhaudlang  bei  consequcntcr  Boscbrilnkaiig  gestattet 
sein;  nur  mnss  der  Autor  sich  des  Doppelsinns  bewusst  bleiben,  deu 
eine  fernere  Anwendung  seiner  Ausdrücke  berbei führt,  und  sich  selbst  , 
fOr  jede  daraus  entepringciide  Undeutlicbkeit  verantwortlich  machen. 
Bei  Vorkommen  eines  einzelnen  doppelsinnigen  Wortes  pflegt  der 
Leser  bereitwillig  die  Entscheidung  durch  nachfolgende  Aenssernngen 
abzuwarten.  Folgen  aber  bald  nach  einander  6  doppelsinnige  Aus- 
drucke, so  ist  CS  gewiss  keinem  Leser*  zuzumuten,  die  eutsp rechenden 
32  Deutungen  darcbznprobircn.  In  ähnlichem  Masse  hänfen  sich  in 
der  Tat  hier  die  onTollständigen  Angaben  und  halb  erklärten  Be- 
nennungen. Kante  soll  beim  Polygon  etwas  anderes  sein  als  Seite; 
Kante  ist  erklärt,  Seite  nicht.  Üb  unter  Polfgon  der  Linienzug  oder 
das  Flüchenstttck  zu  verstehen  sei,  bleibt  in  der  ersten  Schrift  un- 
entschieden; die  zweite  hebt  deu  Zweifei  nicht,  sondern  vervielfältigt 
die  Ungewissheit  noch  sehr  durch  Uebertragung  auf  räumliche  Ge- 
bilde. Der  Gebrauch  des  Wortes  Oberfläche  stimmt  nicht  mit  dem 
gewöhnlichen;  doch  fehlt  hier  jede  Definition.  Alles  vermiaslo  auf- 
zuführen würde  nicht  lohuen,  auf  den  fernereu  Inhalt  der  Schrift 
können  wir  aus  dem  genannten  Grunde  nicht  woi  eingehen.  Nur 
über  die  Aufstellung  des  Themas  der  Betrachtung  sei  bemerkt,  dass 
dieselbe  in  viele  überflüssige  und  zum  Teil  nicht  zutreffende  Worte 
eingehüllt  ist.  Regelmässig  beisst  offenbar  nichts  weiter  als  dnrch 
Begel  bestimmt;  durch  welche  Regel,  sagt  das  Wort  nicht.  Seine 
anfängliche  Usurpation  für  die  5  rcgelmäsaigeu  Polyeder  hatte  sich 
keines  Widerspruchs  zu  versehen,  weil  keine  Anwendung  des  Wortes 
im  allgemeinen  Sinne  denkbar  war.  Eine  gleiche  Bencunnng  für 
Polyeder  unter  erweiterten  Bodiiigungen  ist  dann  keine  Erweitemng 
des  Begriffs  der  regelmässigen  Polyeder,  sondern  bestreitet  das 
Recht  der  ersten  Usurpation,  cousequoutcr weise  verurteilt  sie  sich 
zugleich  selbst.  Es  wird  dem  Verfasser  gewiss  nicht  in  den  Sinn 
kommen,  dass  seine  Polyeder  eine  bedeutungsvollere  Dcgreuzung  der 
Regel mässigkeit  für  die  Geometrie  darbicti'u  als  die  bekannten  fünf. 
Warum  klammert  er  sich  dann  an  einen  unrechtmässigen  Namen  an 
und  lässt  nicht  die  Sache  fUr  sich  selbst  sprechen?  Hätte  er  statt 
Namen .  anzufOhrcn  kurz  und  bündig  die  Bedingungen  für  die  sog. 
Platonischen,  dann  die  Poinsot'schen  Polyeder  ausgesprochen,  so  wäre 
es  daran  anknöpfend  leicht  gewesen  die  selbst  gewählten  Bedingungen 
deutlich  zu  forinuliren  und  zu  motiviren.  Dies  geschieht  jedoch  nicht-, 
vielmehr  lässt  er,  als  wenn  der  Nimbus  gerade  sein  Zweck  und  Streben 
wäre,  letztere  aus  eingestreuten  Andeutungen  gemischt  mit  Folgeran- 
gen, man  sieht  nicht,  wo  sie  herkommen,  erraten.  H. 
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Trigonometrie. 

TraiU  de  trigonom^trie,  Jar  J.  A.  Serret,  Mcmbre  de  i'In- 
Btitnt,  Profeasenr  r.u  College  do  France  et  ä  la  Facnltö  des  sciences 
de  Paris.    CinquiSmc  Edition.    Paris  187Ö.    Ganthier-Yillars.    336  S. 

Das  Werk  giebt  sicli  durch  seinen  elementäreD ,  methodisch  ge- 
ordneten Lehrgang  als  Lehrbuch  für  Schulen  zu  erkennen  und  zeUhnet 
sich  als  solches  durch  AasfOhrlichkeit,  exacten  Ausdruck  und  elegante 
Darstell angs weise  aus,  beschrankt  eich  jedoch  nicht  auf  die  notwen- 
digen Grundlagen,  sondern  verwebt  damit  eine. grosse  Menge  des 
Wissenswerten  ohne  gerade  ein  umgrenztes  Thema  erschöpfen  zo 
wollen.  Logische  Gründlichkeit  wird  man  zwar  selten  vermissen-,  doch 
wird  sie  in  Punkten,  wo  sie  eine  eigens  darauf  gerichtete  Aufmerk' 
samkeit  erfordern  würde,  wie  z.  B.  bei  Grenzwerten,  Convergenz  der 
Reiben  u.  a.,  ohne  weiteres  als  Nebensache  bei  Seite  gesetzt;  dass 
tgx'^x  steht  als  unbewiesener  mitten  unter  bewiesenen  Sätzen,  so 
als  ob  der  Schüler  nicht  darauf  achten  sollte.  Das  Buch  ist  in  6 
Capitet  geteilt:  1}  Circulärc  Fnnctionen  2)  Construction  und  Gebrauch 
der  Tafeln  3)  das  geradlinige  4)  das  sphärische  Dreieck  6)  Moivre- 
scbe  Ponnelu  und  höhere  Theorie  der  Kreisfnnctionen  6)  Auflösung 
der  Dreiecke  mittelst  der  Reihen  und  Differentialformeln.         H. 


Geodäsie  und  praktische  Geometrie. 

Lehrbuch  der  darstellenden  Geometrie.  Ton  F.  A.  Klingen- 
feld, ordoutl.  Professor  der  darstellenden  Geometrie  und  der  mecha- 
nischcu  Technologie  au  der  k.  polytechnischen  Schule  zu  München. 
Band  IIL    Mit  vier  Tafeln.    Nörnberg  1876.    Fnedr.  Korn.    96  S. 

Dieser  dritte  Band  tritt  als  Vermehrung  eines  schon  wiederholt 
aufgelegten  in  2  Bänden  bearbeiteten  Lehrbuchs  auf,  damit  es  den 
BedQrfnissen  der  technischen  Hochschulen  entsprochen  könnte,  wozu 
die  Behandlung  der  Schattencoustniction  und  der  Perspective  erfor- 
dert wurde,  die  anfilngHch  noch  fehlte.  Der  Gegenstand  ist  nicht 
dasjenige  Zeichnen,  welches  das  Bild  zur  Entnahme  der  exacten  wirk- 
lichen Anordnung  und  Abmessung  durch  einfachste  Beziehung  dazu 
entwirft,  sondern  dasjenige,  welches  dem  Totaleindruck  dient.  Aus 
diesem  Grunde  wählt  der  Vcriasser  bei  der  Parallelperspectivo ,  mit 
Verwerfung  der  2  oder  3  orthogonalen  Kisse,  den  eiuen  Riss  auf  der 
schräg  gestellten  Tafel.  Ansscr  der  Schatten  construction  im  6.  Ab- 
schnitt, werden  im  7tcn  und  8ten  noch  die  Parallol-  und  Central- 
perspective behandelt,  worauf  schliesslich  Aufgaben  folgen.  Die  geome- 
trischen Gmndlehren  werden  hier  als  bekannt  vorausgesetzt.   B. 
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Mechaoik. 

Die  graphische  ZnsammensetznDg-  der  Kräfte.  Ein  Beitrag  zar 
graphisch en  Mechanik  von  Friedrich  Steiner.  Mit  27  in  den  Text 
gedrnckten  HolzBchnitteo,    Wien  1876.    Carl  Gerold's  Sohn-    40  S. 

Die  hier  bebandelte  Doctrin  beruht  auf  einer  bekannten  reciprokcn 
Beziehung  zwiachou  Geometrie  und  Statik.  Man  kann  im  Interesse 
der  Statik  die  Zusammensetzung  der  Kräfte  auf  constructivem  Wege 
ausfahren;  man  kann  aber  auch  umgekehrt  in  rein  geometrischen 
Int«reese  von  den  in  der  Statik  gewonnenen  Anschauungen  und  Me- 
tboden Verwendung  machen.  Von  letzterem  Gesichtspunkte  ans  hat 
die  Methode  von  Bellavitis  für  die  Geometrie  der  Ebene  einen  hohen 
Grad  der  Entwickelung  und  Ausbildung  erfahren.  Für  die  gegen- 
wartige Schrift  hingegen  ist  die  Aufgabe  der  Statik  allein  massgebend; 
ansserdem  nmfasat  sie  von  Anfang  an  die  3  Dimensionen  des  Baumes. 
Im  Grunde  raüBsen  beide  ÄuffaBsungsweiBOn  dieselbe  Theorie  ergeben; 
nur  entwickelt  sich  diese  in  andern  BJchtungcn  und  begi^enzt  sich 
unt«r  der  statischen  weit  enger  als  unter  der  geometrischen;  denn  die 
Aufgabe  der  Statik  ist  dureh  die  Beduction  des  Krftftiisystems, 
welches  hier  zunächst  als  Pyramide  der  Kraftlinien  constmirt,  dann 
auf  das  Raumpolygon  zurückgeführt  wird,  erledigt,  wahrend  sich  für 
die  geometrischen  Verwendungen  keine  Grenze  erscheu  Iftsst 

Die  Darstellung  lässt  in  den  ersten  Elementen  Klarheit  vermis- 
sen,  wodurch  jedoch  die  Deutlichkeit  auch  im  weitereu  merklich  be- 
einträchtigt wird.  Der  Verfasser  sagt:  „Das  Wesen  der  Kraft  ist 
uns  unbekannt",  In  der  Tat  zeugt  die  ganze  Einleitung  von  einer 
Unbekanntschaft  mit  dem  Wesen  der  Kraft,  wie  sie  nur  bei  Solchen 
vorkommt,  die  dem  Studium  der  Mechanik  fern  geblieben  sind,  und 
sich  mit  vulgären  Vorstellungen  begnügen.  Ihr  zufolge  soll  die  Kraft 
die  Ursache  der  Orts  Veränderung  sein,  u.  a.  dergl.  Der  Unbestimmt- 
heit, in  welcher  für  den  Verfasser  der  Begriff  der  Kraft  schwebte, 
mag  es  wol  zuzuschreiben  sein,  dass  er  sich  tiher  die  Anfangsgründe 
der  Statik,  die  Bedingnngen  des  Gleichgewichts  gar  nicht  ausspricht, 
sondern  sofort  zu  Constructionen  schreitet,  ohne  nur  die  Vorstellungen 
£zirt  zu  haben,  ob  die  Angriffspunkt«  frei  oder  so  und  so  verbunden 
gedacht  werden  sollen.  H. 


Praktische  Mechanik. 

Deber  die  Quelle  und  den  Betrag  der  durch  Luftballons  gdeisteten 
Arbeit.  Von  Josef  Popper.  Mit  1  Tafel.  Sitzber.  d.  k.  Akad.  d. 
W.    LZXI.    2.  Abth.    April.    Wien.    1876.    37  S. 
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Ea  wird  die  bei  FQUuDg  anfgespeicherte  and  die  beim  Steigen 
geleistota  Arbeit  eines  Luftballons  berechnet  nnd  gleichgesetzt,  und 
zwar  beaondora  erst  für  leeren  Ballon,  dann  mit  Gaa,  dann  mit  warmer 
I.nft  gefüllten.  Gluicb  ?on  Anfang  aber  wird  als  null  betrachtet  das 
Gewicht  des  Ballons,  der  Luftwiderstand,  die  Variabilität  der  Erd- 
anziehung nnd  der  Temperatur.  Eb  ist  demnach  weder  auf  Erreichung 
grosser  Höhen  noch  auf  schnelles  Steigen  gerechnet;  vielmehr  handelt 
CS  sich  nnr  am  die  schliesslich  gestellte  Frage,  ob  sich  der  Luft- 
ballon mit  Vorteil  zur  Hobung  von  Lasten,  namentlich  aus  Schachten, 
eigne.  H. 

Theoretische  Untersuchung  der  ConstracÜoDssystemo  des  üntcr- 
hanes  von  Locomotiven.  Ton  Johannes  Einbeck,  Ingenieur,  Mit- 
inhaber der  Firma  Eiuheck  u.  Vetter  in  Frankfurt  a.  M.  Mit  11 
lithographirten  Tafeln.    Leipzig  1875.    Leopold  Voss.    127  S. 

Im  An^g  der  Schrift  wird  ausgeführt,  und  daraus  der  Anlass 
zur  gegenwärtigen  theoretii^chcn  Untersuchung  genommen,  dass  die 
Locomoüveu  in  Betreff  des  Oberbaues,  des  krafterzeugenden  Bestand- 
teils, schon  sehr  frühzeitig  ihre  definitive  Gestalt  gewonnen  haben, 
indem  die  vom  Engländer  Stcphenson  construirtc  Maschine  dauernd 
als  Vorbild  einer  grossen  Zahl  verschiedener  Systeme  diente.  Von  da 
waron  alle  Vcrbesserungsver suche  darauf  gerichtet  den  Unterban  so 
zu  coiiätruiren,  dass  alle-  Störungen  beseitigt  und  ein  gleich  massiger 
Gang  erzielt  wurde.  Nach  einem  kOrzern  Abschnitt  Ober  die  Zug- 
kraft werden  die  Bedingungen  eines  solchen  unter  Berück sicbtigung 
aller  erfahrungs massigen  Störungen  einer  eingehenden  und  ziemlich 
ausgedehnten  Rechnung  unterworfen.  H. 


Optik.  ' 

Untersuchungen  fiber  die  scheinbare  Ortsverändemug  eines  leuch- 
tenden Punktes,  herbeigeführt  durch  ein  von  zwei  parallelen  Ebenen 
begrenztes,  lichtbrechondcs  Medium.  Mathematisch-physikalische  Ab- 
handlang Ton  P.  Moennicb,  Rostock.  Mit  vier  Tafeln.  Rostock 
1875.    Wilh.  Wertber.    47  S. 

Die  Schrift  behandelt  die  im  Titel  vollständig  ausgesprochene 
leichte  Aufgabe  mit  grosser  Ausföhrlichkeit  und  leii^t  verständlichem 
Vortrag.  Die  möglichen  Fälle  worden  zuerst  fflr  ein  Auge,  dann  für 
zwei,  einzeln  durch  Rechnung  gelöst,  die  Abhängigkeit  der  Ahleu- 
kungswinket  und  Entfemungsänderungon  discutirt  und  die  Maxima 
und  Minima  ermittelt  H. 
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Astronomie  and  Meteorologie. 

Ueber  die  Möglichkeit  eiDsr  AxcnäDderung  der  Erde.  Ton 
Friedrich  Stark,  Major  im  kgl.  Bayerischen  II.  iDfantcric-Regi- 
moDt.    HQnchon  1875.    Theodor  Äckermanu.    32  S. 

Die  Schrift  fttlirt  uns  Gedanken  eines  Laien  Ober  die  Bildnng 
des  ErdkÖrper§  vor.  Doch  seibat  in  dieser  Kategorie  sU'ht  sie  hinter 
den  zahlreichen  Schriften  Qbor  das  beliebte  Thema  zurück,  aofora  sie 
keiner  Art  Fähigkeiten  kund  giebt,  die  etwa  fOr  den  Mangel  an  Sach- 
vorstAndaiBS  entschädigen  könnten.  Die  Anschannng  ist  so  wenig  ent- 
wickelt, dass,  h&ufig  wechselnd,  von  Axongtellnng  im  Baume  nnd  im 
Körper  die  Rede  ist,  als  oh  beides  dieselbe  Sache  wäre.  Noch  mehr 
aber  vermisst  man  die  Fähigkeit  des  verständlichen ,  unzweideutigen 
Ausdrucks:  bei  Beschreibung  von  Versuchen  fehlen  die  notwendigsten 
Angaben,  auch  bleibt  das  Ziel  sehr  im  Dunkeln.  Ebenso  wenig  ist 
ein  geordneter  Gedankengang  durch  das  Ganze  zu  entdecken.  H. 

Die  Gesetze  der  Kometen,  abgeleitet  ans  dem  Gravitations-Ge- 
setze Ton  Albert  R.  v.  Miller-HanenfelG,  Professor  a.  D.  in 
Graz.    Graz  1875.    Leuschner  u.  Lubensky.    118  S. 

Nach  Ansicht  des  Yorfassera  sind  die  Kometen  Gasbälle,  die  dnrch 
einen  im  Welträume  gleichmässig  vorhandenen,  zur  Anziehung  der 
eigenen  Masse  hinzutretenden  Druck,  hervorgebracht  durch  ein  äusserst 
dttnnes  Gas,  zusammengehalten  werden.  Unter  dieser  Annahme  anter- 
sucht  er  nach  einander:  die  atigemeinen  Gesetze  für  einen  GasbaJl 
im  freien  Räume,  die  Dichte  und  Temperatur  der  Himmelskörper, 
insbesondere  der  Kometen  und  Meteoriten,  die  Gestalt  der  schweif- 
losen  Kometen,  die  Gestalt  und  inneren  Bewegungen  der  geschweiften 
Kometen  nnd  schliesst  mit  Betrachtungen  über  den  wahrscheinlichen 
einstigen  komctarischeu  Zustand  der  Planeten.  Die  Untersuchung 
nimmt  in  jedem  einzelnen  Fragepunkte  einen  recht  gründlichen,  ei- 
acten  Anfang,  doch  werden  die  lU^chnungen  nicht  viel  weiter  gefOhrt, 
als  ihre  Eotwickelung  in  bekannten  mechanischen  Theoremen  bereits 
vorgefunden  ward;  von  da  au  werden  noch  eine  zeiüang  die  Vor- 
gänge an  den  Teilen  ohne  Rücksicht  auf  das  System  verfolgt,  nnd 
endlich  bringt  die  lose  Phantasie  mit  Äusserachtlassung  aller  Causal- 
verbiudung  das  gewünschte  Ziel  herbei.  Die  Schweife  sollen  aus  Teilen 
der  Kometen  entstehen,  welche  zuerst  nach  der  Sonne  zu  abgerissen, 
um  den  Kometen  herum  weit  unch  der  abgekehrten  Seite  hin  äiegen, 
dann  von  ihm  wieder  zurückgezogen  werden.  Hier  beruht  aber  allein 
die  Abtrennung  auf  einer,  noch  dazu  falschen,  Rechnung.  Es  ist  nicht 
beachtet  worden,  dass  die  Anziehung  der  Sonne  durch  die  Ceutri- 
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fugolkraft  im  Schwerpankt  aufgehoben  wird,  daher  dio  Abstände  des 
neatralen  Punkte  Dicht  in  zweiter,  sondern  in  dritter  Potenz  in  An- 
rechnung zu  bringen  sind.  Doch,  wo  auch  immer  der  neutrale  Fankt 
liegen  mochte,  es  ist  unbegreiflich,  wie  der  Verfasser  einer  Kraft,  dto 
momentan  null,  vor  and  nachher,  sowie  in  der  Umgebung,  unendlich 
klein  ist,  die  Wirlinng  einer  plötzlichen,  tnmultuariscben  Bew^ung 
zuschreiben  konnte,  welche  die  abgetrennten  Teile  fortschleudern 
sollt«.  Ebenso  fehlt  aller  Grund  für  die  fernere  Bewegung,  wie  er 
sich  dieselbe  vorstellt.  ••  H. 


GmudzUge  der  Meteorologie.  Die  Lehre  von  Wiod  und  Wetter 
nach  den  neunten  Forscbuugen  gemein  fasslich  dai^estellt  von  H. 
Mohn,  Professor  der  Meteorologie  an  der  Universität  zu  Christian ia, 
Director  des  k.  norwegischen  meteorologischen  Instituts.  Deutsche 
Originalausgabc.  Mit  24  Karten  und  3ö  Holzschnitten.  Berlin  1875. 
Dietrich  Reimer.    304  S. 

Dieses'  bereits  ruhmvoll  anerkannte  Werk  kann  man  unbedenk- 
lich den  grOssten  didaktischen  Leistungen  zuzUhlen,  die  auf  irgend 
oinem  wissen^haftlichen  Gebiete  betätigt  worden  sind.  Es  gehörte  in 
der  Tat  eine  seltene  Begabung  dazu,  bei  Behandlung  eines  Gegen- 
standes, der  mit  der  Zeit  so  grosse  Dimensionen  angenommen  hati 
und  der  th'eoretiBchen  Concentration  einen  so  hartnftckigen  Widerstand 
darbietet,  wie  die  Meteorologie,  die  beiden  auf  dem  Titel  genannten 
Ziele,  Eiufflbrniig  in  den  Standpunkt  der  neuesten  Forschungen  nnd 
Gemcinfasslichlceit,  so  vollkenmien  vereint  zu  erreichen.  Physikalische 
Einsicht  und  richtige  Logik,  welche  man  wol  sonst  geneigt  wäre  als 
aelbstvorstäudlicbe Voraussetzungen  nucrwähnt  zu  lassen,  mttssou  gleich- 
wol  factischen  Zustanden  gegenüber  ata  Auszeichnungen  genannt  wer- 
(luu,  welche  dem  Vorliegenden  ohne  Einschränkung  zuzuerkennen  sind. 
NamenÜicb  hat  es  der  Verfasser  verstanden,  ohne  Unterbrechung  des 
Conueies  der  Darstellung  die  liypotbctiscben  Elemente  sammt  den 
mehr  und  weuiger  sichern  Folgerungen  sichtlich  geschieden  zu  er- 
halteu  von  der  Mitteilung  uud  Auordnung  der  Tatsachen.  Obwol  die 
Aufgabe  der  Meteorologie  in  der  Erforschung  der  Ursachen  der  Ver- 
änderung der  Zustände  liegt,  so  bringt  es  doch  ihre  Eigentümlichkeit 
mit  sich,  dass  bei  weitem  der  grösste  Teil  des  Vortrags  der  Äuf- 
faBsung  der  Zustände  selbst  gewidmet  sein  muss ,  dass  es  daher  erst 
einen  umfangreichen  Lehrstoff  rein  beschreibend  zu  behandeln  giebt, 
ehe  von  Ursachen,  d.  h.  von  der  in  Atmosphäre  factisch  wirksamen 
Combination  derselben,  nicht  von  den  experimentell  darstellbaren 
Wirkongsrdationeu,  welche  letztere  zur  Auffassung  beitrageu  und  sich 
von  der  Beschrcibuug  nicht  sondern  lassen,  klarerweise  die  Rt-de  sein 
kann.    Im  Zustand  der  Atmosphäre  scheiden  sich  5  Elemente,  die  iu 
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den  enten  fi  Gapiteln  belandelt  werden:  Temperatar,  Wasserdampf- 
gebalt,  Druck,  WolkenbildüBg  nnd  Niederschlag.  In  Betreff  eines 
jeden  werden  die  Instramente  and  das  Beobachbmgsver&hrcn,  die 
eiagefQfarten  GnuÜraugcn  and  Classificimnges,  die  Statistik  der  Be- 
snltate,  die  sich  local  aad  temporal  ausdehnt,  nnd  deren  Verweadangs- 
weise  beschrieben.  Die  looale  DarsteUang  wird  nach  wenigen  Bei- 
spielen dorch  Karten  vertreten.  Hierauf  handelt  das  sechste  Capitel 
vom  Wetter,  wo  nan  das  Znsammenwirkon  aller  vorher  betrachteten 
UmstAndo  discatirt  wird.  Besouders  ausführlich  werden  die  VorgSi^e 
hei  den  Wirbeln  nnd  deren  Bewegnngen  erörtert  Es  folgen  dann 
noch  3  Capitel  aber  die  Stürme,  die  Gewitter,  die  Kliraatologie  und 
Vorausbeatimmung  des  Wetters.  Das  Buch  v&i  2  Jahre  froher  in 
norwegischer  Sprache  erschienen.  Die  Karten  der  isotbermischon 
nnd  isobarischen  Linied  sind  nach  Dove  und  Bachau  mit  Benntzung 
des  später  biuzngekommeoen  Materials  constmirt,  die  Karten  über 
den  Druck  der  Wasserdämpfe  nen  entworfen.  Als  Haoptquellen  ftthrt 
der  Ver&eser  die  klimatologischen  Mitteilnngen  in  der  Zeitschrift  der 
Österreichischen  Gesellschaft  für  Meteorologie  und  die  Publieationen 
des  meteorological  oftice  in  London,  der  schottischen  meteorologischen 
Gesellschaft,  des  niederländischen  moteorologischon  Instituts  sowie 
die  Jahrbücher  und  Bulletins  der  ttbrigen  meteorologischen  Centrat- 
gnstalten  an.  U. 


Physik. 

Die  beiden  Urkr&fte  der  Natnr.  Ein  Beitrag  Eor  PhTsik  nnd 
Astronomie  von  H.  C.  Howe.    Lflbeck  1676.    Rudolf  Seelig.    98  S. 

Eine  Probe  von  unentwickeltem  Denkvermögen  in  einem  Grade, 
wie  es  nur  bei  keinem  oder  ganz  erfolglosem  Schulbesuch  vorkommen 
kann,  nud  wo  man  gern  jeden  Versuch  einer  Verständigung  aufgiobt, 
in  starkem  Contrast  mit  dem  Um&ng  herbeigezogener  Kenntnisse 
von  physikalischen  Gegenständen.  H. 


Das  Uoleculargesetz  mit  besonderer  Anwendung  auf  das  Wasser, 
den  Wasserdampf  nnd  die  Luft.  Von  P.  E.  Härder.  Hamburg  1866. 
Otto  Meissner,  168  S.  —  ErgftnzuDgen  and  Erläutemngen  nun 
Vorstehenden.    1874. 

Mit  dem  Moleculargesetz  bezeichnet  der  Verfasser  die  von  ihm 
hypothetisch  anfgestellte  Relation 

zwischen  dem  Dmck  P,  der  Temperatur  T  und  der  Dichtigkeit  m 
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eines  volUlommeiien  Gases.  Der  Ansdruck  wird  zwar  dorch  voraus- 
gehende Betrachtung  motivirt,  und  tritt  der  Darst^llungsfonn  nnch 
als  Resaltat  auf,  doch  beschränkt  sich  die  Betrachtung  auf  belichig 
ansgesonderte  Teile  in  spcciell  gewählter  Auorduung  uod  bleibt  weit 
entfernt  vod  oiuor  wirklichen  Bedaction.  Der  Hauptrelation  wird 
eine  zweit« 

znr  Seite  gestellt,  worin  V  die  Atomgeschwindigkeit  bedeuten  soll. 
Beide  haben  im  Qrunde  mit  Molecular Vorgängen  nichts  zu  schaffen, 
da  solche  weder  ontersncht  worden  sind,  noch  von  der  untergelegten 
Beziehung  der  summarische u  Grössen  V  u.  s.  w.  auf  Bewegung  der 
Atome  irgendwo  Gebrauch  gemacht  wird,  so  oft  sie  sieh  auch  erwähnt 
findet  Daher  ist  eiu  principiell  theoretischer  Fortschritt  in  der  Auf- 
stellung nicht  wol  ersichtlich ;  es  kann  sich  bloss  noch  darum  bandeln, 
ob  dieselbe  den  Wert  einer  empirischen  Formel  bat.  Dem  ent- 
sprechend werden  dann  auch  im  Verlauf  der  Schrift  die  Consequenzcn 
der  Relation  für  das  Vrrbalten  des  Wassers,  des  Wasserdampfs  und 
der  Luft  entwickelt.  Die  Vergleicbnng  derselben  mit  Versucbsrcsal- 
tateu,  auf  äia  es  jetzt  ankam,  da  von  ihr  allein  noch  ein  gOnstigcs 
Urteil  zu  erwarten  war,  ist  eine  äusserst  dürftige,  und  selbst  die 
wenigen  Angaben  zeigen  keine  befriedigende  Uebcreinatimmung.  Durch 
die  6  Jahre  später  erschienenen  Ergänzungen  und  Erläuterungen,  in 
welchen  der  Verfasser  gewisse  Mängel  der  Begründung  einräumt,  die 
Anfttellnog  selbst  aber  aufrecht  ballen  will,  ist  nicht  das  mindeste 
gebessert  Zam  grösstcn  Teil  sind  sie  auf  fernere  Stützung  der  un- 
genOgcnden  Vorbetrachtungen  gerichtet,  die  sie  aber  nur  verviel^tigen 
und  mit  OberflUssigem  Wortreichtum  umgeben.  H. 

Exposition  analytiqne  et  experimentelle  de  la  th^orie  m^nique 
de  la  chalenr.  Par  G.  A.  Hirn.  Troisiöme  Edition,  enti^rement 
refondne.    Tome  second.    Paris  1876.    Gauthier-Villars.    435  S. 

Dieser  zweite  Band  schliesüt  den  ersten  Teil  der  mechanischen 
Warmetheorie.  Er  enthält  davon  das  4te  und  5te  Buch.  Ersteres 
beschädigt  sich  ausschliesslich  mit  den  thermischen  Sfotoren,  letzteres 
behandelt  nach  einander  folgende  Themata:  die  absolute  Wärme- 
capaütflt  der  Körper,  die  innere  Arbeit  an  sich  betrachtet,  die  Zer- 
legung der  innera  nnd  äassern  Arbeit  in  ihre  verschiedenen  Factoren, 
das  Gesetz,  welches  das  Atomvolum,  das  interato mische  Volum,  das 
zor  Erscheinung  tretende  Volnm,  den  innem  und  änssem  Druck  and 
die  absolute  Temperatur  verbindet,  die  Ausdehnung  des  Gesetzes  für 
Wärmequantnm  nnd  Temperatur  auf  Liquiden  und  die  Allgemein- 
gültigkeit desselben.  Es  folgt  dann  noch  ein  Rückblick,  eine  kritische 
Besprecfanng  einzelner  Pnnkta  und  aUgemeine  Schiasse.  H. 
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Die  Theorie  der  Wanne.  Von  Dr.  Uorjnann  Scheffler.  Mit 
einer  Fignrentafel.  Brauuschweig  187&.  Friedrich  Viowog  und  Sohn. 
71  S. 

Aus  einem  beigefügten  Prospect  ersieht  man,  dass  das  Vorliegende 
als  Probestack  aus  einem  Univorsalwerke,  die  gesammte  Nuturwisseu- 
scbaft  einacliliesslich  d^r  Natiirphilüsopio  unter  dem  Titel :  „Die  Natar- 
geset/e"  nmfaaseml,  ausgegeben  wird,  um  iin  voraus  Gelegenheit  zu 
einer  Beurteilung  darzubieten.  Gleicli  der  Anfang  der  Scbrift,  in 
welchem  der  Verfasser  eine  Originalhypotheso  aufstellt,  zeugt  tdd 
einer  seltenen  ünßkhigkeit  seine  Gedanken  mitzuteilen.  Man  bleibt 
dabei  in  Zweifel,  üb  er  selbst  die  fehlenden  Bestimmungen  hinzu- 
gedacht und  nur  vergessen  hat  sie  auszusprechen,  oder  ob  ibni  das 
Ituwusstsein  der  Erfordernisse  eines  klaren  Gedankens  gänzlich  abging. 
Das  letztere  wird,  wenn  man  weiter  liest,  das  wabrscheiu liebere.  Die 
Neuzeit  ist  sehr  ergiebig  an  litterarischen  Erzeugnissen,  die  mit  Welt- 
ideen auftreten  ohne  von  den  elementaren  Bedingungen  exacter  Auf- 
fassung eine  Ahnung  zu  haben.  Wir  können  nicht  atif  jedes  der  Art 
ausffkhrlich  eingehen.  In  Betreff  dos  gegenwärtigen  ist  zu  wQnscbeu, 
dass  das  beabsichtigte  Untemehmeu  nicht  zur  AusfQhruug  kommt. 


Jordmagnetiska  bestämningar  i  Sverigo  under  ärcu  1869— 18ri. 
Af  Bob..Thalen.  Med  3  taflor.  Till  Kongl.  Vet.  Akad,  inlemiiad 
den  13  december  1871.  Stockholm  1872.  P.  A.  Norstedt  och  söner. 
4«.    80  S. 

Om  Spektra  tillbörande  yttrium,  erbium,  didym  och  lanthan.  Af 
Bob.  Thal6n.  Med  en  tafla.  Till  Kongl.  Vet,  Akad.  inlemnad  de« 
9  September  1873.  Stockholm  1874.  P.  A.  Norstedt  o.  sOner.  4*. 
24  S. 

Bedogürelse  för  eu  ny  method  att  modelst  mt^etiska  mätningar 
undersOka  jornmalmfält,  jemte  anförande  af  n&gra  i  sammanhaug  dcr> 
med  anstftida  experimenter.  Af  Bob.  Thal^n.  Ofversigt  af  E.  Vet 
Akad.  förh.  1874.    Nr.  2.    Stockholm.    15  S. 

Om  de  isüdynamiska  ytorna  kring  en  vertikal  magnetatang,  med 
tillämpniDg  h&raf  vid  en  pä  magnetiska  mätningar  gnindad  auderr 
Bökning  af  jernmalmi^lt.  Af  Rob.  TbaUn.  Ofv.  af  K.  Tet.  Akad. 
förh.  1874.    Nr.  5.    Stockholm.    13  S. 

Om  magnetiska  mätningar  ä  jerumalmfält.  Af  Bob.  Thal4n. 
öfv.  af  K.  Vet  Akad.  IBrh.  1874,    Nr.  8.    Stockholm.    21  S. 

Bechercbes  sur  les  spectres  des  metalloldes,  Par  A.  J.  Ang- 
atröm  et  T.  R.  Thal^n.    (Extr.  des  Nova  AcU  B.  Soc.  Sc  Upsal., 
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8^.  m.  vol.  IX.)    Avec  2  plaochcs.    Upaal  1675.    Ed.  Berling.    i". 

34  S. 

Vier  von  diesen  6  ^rboiten  handeln  vom  MagDetismos,  zwei  von 
Spectrft)ana]yscD ;  schliesBeu  wir  uns  in  der  Betrachtung  dieser  Schei- 
dung in  2  ClasBcii  au.  Die  erste  Arbeit  ist  ein  Bericht  über  Mes- 
Bongen,  welche  der  Verfasser  im  Lanfe  dreier  Jahre  ia  dem  Teile 
von  Schweden  zwischen  Ume&  (Nordende)  und  Schonen  (Südende) 
angestellt  hat  am  die  enlmaguetischen  Constantcu  zu  ermitteln ,  eine 
Untersuchung,  welche  vur  ihm  von  .lugström,  Lemstritm  nnd  Lnndqnist 
begonnen  und  gefördert  worden  war.  Es  ist  dies  ein  Landstrich,  in 
welchem  die  localen  Stömugon  beaonders  hohe  Grade  erreichen.  Die 
Schrift  enthält  diu  Beschreibung  der  Instrumente,  des  Bcobachtungs- 
nnd  Berech uuugsverfahreus,  die  Aufzeichuang  üer  Beobachtuugsresol- 
tate  und  die  Bestimmung  der  Constauteu. 

Die  dritte,  vierte  und  fänfte  Schrift  haben  die  Entdeckung  der 
Eisenerzlager  auf  magnetischem  Wege  zum  Ziele,  was  jedoch  auch 
AnlsBB  bot,  oine  geometrische  Aufgabe  in  analytischem  Interesse  zu 
verfolgen  nnd  zu  lösen.  Im  dritten  Artikel  wird  das  Messnngf- 
vcrfahreu  nnd  die  Coustmction  der  isogoniscben  nnd  isodynamischen 
Linien,  welche  2  Pole,  einen  des  Maximums,  einen  des  Hinimums  der 
Ablenkung,  umscbliessen,  beschrieben,  eratere  entsprechcud  der  Wir- 
kung einer  verticalen  Hagnetstangc  und  des  Erdmagnetismus,  letztere 
der  Wirkung  dieser  zwei  und  eines  fernen  Deviationsmagneteu.  Um 
SQch  auf  die  Tiefe  dus  Centrama  der  Eisenmasse  zu  schliesseu,  werden 
im  vierten  Artikel  die  isogouische  und  isodynamischc  Fl&che  berechnet. 
Der  fQnftc  Artikel  enthält  tlieoretischo  Betrachtungen,  welche  die  zur 
Ermittelung  der  Lage  eines  Eisenerzlagers  anzustellenden  Inten sitäts-, 
Indinations-  nnd  Dcclinatious-Beobachtungen  leitt'n,  nnd  handelt  zum 
grössten  Teil  von  der  Bestinimnng  des  Südpols  der  Eisoumasso.  Der 
zweite  Artikel  ist  ein  Bericht  über  Versuche,  welche  darauf  ausgingen, 
die  Spectra  des  Yttriums  und  Erbiums,  sowie  die  des  Didyms  nnd 
Lanllioms  gesondert  zu  erbalten,  was  in  der  Tat  gelang,  mit  dem 
Resultat,  dass  die  anscbeineiid  gemeinsamen  Linien  nnr  je  einem  von 
beiden  Stoffen  angehörten.  Die  sechste  Schrift,  noch  von  AngstrOm 
bearbeitet,  nach  seinem  Tode  von  Thal^n  zusammengestellt  und  heraus- 
gegeben, ist  eine  umfassende  Abhandlung,  wetehe  die  gesammteu  Unter- 
suchungen über  die  Sp^^ctra  der  Metalloide  hinsichtlich  des  bis  jetzt 
Erreichten  entwickelt  ohne  über  Special  versuche  zu  berichten,  Sie 
handelt  nach  einander  von  den  Spectren  der  alkalischen  und  alkalin- 
erdigen  Metalle,  dann  des  Kohlenstoffs  und  seiner  Verbindungen, 
dann  des  Azotes  nnd  seiner  Verbindungen,  stellt  dann  die  Vorsnchs- 
weiscn  zusammen,  erörtert  die  Bestimmung,  der  Wellenlängen  und 
giebt  scbliesgUch  die  Tabelle  der  Resultate.  IL 
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Verschiedene  Schriften,  Zeitschriften. 

Nova  Acta  Regiae  Sociotatia  Scientiarnni  Upsalicusis.  Scrici 
tertiae  vol.  VIII.  1873.    IX.  1874.  1875. 

Der  Inhalt  des  Stcn  Bandes  an  matheoiatischou  und  matbcnwtiBch 
physikalischen  Abbandluugen  ist  folgender. 

H.  Gyld6n:  Untt'rsuchungcn  über  die  Rotation  di-r  Erde. 

R.  Hoppe:  Systeme  gleicher  Linien  und  Flächen  begrenzt  durch 
gcineinBame  Radien. 

M.  Falk:  Ueber  die  Integration  partieller  Differcntialglt'ichungen 
utcr  Ordnung  mit  1  abh&ngigen  und  'i  uuabbilugigen  Variabein. 

L.  A.  Forssmani  Von  den  Relationen  zwischen  dem  Nordlicht, 
dcu  magnetischen  St  rungen  und  den  meteorologischen  £rüchciuangcii. 

Göran  Dillnor:  Abhandlung  aber  höheren  geomctriBchon  CalcnL 

Der  Inhalt  des  9tou  Bandes  ist  folgender. 

G.  Lnndqnisti  Ueber  die  Reflexion  des  Lichtes  an  der  Ober- 
fläche isotroper  Körper. 

Otto  Pettorsson:  Untersuchungen  über  die  Molccularvotumiaa 
einiger  fieihen  von  isomorphen  Salzen. 

C.  F.  Lindman:  Ueber  eine  tranascendente  Fauction. 

H er m an  Schul tz :  Uikrometrische  Beobachtungen  von  5uO 
Nebelfleclien. 

H.  Hildebrand  Hildebraudsson:  Ueber  die  obem  Ströme 
der  Atmoapbftre  in  ihrer  Beziehang  za  den  Isobu'ymetrischeD  Linien. 

A.  J.  AngstrSm  nnd  T.  R.  Thal6n:  ünterancfauDgen  aber  die 
Spectra  der  Üetalloide.  H. 


Nouvelle  Correspondance  MathSnintique.  Pnbliö  par  Kngdne 
Catalan,  aucien  61dve  de  l'^cole  polytechniqne,  Doctear  6b  sciences, 
Profeascur  ä  l'untverait^  de  Li^ge,  etc.  et  Paul  Sfanaion,  Doctour 
ap^cial  en  sciences  math^matiques,  Professeor  ä  l'nniversil^  de  Gand. 
Tome  I.    Mons.  1874.  1875.    Hector  Manceaux. 

In  Betreff  der  3  ersten  Lieferongen  verweisen  wir  auf  litt  Ber. 
228.  Der  luhalt  der,  besondere  an  Aufgaben  reichen  3  übrigen  an 
Aufoatzen  ist  folgender. 

P.  Uansion:  Pritidpien  der  Theorie  der  Determinanten  nach 
Baltzer  and  Salmon  (2  Artikel). 
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J.  Neaberg4  Ueber  2  Probleme  von  Simon  Lboilier. 

E.  Catalan:  Ueber  einen  geometriscben  Ort 

L.  S»ltcl:  Satze  fiber  die  Cnrven  und  Flächen  3.  Ordnvng. 

E.  Catalan:  Ueber  die  biuomiBclie  Formel. 

De  Tilly:   Note  Über  das  Princip  des  arithmetiBchen  Uittels 
nud  ('asBon  Anwendung  auf  die  matbematisclie  Tbeorie  der  Fehler. 
B.  Kicwonglowski:  Note  Aber  die  Bogen  sph&riBcher  CoTTen. 

F.  Mansion:  Ueber  eine  Maximum- Frage,  Unygeu'sches  Problem. 
E.  Catalan:  Ueber  die  Asymptoten  der  algebraischen  Curven. 

H. 
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1876. 


DiqllZüdbvGoOyk" 


Verlag  von  Friedrieh  Tiewe^  nud  Sohn  in  Braimgehireiy, 
(Zu  belieben  durch  jede  Qnchhandlang.) 

Müller -Po uillet 's 
Lehrbuch  der  Physik  und  Meteorologie. 

Achte  nmirearbeitete  and  rerniehrte  Anllaf  e        ^ 

bearbeitet  von 

Dr.   LeOp.    Pfaundler,  F"fB««r  dst  n.j«V  u  i«  UniT.t.it*t  Inulmck. 

In  drei  Bünden.    Mit  gegen  2000  in   den  Text  eingedruckten  Holz- 
stichen, Tafeln,  zum  Theü  in  Farbendruck,  und  einer  Photographie. 
gr.  8.    Fein  Velinpap.    geh. 

Erster  Band.    Erste  AbtheiluQg.    Preis  4  Mark. 


Verlag  von  Ixiuis  »bert  in  Halle  ajS. 

(Zn  bcKJchtn  ilureb  nllo  Buchhattdiungrii.) 

Enneper,  Prof.  Dr.   X.,   Elliplische   Fanctiotien.     Theorie  «.   Geschieht«. 

Akademische  Vorträge.    Lex.  8.    br.     Iß  Mk. 
Thomae,  Prof.  Dr.  J.,  Sammlung  von  Formeln,  ireleke  hei  Amretulung 

iL  elliptisch,  ii.  Rmeuhniii' scheu  Functionen  gebraucht  werden,   gr.  4. 

br.    3  Mk.        ■ 
Thomae,   Prof.  Dr.  J.,  AMm  e.   Theorii'  il.  comph-xcn   Fimdione»  u. 

'I.  Tliefa/unctiaiiKn   e.     Veranilerlichen.     ü.   \'orin.  AuH.     gr.  8.     br. 

5  Mk.  2;,  Pf. 
Thoinar,  Prof.  Dr.  J.,  Einteilung  in  d.  Thturie  tl.  bestimmten  Integrale. 

gr.  4.    br.    2  Mk.  80  Pf. 
Tliomae,   Prof.  Dr.   J.,    Ebene  geMmetr.    OeOUle  I.  u    II.  Ordn.  vom 

Stantlpunhe  tl.  Geometrie    d.  I^ge  hetraehlet.    gt.  4.     br.     2  Mk. 

25  Pf. 

Tlioniae,  Prof  Dr.  J.,  Ueber  e.  Function,  n-elche  e.  linearen  Dißtren- 
tial-  untl  DiffereHzeiigleichung  IV.  Ordn.  Genüge,  leittei.  gr.  4.  br. 
1  Mk.  50  Pf. 

Ueher  d.  DlfferentinlruTfen  d.   Kegelschnitte,     gr.  8. 

Hocbhelm,  Dr.  A.,    Ueher  Pole  u.  Polaren  d.  parahol.   Curven  III.  Ordn. 

gr.  4.    br.     1  Mk. 
Dronke,  Dr.  A.,  Einleitung  in  d.  höhere  Algebra,     gr.  8.     br.     4  Mk. 

50  Pf. 
Bette,  Dr.  W,,    Unterhaltungen  über  einige  Capüel  d.  M^canigue  cflesle 

II.  d.   Kosmogonie.     gr.  8.     br.     2  Mk. 


=dbv  Google 


toppt!  PrilKipitn  dar  flädtmthtorit. 


xvn. 

Piinelpieii  der  FlSeheiitheorie. 


Ä.  Hoppe, 


Die  gegeDv&rtige  Bearbeitung  der  Flächentheorie  reiht  sich  einer 
grOsBem  Anzahl  Hhnlicher  Arbeiten  an,  welche  in  nenater  Zeit  in 
&vnz0s>3chen  nnd  iUlienischen  Journalen  erschienen  sind.  Das  er- 
wachte Streben,  die  Methode  in  snccessiven  Schritten  dem  Ziele  einer 
allseitig  befriedigenden  and  dadurch  definitiven  Gestaltung  znznfllhren, 
wovon  dieselben  Zengniss  ablegen,  irird  anch  den  neuen  Verench 
rechtfertigen,  welcher  das  gleiche  Ziel  verfolgt  Es  liegt  mir  jedoch 
ob,  knrz  zu  bezeichnen,  worin  er  sich  nnterscheiden  soll,  nnd  in- 
wiefern ich  ihm  einen  Fortschritt  vindicire.  Ein  Teil  der  betreffen- 
den firflhercn  Arbeiten  hat,  wie  wir  es  verlangen  mSsBen,  in  der  Tat 
das  Oauze  der  Theorie  in  Ange,  sie  lassen  sich  aber  in  der  Wahl 
ihres  Aasgangspunkts  nnd  ihrer  Einfnhmngen  —  anscheinend,  denn 
Erklärung  daraber  wird  nicht  gegeben  —  durch  apriorische  Argn-  ^ 
mente  besümnien,  die  ich  nicht  Air  entscheidend  halten  kann-,  sie 
wfthlen  dazu  eine  zn  breite  Basis,  und  erschweren  infolge  dessen  den 
Einblick  dnrch  einen  zu  grossen  Formelapparat.  Andere  Bearbei- 
tungen hingegen  sind  mehr  auf  eine  gee^ete  Basis  bedacht  gewesen; 
aber  sie  richteten  sie  nur  auf  leichte  Herleitung  gewisser  Theoreme 
ein.  Wir  mOsaen  beide  Fordemngeu  vereinigen.  Die  Prindpien 
müssen  disponibele  Werkzeuge  der  Untersuchung  in  allen  Richtungen 
sein,  ebendarum  aber  anch  eine  leichte  Handhabung  gestatten,  sich 
daher  in  Einfthrungen  auf  den  geringst  möglichen  Umfang  besehran- 
kon.  Ueber  die  Richtigkeit  der  Wahl  kann  nur  der  Erfolg  ent- 
scheiden. Der  Punkt,  in  weldiem  die  Methoden  ans  einander  gehen, 
nnd  der  t>estimmend  für  die  ganze  fernere  Gestaltung  wird,  ist  die 
T(U  ux.  la 
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EinftthruDg  der  FimdaTnciitalKrOgBen  zweiter  OrdnuDg;  denn  die  Gaass- 
Bcfaen  erster  Ordnung  Bind  allen  gemeinsam  und  ea  ist  kein  Grand 
erdenklich  davon  abzugchen.  Ich  habe  nnr  zu  ihrer  Bezeichnnnf; 
des  leichtem  Schreibens  nnd  Lesens  wegen  die  kleinen  Buchstaben 
e,  ^,  ff  statt  der  grossen  gewählt.  Die  von  mir  aufgestellten  3  Fnnda- 
mentalgrQssen  3.  Ordnung  iind  auch  schon  früher  in  Anwendung 
gekommen;  doch  nehme  ich  auf  die  betreffende  Arkeit  keinen  Bezug, 
weil  sie  im  übrigen  keinen  BerQhrnngspnnkt  darbietet  Einziger  Be- 
stimmnngBgrund  war  mir  vielmehr,  dass  ,die  theoretisch  wichtigen 
geometrischen  Eigenschaften  nnd  Bedingungen  im  elnfiicbBten  Connez 
mit  den  Werten  nnd  Relationen  jener  6  Grössen  stehen.  Die  Theorie 
wird  aus  folgenden  3  Abschnitten  bestehen:  I.  Entwickeinng  der 
theoretisch  wichtigen  geometrischen-  Beziehungen  anf  allgemeiner 
Grundlage.  11.  Besondere  Liniensysteme,  nämlich  KrümmungsUnien, 
asymptotische  Linien,  orthogonal  geodätische  und  Abbildungs-Linien- 
systeme.  III.  Besondere  Arten  von  Flächen,  welche  sich  dadurch 
anszeichnon,  dass  sie  Lösungen  von  Froblumen  zulassen,  die  allgemein 
nicht  lOsbar  sind.  Die  einfachsten  Sätze  der  Curventheorie  (Bd.  56. 
VII.}  nnd  der  Cinematik  (Bd.  55.  IX.)  setze  ich  als  bekannt  voraus. 


I.    EntwlAhelHng  der  tbeoretlMih  wlcbtlgen  geometrlMli«!! 
Beilelmngeii  anr  »Ilgenielner  f *TTf*lrg* 

§.  1.  Bestimmnog  von  Punkten  und  Linien  auf  einer  Fliehe. 
FandamentalrrOBsen  1.  Ordnung,  Eine  Linie  als  Ort  eines  Punktes 
(xgz),  den  derselbe  bei  Variation  des  Parameters  u  erzeugt,  ist  be- 
stimmt durch  die  Functionen 

«  =  «(«);    y  =  y(w);    «--(») 

Variirt  die  Linie  mit  einem  zweiten  Puameter  v  nnd  erzeugt  eine 
Fläche,  80  ist  diese  bestimmt  durch  die  Fnnctionen 

*  —  ii;(«,  i>)i     y  —  y(«,u);     s  =  3(u,o) 

Dabei  erzeugt  jeder  Punkt  der  obigen  Linie,  u  =  const.,  eine  neue 
Linie  auf  der  Fläche,  die  wiederum  bei  Variation  von  u  dieselbe 
Fläche  erzeugt.  Demnach  durchkreuzen  sich  in  jedem  Punkte  2  Linien, 
genannt  die  Parametcrlinien  (u)  und  (e),  welche  bzbw.  bei  allein 
varürendem  w  nnd  allein  variirendem  i>  erzeugt  werden.  Sofern  durch 
die  Werte  von  u  und  v  der  Punkt  (xy»)  oder  der  Pankt  (uu)  be- 
sümmt  ist,  kann  man  w,  ti  Coordinaton  desselben  nennen;  znm  Unter- 
schied mögen  sie  Buperficielle  Coordinaten  heisseu.  Fttrz  =  u, 
y  ■-  c,  x-'O  gehen  sie  in  ebene  cartesische  Coordinaten  aber. 
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Bewegt  eich  der  Fankt  (nc)  beliebig,  d.  h.  bei  beliebiger  gleidi- 
zeitiger  Variation  von  u  und  e,  lElngs  der  Fläche,  so  ist  dae  Element 
der  erzeugten  Linie  8s  aosgedrttckt  dnrch 

wo 

»-  =  &*•  +  £»••'   5»- I'^  +  S'";     »--S^+ää"    W 

Das  Besnltat  der  Einftllirang  dieB^  Werte  hat  in  Bezog  ftof  Sh,  dp  ' 
die  Fonn: 

wo 

•  =  «)•+©■+©• 

dxäx  ,    9y  ^   ,   8»  8» 

gesetzt  ist.  Die  Coefficienten  e, /,  g  heissen  die  FnndamentaU 
grossen  1.  Ordnung.  Sie  haben  fOr  alle  Linien  »,  die  von  dem- 
selbeu  Punkte  ausgehen,  in  diesem  dieselben  Werte,  w&hrend  das 
VerhUltnisB 

fOr  verschiedene  Linien  verschieden  ist 

Unter  dem  Winkel  zwischen  2  sich  schneidenden  Linien  «,  *' 
versteht  man  den,  welchen  ibre  Taugenten  im  Schnittpunkt  bilden. 
Die  Richtungscoeinns  der  erstem  Tangente  sind  nach  dem  Obigen: 

Bezeichnet  also  9  den  Winkel  zwischen  «  nnd  «',  denen  die  Werte 
t  und  k'  entsprechen,  so  findet  man; 

e-\-f(k+l')+gkk' 


y(«  4.2,'i  4.sii)(e+2/i'+j,i'») 

Ist  insbeBOndere  «'  die  Parameterlinie  (u),  also  't'  =  0,  nnd  gebt  dum 
9  Ober  in  9o>  so  ist 

C08#o  —  ^■'      ■    ■  ■  (6) 

*       y<y<8tt»-t-2/8uÖt.+söi^  ^ 

I5* 
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LasBt  man  endlich  ancb  i  in  < 
gehen,  so  wird  öi»  —  0,  tiso 


Parameterlinie  (o),  #g  in  D  ttber- 

C08D  =  ^  (6) 

Da  nnn  yedw  und  V^Sd  die  Werte  von  8«  bzfaw.  für  de  ^>  0  und 
8u  -^  0  Bind,  80  folgt,  dasB  e,  g  die  Quadrate,  /  daa  mit  dem  Coainns 
deä  Winkels  zirischen  den  Parametcriinien  mnltipliclrte  Prodnct  der 
beiden  Parameterlinieneleinente,  Jedes  dividirt  dnrdi  das  Paramet«r- 
increment  bedeuten. 

Ans  dieser  Bedeatnng  folgt,  dass  e,  /,  g  noabh&ngig  von  der 
Lage  der  Axen  der  x,  y,  z  sind. 

Sind  umgekehrt  auf  zwei  Flächen,  die  man  in  denselben  Pan- 
metem  u,  v  darstellt,  die  Werte  von  e,  f,  g  dieselben,  so  sind  nach 
Ol.  (2)  auch  die  Längen  aller  entsprechenden  Linien  gleich;  folglich 
kann  man  die  eine  Fläche  durch  Biegung  ohne  Dehnnng  od^  Cod- 
traction  auf  die  andere  legen,  und  man  hat  den  Satz: 

S.  X.  Alle  Flächen,  die,  bezD^lich  auf  dieselben  Pa- 
rameter, gleiche  Fondamentalgrössen  erster  Ordnung 
haben,  sind  auf  einander  abwickelbar. 

Endlidi  folgt  noch  aus  (4)  und  (6),  dase 

/-O 
und 

e+y{fc+i')+j,il'  =  0  (7) 

die  Bedingungen  des  rechtwinkligen  Darchschnitts  bzhw.  der  Para- 
metarlinien  und  zweier  beliebigen  Linien  sind. 

S.  2.  BcrHhruKBebene  und  Normale.  Die  Gleichungen  der 
Tangeote  einer  Gurre  «  auf  der  Fläche  sind: 


i-.+Sg- 


.+«ä 


Setzt  man  fOr  8«,  dy,  9b  ihre  Werte  (1)  und  eUminirt  0u,  9t>,  i 
kommt: 

9^     8a: 

8w    S    ^' 
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das  ist  die  Gleichnng  einer  Ebene.  Da  Bie  9u,  8i>  oiclit  enthfllt,  bo 
gilt  sie  gleicberifeise  fQr  die  Tangenten  aller  Cnrven,  die  durch  den 
Punkt  (ue)  gehen.  Die  so  bestimmte  Ebene,  in  welcher  demnach 
alte  diese  Taiigeuteu  liegen,  heisst  die  BerUhrungsobene,  ihre 
Normale  im  Berflhrungspnnkt  errichtet  die  Kormale  der  Fläche. 
Die  RichtnngBcosinas  der  einen  wie  der  andern  p,  q,  r  mOBsen  den 
Coe^cienten  von  |,  «],  £  proportional  Bein;  daher  hat  man: 


8,    8» 

s,   s. 

8«     8> 

^  a. 

S.    K 

a  8c 

i    a*  — 

i    •■* "" 

&     8> 

dx  a> 

B,     8y 

a  a 

s  s 

8^     & 

Zur  Bestimmung  TOn  (  nimmt  man  die  Qnadratsnmme  der  3  Grossen; 
dann  kommt: 

(1  „  ^_f»  (10) 

Da  die  Normale  auf  allen  Ttungenten  senkrecht  steht,  so  ist  fOr 
jede  Variation  l&ngs  der  Fläche 

pdx-^qdy+rdi  -=  0  (11) 

Der  Formel  (6)  Usst  sich  jetzt  eine  zweite  an  die  Seite  stellen ; 
es  ist  _  _ 

/=yegeQBD;    i  =  y«jBiaD  (12) 

§.  3.  FlSckenelement.  Denkt  man  ein  FISchenBtack  Si  von  der 
Parameterlinie  (u)  bei  variirendem  o  erzengt,  so  nimmt  es,  nenn  d 
in  o-j-d»  Qbergeht,  um  den  unendlich  schmalen  Streifen  SA  zwischen 
2  consecotiven  Parameteriinien  (u)  zu.  Dieser  Streifen  wird  zugleich 
mit  dem  FUchenstttck  Ä  von  der  Farameterlinie  (f)  bei  variirendem 
u  erzengt,  uud  eein  Increment  S^Sl,  das  er  bei  Uebergang  von  u  in 
H-\-3ii  erhält,  ist  das  nach  allen  Richtungen  unendlich  wenig  ans- 
gedehnte  Bogenviereck  zwischen  2  Far  consecutiven  Parameteriinien 
(u)  und  (f)  und  beisst  als  solches  das  Element  der  Fläche,  in  dem 
Sinne  dasB  durch  Integration  nach  u  und  v  daraus  die  Fläche  Sl  er- 
halten wird.  Dieses  Bogenviereck  lässt  sich  als  ein  Parallelogramm 
in  der  Bertthrnngsebene  betrachten,  dessen  2  an  den  Punkt  (uu)  an- 
stOBsende  Seiten  die  anf  den  Tangenten  der  Parameteriinien  at^e- 
tngenen  Linienelemente 

bilden  mit  dem  Winkel  D  zwischen  sich.    Der  Inhalt  ist  daher 


das  ist  nach  (12): 


3»ß  =  -^edu.ygSvsiaD 


d'Sl~-tBuSv,    oder    Sl—/ftdadv 
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OeinftsB  dieser  geometriechen  Bedentting  der  GrAsse  t  kann  man  die- 
selbe den  Fl&chendifferentialqnotientea  nennen. 

5.  4.  KDrperelenent.  Donkt  man  einen  EOrper  P  von  einer 
FlAche,  Ausgedrackt  in  den  Parametern  tt,  «  bei  Tariaüon  mit  einem 
dritten  Parameter  u  erzengt,  so  ist,  wenn  v  in  N<-(-du>  abergeht,  das 
Increment  des  Körpers  BP  die  nnendlich  dünne  Schale  zwischen  2 
coaeecutiven  Flächen.  W&brend  nnn  das  FlächenstOck  A  die  Schale 
dP  erzengt,  erzeugt  das  Flächenelement  d'A  das  nach  allen  Rlch- 
tnngen  hin  nnendlich  wenig  ausgedehnte  Körperelement  S'P,  in 
0«stalt  eines  Prismas  aof  der  Ornndfläche  B*Sl  and  TOn  einer  Höbe 
gleich  der  Projecäon  der  Verrttckung  des  Punktes  (m))  auf  die  Nor- 
male der  FUche.  Die  Projectionea  der  Terrftcknng  auf  die  Axen 
der  X,  t,  ■  sind 


^^8«, 


also  ihre  Projection  aof  die  Normale 
foll^cb  iat  das  Eörperelement 


t> 


ST-H'a-uSiiS,, 

oder 

S'p=  ra.Bi.8«. 

5  det  Werte  («)  (9) 

a.  a>  a. 
K  $;  s,. 

T- 

s.    s.   l. 

ii  ü  s. 

{.  6.    FoBdaBieiitalgrSMeii  Eirelter  OrdnnB^.    AlB  Fnndamen* 
talgröBBen  2.  Ordnung  betrachten  wir  folgende  drei: 


8«..      8V  , 


S-.  8V  S>, 

8^.  ,      8'j   ,      8'. 
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Auch  diese  sind  anabltängig  von  der  Lage  der  Axeo  der  *,  y,  a,  wie 
eiDo  Orthogonalsnbstitatioii  f&r  ir,  y,  j  leicht  zeigt.  Vennittelet  ifarer 
laesen  sich  nun  die  Covarianton  (d.  i.  mit  der  Aienlage  varüronden) 
2.  OrijuuDg  auf  je  3  Covarianten  1.  Ordnung  und  Invarianten  (d.  fa. 
Ton  jener  unabhängige}  2.  Ordnung  znraekftüiren,  in  folgender  Form : 


53- 

4+A 

%^^' 

8>> 

-•>t-y>^l+B,, 

9^ 

"!+'=. 

!+<'■<■ 

t 

-a+^.£  \ 

l 

-1+ 

'.li 

gUltig  fSr  jede  Lage  der  z  Axe,  so  dass  die  Coefficienten  dieselben 
bleiben,  wenn  te  in  y  nnd  z,  p  in  9  nnd  r  tibergeht    Um  die  Coeffi- 

cienten  zn  bestimmen   mnltiphciren  wir  die  5  Gleichungen  mit   ^ 

and  nehmen  die  Summe  der  je  3  analogen  fttr  ic,  y,  «.  Dabei  ist 
hinsichtlich  dea-iinken  Seiten  za  beachten,  da«  durch  Differentiation 
der  Gleichnogen 

cte   ,       3y    .       3»       -     \ 


erhalten  wird: 


3p  AB     3g  3y  ,  3i-  3« 

5iiK+R.»+KS  +  -^-" 

Sp  Dl)  '  A»  w  '  flu  9ii  ' 
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-E-m+B,f    1 

—  F—Ja  +  J,f      t 

Mnlttplicirt  man  dieselben  Oteichnngen  Bt&tt  deMen  mit  k-->  bo  giebt 
die  Samme  der  uulogen: 

-F-Hf+H,3    \ 

-0-J,+  J,,     )  <»' 

HierDBch  sind  je  2  der  10  Coefficienteu  durch  3  lineare  Gleichnogen 
besUmmt,  ans  denen  ilire  Wert«  leicht  hervorgehen.  Ualtiplicirt  man 
endlich  statt  dessen  mit  p,  so  gieht  die  Samme  der  Analogen : 

und  die  2  letzten  Gleichnngen  sind  identisch  erfllllt.  Sofern  die  ge- 
faudenen  Wert«  nnabhElDgig  von  der  AxenUge  sind,  ist  die  anftng- 
liche  Anfstellni^  gerechtfertigt 

S-  6.    Relationen  iwtsohen  den  FundamentalgrOssen.   Differentiirt 
man  die  erste,  zweite,  vierte  der  Gl.  (18)  (19)  nach  v,  die  zweite, 

dritte,  fanfte  nach  «,  so  erhalt  man  je  2  Ansdrflcke  fttr  ö-jöI'  a^O' 
^^>  die  einander  gleichgesetzt  3  Gleichnngen  orgeben,  Bämmtlich 


in  der  sie  mit  HlUfe  derselben  Gl.  (18)  (19)  dai^est^t  w»den  kennen. 
Da  diese  fOr  jede  Axenlage  gelten,  so  mnsa 
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jr=0;     ff,— 0;     Kt~-0 

sein.  Unter  den  so  enteteheuden  9  Gleichungen  ist  eine  fOr  sich  von 
selbst  erfullt;  die  abrigen  geben  flboreinstimmend  nnr  folgende  3  nn- 
abhftngigen  Resultate: 

,/(,Vä«,„§/8j      8.81     8.8,     ,8/8/1 
"'"l'rBüS+   8i.8«+8ii8i.     81.8.     'SuBiil 

^■(^-|C)-'^-^«'+'=^'S+<'-'-''-^'  K 

+2(G.-J'/)^+(£/-R)^-0  (27) 


Die  erste,  welche  wir  die  Ganss'^tche  Relation  nennen  können, 
ist  wichtig,  sofern  sie  zeigt,  daas  ilio  GrOHse  EO — F*  fttr  bestimmte 
Parameter  nnr  von  FundameDtalgröaseu  1.  Ordnung  abhängt,  folglich 
nach  S.  1.  auf  allen  anf  einander  abwickelbaren  Flächen  denselben 
Wert  hat 

§.  7.  lt«Utloi  BWiseheD  de«  Krflnman^n  kerttbrewler  CuneB 
(HenBvlerVher  Sats).  Maltipticirt  man  die  erste  der  Ol.  (21)  mit 
3«*,  die  zweite  nnd  dritte  mit  Ö»ffi,  die  vierte  mit  äj*  und  addirt  sie, 
so  kommt: 

dpdx+SqSg+drbt+Edu*-{-2F&udv+Gdv'  =  0  (29) 

wo  die  vollständigen  Differentiale  gemäss  der  Variation  in  einer  be- 
liebigen  Richtung  längs  der  Fliehe,  der  Richtung  der  Tangente  einer 
Corve  a  zu  netunen  sind.  Wendel  man  auch  Gl.  (11)  anf  dieselbe 
Gurre  an,  dividlrt  beide  Gleichnngeu  durch  8*  nnd  differentürt  dann 
letztere  nach  dem  Erttmmnngswinkol  t  dieser  Cnrve,  so  kommt: 

3  au  ,      BS»  ,       0  Sa       ES«'-\-2FBudv-i-GSv' 
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Da  die  2n)al  3  Pactoren  zur  Linken  die  Richtungscosinns  der  Fläcben- 
normale  and  der  Hauptnorniale  vod  i  sind,  so  drBckt  die  Linke  den 
CoHiniis  des  Wiokels  zwischen  beiden  Normalen  aoe.  Setzen  wir 
diesen  —  8,  so  wird  die  Gleichung: 

Die  Grosse  znr  Rechten  hängt  nnr  von  u,  v  nnd  s-  ab,  welcbe  einen 
Punkt  nnd  eine  Tangcntialrichtnng  bestimmen,  ist  also  dieselbe  flir 
alle  Cnrvcn  *  auf  der  Fläche,  die  sich  im  Fnnkte  («*)  bcrOhren. 
Wir  logen  nun  allen  diesen  Cnrven  difjenige  zngmnde,  in  welcher 
eine  dnrch  die  Flächennormale  und  darch  jene  Tangente  gellte  Ebene 
die  Fläche  schneidet.  Dioso  äbcne  Curve,  kurz  bezeichnet  durch  den 
Normalschnitt  im  Punkte  (uc)  fUr  die  Richtung  Ou,  de),  hat  die 
Fläch ennormale  znr  Hanptnonnale,  also  ist  fQr  sie  S  =  0.    Ferner 

drfickt  «-  die  ErUmmnng,  n-  den  KrOmmnngHradins  der  Csrre  *  mu. 
Bezeichnet  also  q  den  KrAmmungsradins  Ses  Normalscbnitts,  so  ist 

woraus  verglichon  mit  (30): 


Wir  haben  demnach  znr  Cbarakterisimng  der  Fläche  in  einem  Pnnkte 
von  jetzt  an  nnr  die  KrOmmnngen  von  Normalschnitten  zn  nnter- 
mchen. 

S-  8.  Sonme  der  Krflmmun^en  zweier  sieh  nnter  rechten  Win- 
keln schneidenden  Normal  schnitte.  Ohne  Rücksicht  auf  die  Bedea- 
tang  der  Buchstaben  hat  man  die  identische  Oleichnng: 

+  («ff-2/F-i-j£)(t-t')»  (33) 

Haben  jetzt  «,  /,  g,  k,  k'  die  Bedeutung  von  §?  1.,  d.  h.  sind  k,  k' 
die  Wert»  von  ö-  fOr  2,  im  Ponkte  (uo)  sich  schneidende  Cnrren, 
so  ist  nach  Ol.  (7) 

<.+/(i+i')+s*A'-0  (7) 

die  Bedingung,  nnter  der  die  Cnrven  sich  rechtwinklig  schneiden. 
Dies  angenommen  redncirt  sich  die  Gleichung  anf 
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(«  +  2/'*+jfc*)(B+2fi'-f  et:'»)4-(«+2A'+y*'')(E+2ft+G'fc*) 
^  CBff-2/F+ffE){i— i')*  (34) 

Da  Meria  E,  F,  O  noch  beliebige  tirftsaoii  sind,  so  setzen  wir 

E  =  e;    F  =  f-,     G  —  g 
dann  kommt: 

«+2/A+,t»)(«+2A'+ffi'*)  -  t»(*-ifc')»  (35) 

Die  vorige  Gleichnis  dnrch  diese  divjdirt  giebt: 

£:+2rt+gt'      E-\-2Fl'-^Gk-*       eG~ifF+gE 

worin  nocb  immer  E,  F,G  beliebige  GrOasen  sind.  Erteilt  man  ihnen 
ihre  Bedentnng  (17),  so  drflcken  nach  (31)  die  2  Terme  zur  Linken 
die  Krümmungen  der  2  NormolBchnittc  für  die  Richtangen  der  Tan- 
geuten der  2  genannten  Cur?en  aus.  Bezeiclinen  also  p,  q'  die 
Kr&mmnngBradien  zweier  sich  rechtwinklig  schneidenden  Normal- 
schnitte,  so  ist 

1,1        eG-2fF+gB 

-  +  -,-- ^ (36) 

8v 
Da  die  Rechte  nnabhängig  von  g-  ist,  so  hat  man  den  S^: 

S.  2.  Die  Summe  der  Kf^i'ii'Xingen  zweier  sich  recht- 
winklig schneidenden  Normalschnitte  ist  fSr  den  be- 
stimmten Schnittpunkt  coDBtsnt 

§.  9.    HaoptkrUmmunfen.    Der  Ausdruck  (31)  von  -  variirt  nnr 

mit  Uy  V  und  ^^'^^  ^^  ftkr  einen  festen  Funkt  (w)  nur  mit  k, 

indem  die  Normalschnittsebeue  nm  die  Normale  rotirt  Differentjirt 
man  unter  dieser  Voranssetsnng  Gl.  (31)  nach  t,  so  kommt: 


tli\,)        X 


I F+  Gk    £+  iFk  +  CA»  1 


wo  zur  Abkürzung 

Ä=i(e  +  2A+fffc»)' 

gesetzt  ist  Verecfawindet  dieser  Ausdrnck  für  jedes  it,  so  ist  ~  con- 
Btant,  ein  Fall  den  wir  sp&ter  betrachten.  Verschwindet  er  nur  fOr 
bestimmte  Werte  von  h^  so  entsprechen  diesen  ein  ^jtxi'^iiTn  and  ein 
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Hinimnm  Ton  -  ■,  denn,  wenn  nicht  alle  Krikmmimgen  ^eich  rind,  so 
mnss  bei  eiaer  vollen  Umdrehnng  mindestens  eine  ein  Uasimam  and 
eine  ein  Minimum  sein,  daher  mnsB  die  quadratische  Gleichung, 
welche  k  bestimmt,  nämlich 

Immer  2  reelle  ungleiche  Wurzeln  haben,  deren  eine  der  Maximal-, 
die  andere  der  MinimalkrQmmuug  entspricht  Die  2,  durch  diese 
Wurzelwerte  bestimmten  Normalschnilte  beissen  die  Hauptnormal- 
Bchuitte,  ihre  KrOmmtmgen  die  HauptkrAmmungen,  ihre  Ebenen 
die  HauptnoYmalebenen,  ihre  Tangenten  die  Hauptkrflm- 
mnngstangenten,  und  deren  Sichtungen  die  Hanptkrflmmnugs- 
ricbtungen. 

Sind  £,,  i^  die  Wurzeln  der  (31.  (38),  ao  wird 

woraus  durch  Verbindung: 

•+/(ti+*.)  +  At.  =  0  (40) 

Erstere  Gleichung  sagt,  das«  die  Hanptkrttinmangsrichtungen  anf  ein- 
ander senkrecht  stehen;  die  Bedeutung  der  letztern  wird  in  §.  13.  zn 
Tage  kommen.  Da  eich  also  die  Haaptnormalschnitto  rechtwinklig 
schneiden,  so  ist  nach  Gl.  (36),  wenn  p,,  q,  die  Hanptkr&mmungs- 
radien  bezeichnen: 

*i      Pi  ^ 

Setzt  man  femer  in  Gl.  (33)  k  =  li:j,  k'=kt,  und  erst  e,/,  g  fOr 
E,  F,  (?,  dann  umgekehrt  E,  F,  G  fOr  e, /,  g,  bo  erhalt  mau  nach 
Gl.  (40)  (41): 

(«+2/Jm-pt,»)(e+2/fc,+ffV)  -  t'(ii-i.)'  (43) 

(£+2/'A,-|-ei,»)(f+2JTt,+  (?i,')  =  (HC  — F»)(*i  -*,)»    (44) 

und  nach  Division,  zufolge  (31): 

Da  jetzt  Summe  und  Prodnct  der  Hanptkrfimmungcn  bekuint  ist,  so 
ergeben  sich  beide  einzeln  als  Wurzeln  der  Gleichung: 
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Um  jedoch  za  finden,  welche  Wnrz^  zn  i,,  welche  zn  1=1  gehört, 
onterBnchen  wir  direct  die  Differenz  beider 


»1       h 

Nach  61.  (31)  ist  Bie 

Dies  mnltiplicirt  mit  dem  ans  (48)  bekannten  Prodnct  beider  Nenner 
giebt; 

Dod  nach  Einftthrang  der  Werte  (39) ; 


A 

|rö|i,-it, 

- 1  /j  1    <• 

(47) 

Die 

gefandenen 

ReBoltate  Tereinfaehen  sich, 

weDn  man  für  £ 

F, 

O  ihre  Werte 

ans  den  61.  (23)  (25)  Bobstitoirt- 

denn  dann  wird 

!; 

-  -fft'*; 

\z\ 

-  I.B-J,)I'; 

1/j 

=,-Jl' 

(48) 

and  man  findet: 

*,+ti- 

^ 

—H 

'.-'.-^. 

'A 

_  a 

J 

(49) 

i+i- 

H 

-■Ai 

^^^^ 

1 

-  Ä^i — fffi 

(50) 

woraoB : 

*,  = 

~ 

^ 

^,      *.-  = 

2J 

+A 

(61) 

1_ 

'H—J 

+^:    i=- 

fl+J.+4 

(52) 

ji  =  (H— Ji)»+4Jffi  (53) 

Die  Gleichungen,  welche  die  HanptkrAmmungsrichtangen  nnd  H&npt- 
luHnuaungep  bestimmen,  laut«n  Jetzt: 
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§.  10.    SphSrisehe  Krttmniiingr.    Wie  aDfanga  S-  9-  erwähnt,  wird 

-   constant,  also  die  KrOmmangen  aller  Normalscbnitte ,   die  durch 

einen  Punkt  gehen,  eiDander  gleich,  wenn  Gl.  (38)  unabhängig  Ton 
k  gilt,  wenn  also 

l^fUo,     ["^l-o,     1^^1-0 

ist,  drei  Gleicbnngeo  die  sich  anf  folgende  2  redndren; 

Im  allgemeinen  beBtimmen  dieselben  einen  oder  einzelne  Punkte;  eilt 
solcher  Punkt  heisst  ein  Nabclpnnkt  In  besonderen  Fällen  geben 
sie  unr  eine  Relation  zmschcn  u  und  t>,  bcBtimmen  also  eine  Linie, 
Nabelltnie.     In  Nabelpunkteu   nnd  Nabellinien  beisst   die  Fläche 

sphärisch  gekrflmmt.    Nach  (31)  werden  die  3  Quotienten  =  -; 

daher  ist 

£==-.      F^£-      G  =  ^  (57) 

t'  9'  9 

§..11.  KrllmmnngBmasB.  Zieht  man  von  einem  festen  Funkte, 
z.  B.  dem  Anfangspunkte  der  xyz  eine  Gerade  von  der  Länge  1  in 
der  Richtung  der  Normale  einer  Fläche,  so  ist  der  Ort  des  Endpunkts, 
dessen  Coordinateu  also  p,  g,  r  sind,  eine  Eugclfläclie  vom  Radius  1, 
auf  welcher  jedem  Punkte  der  Fläche  dryt)  ein  Punkt  der  Engel- 
flftche  (pjr)  entspricht  Beschreibt  nun  der  Punkt  (x^z)  den  Umfang 
eines  unendlich  kleinen  Flächenelements  B*Sl,  so  beschreibt  der  Punkt 
(pgr)  den  Umfang  eines  uuendlichkleinen  sphärischen  Flächenelements 
9'ffi.    Den  Quotienten 

nennt  man  die  Erflmmung  der  Fläche,  in  analogem  Sinne  nie 

in  der  Corventheorie  der  Qnotient  -g-  die  KrQmmnng  der  Curve  ge- 

.  nannt  worden  ist,  nur  war.  es  daselbst  die  Tangente,  mit  welcher 
vom  Anfangspunkte  eine  Gerade  von  der  Länge  1  gezogen  ward, 
deren  Endpunkt  dann  auf  der  Kugel  die  Cnnre  z  entsprechend  der 
vom  BerOhmngspnnkte  gleichzeitig  durchlaufenen  Curve  >  beschrieb. 
Ebenso  wie  dort  werden  wir  anch  in  der  Fläctaentheorie  jede  vom 
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Pnnkte  (pgr)  beschriebene  Curve  die  Indicatrii  der  Normale  ftlr, 
die  von  ihrem  Fosapuskt  gleichzeitig  beacbriebene  Curve  ueiinen. 

Um  den  Wert  der  bo  dcfinirteo  KrDmmung  za  finden,  wenden 
wir  eine  der  Formeln  (9)  auf  die  Kagelflacbe  an,  wo  der  Grösse  ( 
die  GrOssß  <,  entsprechen  möge,  während  p,  q,  r  aach  hier  die  Rich- 
tungscosians  da-  Normale  auBdracken;  dum  igt 

nnd  nach  EinführunK  der  Werte  (19) 


Der  letzte  Factor  ist  > 


IHflil 

II 

3.  ,       & 

^\jJt\ 

9.     9. 
So    'S, 

d'a  _^9b3o 1_ 


(59) 


S.  3.  Die  KrUmmnng  der  Fläche  ist  also  gleich  dem 
Prodnct  der  Hanptkrümmangen.  Infolge  dessen  kOnaen  wir 
eine  Flftche  positiv  oder  negativ  gekrümmt  nennen,  jenachdem 
dio  HaaptkrQmmuQgen  gleiches  oder  ungleiches  Vorzeichen  haben. 
Der  Grenzfall,  wo  eine  Hanptkrtkmmung  null  ist,  kann  entweder  anf 
der  ganzen  Fläche  oder  längs  einer  Linie  oder  in  einem  blossen 
Punkte  stattfinden.  Im  ersten  Falle  wird  dnrch  die  Eigenschaft  eine 
besondere  Art  von  Flächen  definirt,  deren  Theorie  im  3.  Abschnitt 
IwhandeU  werden  wird;  im  zweiten  ist  die  Linie  der  NnllkrQmmnng 
gewfiholich  die  Grenze  zwischen  zwei  entgegengesetzt  gekrtimmten 
Teilen  einer  Fläche. 

§.  12.  Sc'dnctiou  der  ErOmmiuiK  eines  beliebigen  Normalseknltts 
aif  die  Hanptkrümmangeii.    Bezeichnet  #  den  'Winkel  zwischen  der 

8v 
beliebigen  Tangentialrichtnng  g-^-J;  nnd  der  ersten  HauptkrOmmnngB- 

licbtung   ä:™*!»  **•  ist  R— #  der  Winkel  zwischen  eben  jener  and 
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der  zweiteH  HanptkrQnunnngsrichtnng  är  ^  ^-  Daher  erblllt  mas 
die  Werte  von  coBÖ  und  Bind  aus  der  Formel  (4),  wenn  man  bzhw. 
k'—  k,  und  k^  set^t.    Nnn  tiat  man  vcnnfige  der  Gl.  (40): 

«+/(*+*.)+l!"i  -  (/+»'■)('-'.) 
•  +/('+'0+»»i  -  (Z+AX'-*,) 

•+2/li+»V (/+J'.)(«1-*.) 

Demnach  gehen  die  genannten  Ansdrttcke  aber  in 


Bin'ff  —  — 


Ebenso  hat  man  vennSge  der  Gl.  (41); 

demzufolge  die  Formel  for  die  Krammuiig  eines  Normalschnitts  (31) 
Angewandt  auf  die  Hauptkrfimmnngen  ei^iebt: 

Ana  Torstebendcn  4  Ausdrucken  setzt  sich  zusammen: 

coB*^     Bin"»      (f-f  gfciKfc— Jfc,)*  — (f+gfcgjtt  — t,)* 

2FA+Oifc' — J^iti+ü^)  — gjl-ii^ 

das  ist  nach  (41)  und  dann  nach  (31) 

E-{-2Fk-i-Gk*      1 
=    e+2/k-^gh*  -  t 


Auf  Grnnd  dieses  Resultats  kann  man  die  Bozicbungon  zwischen 
den   Krümmungen   der   Normalschnitte    folgendermassen    constntctiv 

darstellen.    Denkt  man  auf  der  variabeln  TaDgentialrichtung  ^  ~=  * 

eine  Strecke  R  abgeBchuitten,  so  sind  R,  9  die  Polarcoordinaten  des 
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Endpunkts  P  anf  der  Berahmngsebene  fOr  den  Berflbrangapnnkt  Af 
ftls  Anfangspunkt.  Lftsst  man  den  Punkt  P  Mm  M  eis  Mittelpunkt 
einen  K^elscfanitt  beschreiben,  bo  wird  dessen  Qleichung 


identisch  mit  61.  (61),  wenn  man 


Beizt    Diese  Gleichungen  Itann  man  entweder  durch 
oder  dnrch 

Rl p;      a=  — ft;      6^ f, 

erfilUea  Fttr  positive  Erüramnng,  wo  9,,  ^  gleiches  Vorzeichen 
haben,  kftnnen  a  und  b,  weil  nie  boidc  negativ  sind,  nur  positiv  sein, 
und  f  hat  dasselbe  Vorzeichen.  I'ür  negative  Krttmmong  hingegen 
sind  beide  Bestimmungen  von  a,  b  znlässig.  Folglich  ist  der  Ort  des 
Punktes  P  für  positive  KrOmmung  eine  Ellipse,  für  negative  eine 
Verbindung  zweier  Hyperbeln  von  gemeinsamen  Asymptoten.  Unter 
allen  Umstanden  aber  ist  der  absolute  Wert  des  KrOmmungsradias  n 
dargestellt  durch  das  Quadrat  des  Radius vcctors.    Da,  im  Intervall 

von  0  =  0  bis  9^  R,  p  von  p^  bis  (i^  variirt,  so  mnss  -  im  Fall 
□egativer  Krünimnug  einmal  null  werden  und  sein  Vorzeichen  wechseln; 
dies  geschieht,  wo  der  Kadinsvector  in  die  Asymptote  Übergeht.  Ist 
aber  die  Krttmmung  des  Normalschnitts  null,  so  sind  ea  nach  §.  7. 
die  Krfimmungen  aller  Curven  von  gemeinsamer  Tangente  gleichfalls. 
Diese  Nnllkrflmmungsrichtungen,  deren  in  jedem  Punkte  einer  negativ 
gekrümmten  ^lELche  2  esistiren,  nennt  man  die  asymptotischen 
Richtungen.    Man  findet  sie  dnrch  Auflösung  der  Gleichung 

£-f-2Fit+(?fc»  =  0  (62) 

nach  k. 

%.  13.    Variation  der  BerBhmnKscbene.    Variirt  der  Bcrübmngs- 
pnnkt  {xy%)  der  BerQhmngsehene 

p(|-^)+g(^-y)+'-{t-')"0 
beliebig,  so  erhalt  man  dni-ch  Differentiation  bei  coifttauten  £,  1],  l 
als  zweite  Gleichung  der  Coincideuzlinie : 

fep(|-ir)  +  S3(^-j)+9r(£-»)  =  0 
Die  (^incidenzlinie  geht  also  dnrch  den  Punkt  {xyz)  und  ist  Tan- 
gente der  FljLche. 
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Bezachnet  v  den  DrebnngswiDkel,  so  ist  ihr  Kditaagseoaiiuu 
gegen  die  x  Axe: 


g^ai.+ji&. 


■ä"! 


und,  wenn  man  for  9,  r  die  Werte  (9)  Betzt: 


^         H,du-{-J^drf  ^ 


das  ist  nach  (23)  (25): 


^    Fdu+Gdv 

Nimmt  man  znr  ßestimmong  von  Sv  die  Qoadratsnmme  der  Analogen, 
so  kommt: 

((3w)»  =  g(Edu+J^)*~2/{Edif{-Fdv)(Fdu^Gdv) 
+e(/'au  +  GA>)» 

—  (eG  —  2/F-\~gE)(Edu'-i-2F5tt8v-\-Gdv^) 
—  (fiff — F*)  (fl  e«» + 2/3u  So +i7  e»») 


B,._j(l  +  i)5_^) 

t\*i  *l/*  PlPlt 


Bczoichnet  a'  eine  Curve,   deren  Tangente  die  eben  bestimmte 
Coiucidenzliuie  ist,  und  werden  die  Tangentialrichtungen  von  «  (Bahn 

de 
dea  Fnnkts  (^y*))  und  «'  bestimmt  durch  die  Werte  g^  ""  *   ""d  * , 

so  lltsst  sich  dc^  Resultat  (63)  schreiben: 


w+iU*'  )fl.'  "^  f3» 


s  ^+'-' 
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Mnltiplicirt  man  einzeln  mit  ö->  k-^   so  giebt  die  Summe  der  Ana- 


-^■'*       (evj/     F+Gk\ 


f+gh'-= 


\f     E-i-Fk\ 


tdv\g    F+Gk\ 
woraoB  durch  Elimination  von  8v; 

E+f{t-f.f)^-(?fat'  — 0  (41) 

Dieae  Glciclinng  zeigt  zuerst,  dass  dte  Tangeuten  von  <  und  t' 
in  reciprolier  Beziehung  stellen.  Mau  neuQt  darum  die  Coincidenz- 
linie  der  Berühmngsoboae  din  coujugirte  Tangcnto  zu  derjenige u,  - 
welche  die  Richtung  der  Variation  des  BerührungapunktB  bezeichnet; 
und  umgekehrt  ist  dauu  letztere  die  coujugiitc  Taugente  der  Coin- 
cidcuzliuie. 

Femer  ist  aus  g.  9.  bckauiit,  dasB  die  61.  (41)  verbunden  mit 
der  folgenden 

e~^f{k-{-k')~\-gkk'  =  Q  (7) 

welche  Bedingung  des  rechtwinkligen  Durchschnitts  von  s  nnd  a'  ist, 
die  Bedingung  ausmacht,  unter  der  die  Tangcnteu  beider  Curven 
HauptkrUmmungstangcntcn  sind.    Hieraus  folgt  der  Satz: 

8.  4.  Conjngirfe  Tangenten  bilden  immer  und  nur 
dann  rechte  Winkel,  wenn  sie  Hanptkrammungstangeuten 
sind.    Oder  umgekehrt: 

Notwendige  und  ausreichoudo  Bedingung  der  Haupt- 
krUmmungsrichtungen  ist,  dass  sie  1)  senkrecht  auf  ein- 
ander und  2)  conjugirt  sind. 

Gl.  (41)  differentiin  giebt: 

(,F-{-Gk)'Sk'  =  (EG  —  F')Sk  -  — 

daher  variireu  k  und  k'  auf  positiv  gekrümmter  Fläche  in  gleichem, 
auf  n^ativ  gekrümmter  in  entgegengesetztem  Sinne,  Da  aber  die 
conjugirtcn  Tangenten  bei  Kotation  um  den  Berührungspunkt  gleich- 
zeitig in  die  Hauptkrümmungsrichtungen  fallen,  so  folgt,  dass  sie  von 
diesen  ans  auf  positiv  gekrümmten  FlHchen,  in  gleichem  Sinne  rotiroud 
in  verschiedene  Quadranten,  auf  negativ  gekrümmten  einander  ent- 
gegen rotirend  in  denselben  Quadranten  treten  uad  sich  einander 
begegnen.    Letzteres  geschieht  für  ife  =  i',  also  nach  Gl.  (41)  für 

i-+2Ft+Gfc*  — 0  <62) 

18» 
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d.  i.  nach  §.  12.  in  der  asymptotischen  Richtung,  und  man  hat  den 
Satz: 

S.  5.  Die  asymptotiBche  Tangentialrichtang  ist  sich 
selbst  co'njngirt 

g.  li.  Variation  der  Normale.  Die  Normale  hat  denselhen 
Drehongswinkel  v  wie  die  Berührongsebeno,  nnd  eine  gleichgerichteto 
momentane  RotaüonBaie.    Es  bleibt  daher  nur  ihr  Drehpunktsabstand 

c|p  0(c-|- 3g  9y-|-0r  3b 


nnd  ihre  Gleitnng  längs  der  momentanen  Botationsaxe 

\p    8p    Sa  I 

\r    8r    dz\ 

ZU  berechnen.    Der  Weit  des  Zählers  von  R  ist  bereits  nach  Gl.  (29J 
bekannt,  und  vermOge  (31)  und  (64)  wird  daraus: 

8**  PiPt 


Qdv'       Pi  +  Pa  — p 

Der  Ausdruck  von  Q  aber,  entwickelt  nach  Elementen  der  dritten 
Terticabeiho,  enthält  als  Coefticienten  die  in  §.  13.  ermittelten  Ricb- 
tungscosinns  der  Coincidenzlinie  der  Bcr&hrungBebene,  so  dass 


a«=l.» 

'  +  %'«  +  % 

s. 

insetzung  der  Werte  (65) 

'-i: 

f+tf 

E-\-Fk\ 
F+Gk\ 

8»' 

\fF\ 

-\ilV 

+ 

»öl') 

ie  Elanimer  nach 

.  9.  für  i  . 

-h 

Hiernach  ist  die  Gleitnng  constant  null  nnd  der  Drehpunkt 
Coiocidenzpunkt  in  Nabelpankten  der  Fläche,  in  jedem  andern  Punkte 
findet  dasselbe  statt  bei  Variation  in  den  Haoptkrümmungsricbtangen. 
Bei  beliebiger  Variation  stellt  9Q  den  normalen  Abstand  zweier  con- 
secut^ven  Normalen  dar. 
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Die  Lage  des  Drehpnnkta,  rosp.  CoiDcidenzpunktB  erhält  man  als 
Undpnn^t  der  Strecke  R  auf  dem  positiven  Arme  der  Nonnale  ab- 
geBchnitten.  Coincidonzpnnkt  wird  er  zweimal,  für  p  =  p^  und  n  =  #». 
Bzhw.  wird  hier  auch  R  =  i/i  nnd  pg.  Die  Orte  der  letztern  2  Punkte 
heiasen  die  Mittelpnnktsflächen. 

§.  15.    BediflguDK  eines  Normnlensjstenu.    Eine  Gerade 

!=i_»=i_!=j:_je  (68, 

variire  mit  2  Parametcra  u,  v.    Ffir  beliebige  Variation  ist  dann 
a«  -  3«4-Ä3o-f-o8H 

Si  —  dY+ E8a-\- cSR 
woraus: 

adx+bBy+cdg  =  ada+bSß+e8Y+9B 

Soll  nnn  die  Gerade  Normale  einer  Flache,  (x^x)  ihr  Fusspnnkt  sein, 
so  muss  die  Linke  verschwinden.  Dann  wird  ada-j-bdß-^eSy  ein 
Differential,  nämlich  von  —R.    Die  Bedingung  ist  also: 

oder: 

Immer  und  nur  dann,  wenn  diese  Gleichung  erfallt  ist,  ist  das  System 
von  Geraden  (68)  ein  System  von  Normalen  einer  Fläche. 

%.  16.  Tftrslons Winkel  einer  Cure  aal  der  Fltehe.  Bezeichnet, 
wie  in  §.  7.  B  den  Winkel  zwischen  der  Hauptnormale  einer  Cnrve  » 
auf  der  Fläche  und  der  Flächennormale,  femer  a,b,c  die  Richtungs- 
cosinns  der  Binormale,  o,,  b^,  q  die  der  Hauptnormale,  ao  dass 

pai+gS,+rei=:cosö  (70) 

pa  -\-qb  -f-ro   =  — sin© 
wird,  endlich  t  nnd  #  den  ErQmmungs-  und  Torsionsvrinkel,  so  hat 


aB&  —  ^3f, 


ddx 


und  findet  nach  Differentiation  der  Gl.  (70): 
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Setzt  man  für  dp,  9g,  Sr  ihre  Werte  aiiB  (19),  so  kommt: 
d9—d9  =  - 


M(H&a-\-Jhv)  +  iy(gi3u+ J,8p) 

Sin»  *^*' 

wo  ^nr  AbkttrzDi^ 

gesetzt  ist.    Znr  Bestimmni^  dieser  Coefficieuten  hat  nuui  znnlLchat: 

Mdu-{-NSv=-atZj^-\-bidy\-Cidz  =  0  (72) 

Um  eiu«  zweite  Bestimmung  zn  erhalten,  l&SBen  wir  die  Carve  a  von 
einer   zweiten   Curvo  *'    rechtwinklig   schneiden.     Für   erstere  sei 

=-  —  k,  für  letztere  =  k'.    Die  Tangente  von  «'  bildet  dann  mit  der 

Hanptnonnale  von  >  den  Winkel  B — R,  daher  ist 

.i.«=^^+J.|  +  ,.|,-(M+iVi')^  (73) 

Eliminirt  man  zwischen  den  3  Gleichungen 
.+2,'t+jl.-(|)' 
,+f(l,+h')+gih'-0 

e  und  ib',  80  findet  qian: 

und,  wenn  man  nor  die  2  ersten  subtrahirt: 

woraus : 

a  -  '('-'')|  <") 

Jetzt  werden  die  Gl.  (72)  (73) : 
M-\-Nk  =  0 

M-\-  Nk'  -^Hk  —  k')^  sin» 
woraus : 
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Soppe :  Priac^en  der  Fläduntktorit. 
«Bd  GL  (71)  wird: 


30—80  =  (-g-  |Jt»+(fl— y,)fe— flii 


das  ist  nach  (54): 


Dor  TorsiODBwinkel  einer  beliebigen  Corve  auf  der  Flache  ist  also: 

&-.%^J' t^j{k-k{Hk~k,)  (75) 

§.  17.  Blegnog  und  Abwkkclangr.  Variirt  eine  ia  Faramotern 
tj,  o  dargestellte  Fläche,  so  betrachten  wir  den  durch  die  Worte  von 
«1,  V  bestimiDtca  Punkt  alB  beständig  denselben,  desgleichen  eine  Linie, 
wenn  sie  der  Ort  identischer  Pankto  ist,  nnd  ein  Flacheustflck,  wenn 
es  identisch  begrenzt  ist 

Eine  Fläche  biegen  heiast  sio  so  verlLndem,  dass  alle  begrenzten 
Linien  anf  ihr  gleiche  Länge  behalten. 

Wird  eine  Fläche  gebogen,  so  fo^  dass  alle  begrenzten  Flächen- 
stOcke,  insbesondere  die  Flächeoelemente  constanten  Inhalt  haben. 

Eine  Fläche  auf  einer  andern  abwickeln  heiast  sie  durch  Bie- 
gung (und  Transposition)  in  letztere  Übergehen  lassen. 

Damit  also  eine  Fläche  Sl  auf  einer  andern  A,  abwickelbar  sei, 
mnss  jede  irgendwie  begrenzte  Linie  »  auf  ihr,  also  auch  das  Quadrat 
des  Linienelements 

und,  da  es  för  willkürliche  8u,  8v  gilt,  auch  die  Coefficienten  «,  /,  g 
-aof  Sl  nnd  Sl^,  in  denselben  Parametern  dargestellt,  gleichen  Wert 
haben,  und  umgekehrt;  der  Satz  lautet: 

S.  6.  Notwendige  nnd  ansreichendo  Bedingung  der 
Abwickelbarkeit  ist,  dass  e,  /,  g  anf  beiden  Flächen 
gleich  sind. 

In  diesem  Falle  ist  offenbar  aoch  t  nnd  das  Flächenelement  tdudv 
gemeinsam,  desgleichen  die  KrQmmnng  der  Fläche 

J^ £0  — f» 

*i  e»  ~       '^ 

weil  sie  nach  Gl.  (26)  in  «,  /,  g  darstellbar  ist. 

Die  Aufgabe,  alle  auf  der  Fläche  Sl^  abwickelbaren  Flächen  Sl 
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ZU  findoQ,  besteht  demnach  in  der  Integration  der  Ol.  (3),  worin  «, 
J,  g  gegeben,  d.  h.  ans  Si^  zu  entwickeln,  nnd  z,  y,  >  gesncht  sind. 

S.  18.    l[lt(«IpnBktHaiehen.    Die  Gleichungen  der  heiden  Mittel- 
puDktsfläcben  sind  nach  g.  14. 

Dnrch  Differentiation  gemäss  den  Formeln  (19)  erhält  man; 

Bezeichnet  man  dnrch  p^,  4, ,  r„  ^  die  Werte  von  |>,  3,  r,  1  anf  der 
ersten  Kittelpnnktsfläche,  so  findet  man  durch  Anwendnng  der  For- 
meln (9)  aof  die  yorstehenden  Differentialquotientou: 


Sj, 


.-«'.£ 


Hieraus  folgt,  dass 


dnsB  also  (8.  7.)  Die  Normale  der  Idittelpiinktaflache 
parallel  der  Berühr  an  gscbene,  ibre  BerUhrnngsehene 
parallel  der  Normale   der   ürfläche   ist 

Die  Herleituog  anderer'  Kigenachaftna  versparen  wir,  bis  durch 
Ginftkhning  geeigneter  Parameter  die  UntersDchung  vereinfacht  werden 
kann. 

g.  19.  Piirallele  Fliehen.  Trägt  man  auf  der  Normale  vom 
FusBpnnkt  F  ans  die  constante  Strecke  e  ab,  so  ist  d^  Ort  des  End- 
punkts P'  eine  Flache,  deren  tileichangen  sind: 


»'+JW;   y'=j(4-*ei 


woraus  nach  (19) 


j_^-(H-ir.)j__+H.cgj;      etc. 
j^-J-«äi+(l+^i<')g^i      etc. 
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fo^lich 

p&'-f-gSy'-f-rd»'  •"  0 

d.  b.  die  Normale  der  Fliehe  P  ist  ancb  Kormale  der  Fluche  P', 
und  beide  Flächen  haben  den  consUnten  normalen  Abstaud  e,  sind 
demnach  einander  parallel. 

Wendet  man  jetzt  die  Formeln  (9)  anf  die  Fläche  P*  an,  fttr 
welche  die  Grössen  p,  q,  r  noch  gelten,  so  findet  man ; 

folglich  ist 

f-  ((l+/fc){l+Jic)-Jfl,c»l' 
oder  nach  (50) 

Differentiirt  man  partiell  die  Gl.  (76)  mit  Anwendung  der  For- 
meln (18),  ao  kommt: 

0W  3ir  ,   „  9«  ,  _, 

wo  gemäss  den  Dcfiuitionsglelchungen  (17)  E',  F",  G'  die  Fanda- 
mentalgrössen  2.  Ordnung  fOr  die  Fläche  'p'  sind  und  der  gegen- 
wärtigen Rechnung  zufolge  die  Werte  haben: 

"'-■"■'■+"+■'■-'"  -  S,+^  1'-""  (J- +ü! 

Femer  ist  nach  (19),  angewandt  anf  beide  Flächen 
Bp       „Sx  ,   _&;       „,&«'  ,   „,5*' 
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Hnltiplicirt  man  erst  mit  k^.  dann  mit  ;-,  und  addirt  jedesmal    die 
Auologen,  so  kommt,  mit  AaweDdung  von  (23)  (25): 

—  i;~  H'(e'-Ec)-^H,'(f—Fe) 
-F-~H'(f  —  Fc)-\^  H^'ig  -  Oo) 

-~F-'J'ie-Ke)-^J^-(f-Fc) 

—  G  =  J^{f—Fe)-\-J^^(g—Gc) 
woraus,  nach  omgekehrter  Auflösung: 

H'  (\  —  -\i\~-\  =  H-\--^— 

*  V      piA      Pi/  pip» 

Wendet  man  jetzt  die  Gl.  (60)  auf  die  Fl&chen  P'  und  P  an, 
kommt: 

\Pi     ftVV     Pi/V     p»/     p.    pi    PiPi 

Pi  **  V      P]/  \      Pi/      PiP*     Vpi     *»/PiPs     Pi  Pi 

Pl  P«  V        Pt/  \        Ps/ 


OcIlt 


pW  \        P»/       Pl  Pl 


Pl  p»  ^ 

und  nach  Division  beider  Gleichungen : 

Pi'+Pj'=Pi  +  P»  — 2ö 
Hiermit  verbunden  Gl.  (80)  in  'der  Form 

Pj'Pi'—  {Pi— «)(ft  — c) 

giebt : 

Pl'—  Pl— ö;   p»'=p«— c  (81) 

S.  8.    Die  Hauptkrammungsr&dien  paralleler  Flächen 
differiren  um  deren  Abstand. 

Ferner  ist  allgemein 
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|ff,E(      ^  VEE 


=  »■'■'  o" 


Wendet  man  diese  Formeln  aof  die  Flädie  F'  an  nnd  achreibt  die 
Gl.  (79)  wie  folgt 

^'et'e»'— ^fth+Ci    ^i'Pi'p»'— ^iPift 


)  ist  nacli  (78) 


I  HiE'l 


\H,F'\ 

»'"'UM 


-B'e;    r'- 
-F't;    i- 


\F'H\ 


— ) 


\pi    p*/ 


-21 


§.  20.  Cot  neide  uzpnnfct«  der  PBrameterlinieu.  Jede  von  beiden 
Scborea  von  Faramftcrliuiea  kann  dreierlei  Form  haben,  eutweder 
besteheu  sie  ohne  Durchschnitt  neben  einander,  oder  eie  schneiden 
sich  in  einem  variabülu,  oder  in  eiacm  festen  Punkte,  Der  zweite 
Fall  bringt  Verwickelungen  in  die  Recbnung;  das  System  wird  als- 
dann von  einer  Curvo  umhüllt,  auf  deren  einer  Seite  jeder  Punkt  2 
WertBjBteraen  («u),  auf  deren  anderer  er  keinem  Wertsysteme  ent- 
spricht. Im  dritten  Falle  braucht  man  nur  den  festen  Punkt  als 
Centrum  zu  betrachten,  von  dem  die  Parameterlinien  als  Strahlen 
ausgehen  ohne  es  rückwärts  zu  überschreiten;  dann  wird  vrleder  jeder 
Punkt  durch  ein  Wertsystem  (mw)  vertreten. 

Die  Bedingung  eines  Durcbschuittg  consecutiver 'Parameterlinien 
(u)  ist,  dass  ^r  irgend  welche  Variation  von  u,  »  zwei  consecntive 
Punkte  zusammenfallen,  dass  eübo 


^3"+fe^  =  o;fe3-  +  aT>  =  o 


ist,  wo  dt>  nicht  null  sein  darf.    Die  Gleichungen  können   entweder 
dorch 
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3i ,  3y ,  3z        SiB  _  8y  _  Sz 
8u  Bu  du      dv    w   8v 
oder  dnrch 

jj-  =  0:     ^  =  0;    ö^=0;    ,lu  —  0 

Ov  '     (ni  'flu 

erfüllt  werden.  Im  ersten  Falle  gelangen  die  Paramcterlinien  beider 
Scharen  zur  Berühruug.  Solange  man  also  au  der  Forderung  fest- 
hält, d&8S  sich  beide  Scharen  stets  schneiden  sollen,  so  hat  nur  der 
zweite  Fall  Bedeutung.    Die  3  Gleichungen  lassen  sich  in  eine  zu- 


.  Stellt  dieselbe  eine  Relation  zwischen  u,  v  dar,  so  drOckt  diese  die 
Einhüllende  der  Parameterlinien  (u)  aus.  Bestimmt  sie  hingegen  nur 
einen  Punkt,  was  namentlich  dann  statltindet,  wenn  g  nur  u  enth&lt, 
weil  der  Punkt  (xyz)  mit  u  allein  nicht  varüren  kann,  so  ist  dieser 
das  Strahlencentrum. 


II.    Besondere  Umlen  und  Unlenirsteme  auf  FifteheB. 

§.  21.  Vebei^Mif  zu  neuen  Parametern.  Sind  ui,  Cj  Fnnctionon 
von  u,  V,  und  man  entwickelt  die  partiellen  Differentialquotienten  vou 
X,  V,  ■  bezüglich  auf  %,  e„  so  erhält  mau,  indem  man  u^,  Vj  als  uene 
Parameter  hctrachtet  und  die  darauf  bczOglichen  Gr&Bsen  durch  den 
Index  1  unterscheidet,  nach  Einführung  iu  I.  Gl.  (3)  (17)  (9): 

Su,  du,    ,       /du,  8t>,   ,  Bv,  Sut\   ,       8ii,  df,   r 
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Hiermit  ist  di 

Fnnctions 

idetermina 

ite  und  ib 

^fe 

( 

8=;  s;; 

'■ 

8«     8» 
5e,     8i^ 

bekannt,  and  man  hat  die  Inversio 

aBformeln; 

du,          t  di,        d^ 
8^-      (,3;:'       37 

t  8» 

— .:s. 

9t. 

1   8 

— f,S" 

1         dv 

1  8. 

-    ^8=; 

Diese  Werte  wird  man  in  die  Gl.  (1)  (2)  einsetzen,  venn  man  für 
u,  V  eine  Substitution  in  Uj,  cj  ausfuhren  und  die  alten  Fnndamentat- 
grössen  in  den  neuen  darstellen  will.  Die  Hauptanwendung  der  Ol. 
(1)  <3)  besteht  aber  darin,  dass  sie,  wenn  Liniensysleme  von  be- 
stimmter Eigenschaft  gesucht  werden,  die  Bedingungen  darstellen,  ans 
denen  man  die  zugehörigen  Parameter  u^,  v^  durch  Integration  findet, 
80  fem  diese  Eigenschaft  durch  Werte  von  Fandamentalgrösscn  reprä- 
sentirt  wird. 

%.  22,    Orthogronale  Unlensy steine.     Nach  S-  i-  schneiden  sich 
die  Parameterlinien  (u)  (v)  rechtwinklig,  wenn 

/=0 
ist    Gilt  dies  fUr  alle  Punkte  der  Fläche,  so  ist  das  System  der 
Parameterlinien  ein  orthogonales,  das  Fltlchenelement  ein  Recht- 
eck.   Wir  nennen  dann  auch  die  Parameter  orthogonal. 

Die  wichtigsten  Tereinhcbungeu  der  in  L  aufgestellten  Formeln, 
die  hier  eintreten,  sind  die  folgenden.    Man  hat: 

2e8a8«     2j8i.ä;  +  ^ 


Sf    ■ 

S', 

8^ 
8.'     ■ 


^8e^l_%SE 
2.8i.8o+2j8t.8;  +  '* 

i    8ff^    ,      1     ^^  _i_r, 

2.  8»  8.  "•"2,,  8.  85  +  "'' 


(5) 
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%        _  fi  0«  _ 


dv  e  du       g  00 


m 


Die   Beziebiing(^n   zwischeu  rechtwinklig  sieb    kreuzcnücn   Normal- 
si'lmittcD  and  ihren  Krümmungen  sind: 

«+pM'=0  {9) 

Die  Hanptkrüniitinngen  und  deren  Richtungen  wc^rden  besümmt  bzbw. 
durch  die  Gleichungen: 

\\'ill  man  von  beliebigen  Parametern  u„  k,  zn  orthogonalen  Para- 
metern Obergchcn,  so  kann  man,  da  sieb  nicht  beide  durch  eine  Be- 
dingung bestimmen,  die  eine  ParanieterlinienBcbar  (u)  beliebig  an- 
nehmen; dann  wird  nach  (1)  der  rechtwinklige  Schnitt  der  andern 
(v)  durch  die  Bedingung  bestimmt: 

oder  nach  (4): 

(du  8tt\9f>        (    Su  3«\^      „ 

V'  dv^  ~  '^  du,)  dv,  ~  V»  Svi     ^'dt^)du,~  . 

welche  die  Integration  der  Gleichung 
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erfordert    Ist  ihr  Integral 

vi^  1  "i)  =  const. 
so  ist 

g.  23.  Krttmnuvrsllnlen.  ErümmungBlinie  heisst  auf  einer 
Fläche  eine  lÄuie,  deren  Tangente  in  jedem  Pnnkte  Hanptkrfimmnngs- 
tangente  ist.  Es  wird  dazn  die  Existenz  zweier  HaoptkrümmungB- 
richtungeu  Torausgosetzt.  Fehlen  dieselben  fUr  einen  Funkt,  wie  z.  B. 
in  elhem  Nabelpnnkt,  so  lässt  sich  dieser  noch  ala  Endpunkt  der- 
jonigen  KrUmmongslinicn  betrachten,  welche  in  unendlicher  Nähe  die 
Richtung  nach  ihm  hin  verfolgen.  Abgesehen  von  diesen  Endpunkten 
schneiden  sich  in  jedem  Punkte  der  Fläche  '2  KrUmmuugstinien  recht- 
winklig. Demnach  besteht  das  System  der  Krüiiimuugslinien  einer 
Fläche  ans  2 Scharen,  deren  eine  von  den  Normalschnitten  grfisater, 
die  andere  kleinster  Krümmung  berührt  wird.  Zwei  Linien  derselben 
Schar  können  sich  nicht  schneiden,  ebensowenig  eine  sich  selbst.  Ein 
stetiger  Ucbergang  von  Linien  einer  Schar  in  die  andere  ist  nnr  durch 
das  Gleichwerden  beider  HauptkrOmmungon  möglich,  kanu  also  nur 
in  Nabelpunkteu  stattfinden. 

Naeh  I.  Gl.  (38)  ist  die  Bedingung  einer  KranunungBlinie: 

]EF,       I  GEldv    ,     FG  j  fSv\* 

Hieraus  ergeben  sich  2  Werte  von  g->   welche  den   2  Scharen   ent- 
spreehen. 

g.  24.  SfEtem  der  KrHuninngvlinlen.  Sollen  die  Parameter- 
linien  seibat  Erümmungslinien  sein,  so  mnra  die  Gl.  (13)  durch  df>=0 
und  durch  du'— 0  erfüllt  werden,  aber  nicht  durch  jeden  andern  Wert. 
Folglich  ist  hier 


=  0; 


\FG,        „         \GE\:> 


Betrachten  wir  zan&chst  die  unmittelbaren  Vereinfachnngen,  welche 
eintreten,  wenn  u,  v  Parameter  der  Erammnugslinien  sind,  so  wird 
die  ErQnunung  eines  Normalschnitts: 

das  ist  bzhw.  für  ein  constantes  c  und  ein  constautes  u: 


=dbv  Google 


356  Boppt:  PrinäpUn  dar  tlatkeHlktorU. 

'--?:     '-=?  (15) 

For  beliebig  bewegte  Normale  wird  die  Oleichnng  des  Drchnngswinkels 
.       ^.=,'-^  +  lf!        '  (.6, 

die  lUchtai^BCOBinns  der  momentaneu  Botationsaxe 

— ^8; — •  "«■ 

die  GleitoDg  der  Nonmüe  längs  derselben 

Der  Toniouswinkel  einer  beliebigen  Cnrve  » 

also  der  einer  Krflmmnngelinie  > 

Von  den  Differontialformeln  g.  22.  sind  bier  bemerkenswert: 


8p 

18«- 

1  8»    \ 

C8!. 
--,"8.- 

1  S>    ( 

soferu  danus 

folgt,  dasB  Iftngs  den 

3p:8j:8r- 

8.:8;:8. 

ist    Diese  EigenBchoft  ist  binrcicbcnd  um  eine  Linie  als  Eiümmnngs- 
linie  zn  bestimmen.    Denn,  setzt  man  nur  voraus,  das« 


du  du       du  du       du 

sei,  so  erhalt  man  nach  I.  Ol.  (19) ; 


nebst  analogen  Gleichungen  für  y  und  «,  woraus: 

H^f  =.  {m-H)»;      ff,g  -  (m-  H)/ 
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oder  nach  I.  Gl.  (23): 

E  —  me;     F=  mf 

Nimmt  man  jetzt  den  Parameter  «,  Aber  den  noch  zu  verfügen  bleibt, 
orthogonal  zu  u,  so  folgt: 

E 

waa  zu  beweisen  war. 

Die  Relationen  zwischen  den  Fandamentalgrösaon  reduciren  aich  auf 

..«+.|i+g)-i{l^(^vmi-(l:)'}=«'-' 

Hieraus  ergeben  sich  2  ntltzliche  Formeln.    Infolge  der  Gl.  (11^)  ist 

dv        dv  i'~  E  \^v       E  dL-), 
das  iat  nach  (22) : 

^_i./,_^ö«_  i    /',_£.'\ö''     \ 

nnd  analog:  ,  \  (23) 

3p,       1  (:_gii\S9       1  (._9i\Sg    \ 
du        2G\        eG)du''2G\        nJSu     ) 

Wie  schon  in  §.  14.  bemerkt,  hat  die  Normale,  bei  Variation  in 
einer  HauptkrOmmnngsrichtung,  and  bei  keiner  andern,  wofern  sie 
sich  nicbt  parallel  bleibt,  einen  Coincidenzpunkt;  demnach  erzeugt 
sie  bei  Variation  längs  einer  Krttmronugsünie,  und  bei  keiner  uideni, 
eine  abwickelbare  Fl&che.  Ancb  diese  Eigenschaft  kam  als  Definition 
dienen. 

Will  man  von  beliebigen  Parametern  uj,  vj  zu  Parametern  der 
Krümm  ungslinien  n,  v  übergehen,  so  findet  man  diese  durch  Integration 
der  zweiten  61.  (1)  und  der  zweiten  Gl.  (2),  wo  die  linke  Seite 
null  ist 

§.  25.  Akleitunp  des  KrOmmongslinieisfeteineB  ans  der  Indi- 
catrix.  Die  Aufgabe  ein  ErümmangBliniensystem  zu  finden  ist  leichter, 
wenn  nicht  die  Fläche,  sondern  die  Indicatrix  der  Normale  (s.  §.  11.) 
gegeben  ist.    Nach  Gl.  (19)  ist 

^'  3p.     8«  _       „  3p  ,„., 
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— /(' 


(25) 


and  analog  g  und  z.  Hiemach  sind  die  Gleichungen  der  Fläche  be- 
kannt, Bot>ald  p,  und  Qi  gefunden  sind,  vorausgesetzt  daes  p,  q,  r 
in  orthogonalen  Parametern  u,  v  gegeben  sind. 

Eliminirt  man  x  zwischen  den  Gl.  (24),  so  kommt: 


nebst  2  Analogen  ftlr  g  und  r,  deren  jede  die  Folge  der  beiden  tibrigen 
ist,  so  dass  man  durch  Verbindung  nur  die  2  unabhängigen  erhfüt: 


bekannte  Grössen  sind.    Eliminirt  man  einzehi  ^  und  n^,  so  kommt: 

>  (27) 

ß'pa  _i_3p,3iog^     ee,a,      8fl,      l 

9u  3..  +  e«    a.    "  '8u  S-i  '"«ÄiÄ,»«   J 

Hat  man  durch  Integration  einer  von  beiden  Gleichungen  ^i  oder  p, 
gefunden,  so  ergiebt  sich  bzhw.  (i,  oder  p^  ohne  neue  Integration  aus 
Gl.  (26),  nnd  dann  ist  durch  (25)  die  Fläche  in  Parametern  der 
KrümmungBlinicn  dargestellt.  Da  die  allgemeine  Lösung  2  willkür- 
liche Functionen  einer  Variabelu  cuthält,  so  ergiebt  sie  eine  Classe 
von  Flächen,  welche  durch  gemeinsame  Indicatrix  charakterisirt  ist. 
In  analoger  Weise  ergab  sich  in  der  Curvontheorie  aus  der  spedfi- 
ecben  Gleichung,  d.  i,  ans  einer  Kelation  zwischen  2  Indicatricen,  eine 
Classe  von  Curvcn.  Im  gegenwärtigen  Falle  werden  die  Dimensionen, 
welche  bei  den  Curven  ganz  beliebig  angefügt  worden,  durch  die 
Krümmungsradien  pj,  p,  eingeführt 

§.  26.  Orthogonale  FUchensysteme.  Ist  in  jedem  Punkte  der 
Schnittlinie  zweier  Flächen  der  Winkel  zwischen  den  Normalen  beider 
Bin  rechter,  so  heissen  die  Flächen  orthogonal.  Schneidet  nun  eine 
Fl&chenschar  eine  andre,  und  ist  jede  Fläche  der  einen  Schar  mit 
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1  liir  FUchenätor 


25» 


jeder  Fläche  der  andero  orthogonal,  so  bildeo  beide  Scharen  eiu 
einfach  orthogonales  Flftchensystem.  Drei  einander  schnei- 
dende Scharen  von  FIftchen  bilden  ein  dreifach  orthogonales 
Flacbengystem,  wenn  je  zwei  von  ihnen  ein  einfaches  bilden,  wenn 
also  in  jedem  Schnittpunkte  die  Normalen  der  3  sich  schneidenden 
FUchen  normal  in  einander  sind. 

Variirt  nun  ein  Pnnkt  (xye)  mit  3  Parametern  u,  u,  v,  so  ist  er 
der  Schnittpunkt  der  3  Fl&cben  u  =  const. ,  »  >^  consL ,  w  =  const, 
sowie  der  Schnittpunkt  der  3  Farameterlinien  (u),  (u),  (u),  d.  L  der 
Schnittlinien  jener  3  Flächen,  Linien  in  welchen  bzhw.  («,  tc),  (w,  u), 
(u,  v)  constant  sind.  Die  auf  die  3  Flächen  bezagltchen  Bestimmungs- 
grossen  mögen  durch  dieselben  Buchstaben  mit  den  Indices  1,  2,  3 
bezeichnet  sein. 

Wir  nehmen  znerst  an,  dasB  die  3  Flächenschareii ,  welche  von 
den  genannten  3  Flächen  bei  Variation  von  bzbw.  u,  u,  te  durch- 
laufen werden,  ein  dreifach  orthogonales  System  bilden.  Die  posi- 
tiven  Richtungen  der  Nornuileu  seien  denen  der  n 
gewählt,  so  dasB 

Pi  P*  Ps 

1i  «a  «8 hl 

r,  r,  r, 
wird ;  dann  giebt  eine  dreifache  Entwickelung  der  folgenden  Deter- 


dx  dx  dx 
du  dv  die 


^  Sy  ^ 
du  dv  die 


9u  6v  t 


(    dx  .     a»,     3«\. 


woraus,  mit  nachfolgender  Anwendung  der  Analogie: 
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Ca         *! 

d^~~i^ 

1  =  ?^ 

l  =  =f' 

r.=T?^ 

8"         'i 

und  nach  Verbindnug; 

A 

-  0;  /i  - 

und  nach  partieller  DUFerentiatiou: 

i/ii'cK  d^  l^lditiilhtoni 


8w       9b3o  Sic      3i*5o  Sic  *'  flwSo  8u? 

+  arS^»^^3y  erc5»  +  Si.  au.9»  ^*^' 

nebst  2  analogen  Gleichungen,  durch  deren  Verbindung  hervorgeht: 

Setzt  man  die  Werte  (28)  ein,  so  kommt  (mit  HinznfOgnng  der  2 
analogen  Resultate): 

j;  =  0;    i=i  —  0;    /i  =  0 

Dies  in  Vorbinduug  mit  (29)  zeigt,  dass  die  Parameterlinien  (u),  (c), 
(10)  sämmtlich  KrQmmungslinien,  und  zwar  auf  je  beiden  Flächen, 
die  sich  darin  treffen,  sind.    Wir  haben  den  Satz: 

S.  9.  Die,  eis  dreifach  orthogonales  System  biiden- 
(leif^riächonBcharcn  schneiden  sich  gegenseitig  in  ihren 
KrfimmnngBlinien. 

Wir  sehen  jetzt  von  der  ersten  Flächcnschar  ab  und  nehmen  an, 
dass  die  FlAcbon  v  =  const.  und  ip  =:  const.  ein  einfach  orthogonales 
System  bilden,  wählen  aber  auf  ersteren  die  Parameter  «,  u-,  anf 
letzteren  u,  v  orthogonal,  wfthrend  die  Parameterlinie  (u)  beiden  ge- 
meinsam bleibt    Erstero  Bedingung  ist  aosgedrückt  durch 

P»Pi+a»2s+''i»'8  =  0  (31) 

letztere  durch 

/i  =  0;    /■,  =  0 

Die  Tangenten  der  ParameterliBion  (r)  und  (ic)  fallen  dann  bzhw. 
zusammen  mit  den  Kormalen  der  Flächen  v  =  const.  und  <o  =  const. 
d.  h.  es  ist: 
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Sx     dg    S2  { 


(82) 


Pio  Differentiation   dieser    Gleichung  nach  u  ergah  oben   Gl.   (30). 
Wendet  man  anf  sie  die  Proportionen  (32)  an,  so  orhtllt  man: 

WO 

gesetzt  ist.    Diese  Gleichong  zeigt,  daas  F^  und  Fg  nur  gleichzeitig 
verschwinden  können,  und  man  hat  den  Satz: 

S.  10.  Ist  die'  Schnittlinie  einoa  einfach  orthogonalen 
Flächensystems  Erümmnngslinie  auf  der  einen  Flftchon- 
scbar,  80  ist  sie  es  anch  anf  der  andern. 

Sind  ferner  a,  b,  c  die  Richtm^scosinns  der  Tangente  der  Para- 
meterlinie (11.),  80  ist 


wo  fc  =  ej— i,  daher 

Sa        ,_3^    ,  0^^ 
Äo  ~      dudur    ■"  flw  3» 

das  ist  =>0,  wenn  die  Parameter  orthogonal  und  Ft=0  ist.  Ebenso 
hat  man: 


Sofern  beide  Grössen  noll  einander  gleich  sind,  ist  nach  §.  15.  die 
Bedingung  erfüllt,  unter  welcher  die  Tai^enten  an  die  Parameter- 
linien (u)  Normalen  einer  Fläche  sind,  nnd  man  hat  den  Satz: 

S.  11.  Wird  eine  Flftchenschar  von  einer  andern 
längs  ihrer  Krtimmnngslinien  orthogonal  geschnitten, 
60  lassen  sich  beide  von  einer  dritten  Fllcfaenscbar 
orthogonal  schneiden. 


=dbv  Google 


Joppe:  Princ^ien  der  FTächtnlheorie. 


g.  27.     MittelpunkteUck«!!  in  Beziehnnr  lu  dem  1 
linlen.    Differentiirt  man  die  Gleichnngea  der   eraten  Hittelptinkls- 
fläche  (S.  18.)  partioll  nach  den  Formeln  (5)  und  (19),  so  kommt: 


-:i)(5+i^A)    e« 


8V, 
8i.»  ■ 


Su8v 


p,3a   da       da* 

1    9£i  8a:        9*ej 
~t,Sa    St:'*' ^iSi'' 


WO  C',  C"  nicht  in  Anwendung  kommen.    Hieraus  ergiebt  sich: 


--l^l'-ä 


fffj  du    ^ 


nebst  2  analogen  Gleicbangen,  denen  zufolge 


1     dx 


"y.8»' 


Die  FnndamentalgTÖMen  der  HiUelptmktaflftche  werden  üttfa  Defioitioa 
gem&SB: 

"i  ~  \sr; '  ■'■"8»  V    p,/2J!8»  "sra»        ( 

..-(>-Si)'('+(Äm=(l?)+'(-S)'* 

Die  KichtungBCOsinuB  der  Tai^ente  der  Parameterünie  (»)  anf  der 
Mittetpnnktsfl&che  sind: 


1     Syi  ^ 


yeißw 
Dies  längs  derselben  Linie  «^  differentjlrt  giebt: 


ye,sr 
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Diese  Gleichung  zeigt,  daas  die  Haaptnormale  von  »,  mit  der  Fl&chen- 
normale  zasammenf&Ilt.  Hieraus  folgt,  dass  die  Binonn&Ie  von  », 
der  Tangente  der  Parameterlinio  (c)  parallel,  und  die  Krümmung 
von  «j  die  des  berührenden  Normalschnittes  ist. 

Ferner  ist 

B*j  »  y  e,  3u  -=  K-^  3tt    also 

»j  =  fi-{-const.  (38) 

Man  kann  daher  die  Gleicttnngen  der  erBt«n  Hittelpnnlctslläche  (§.  18.) 

auch  schreiben: 

8a-, 
x  =  ^^  —  (t^  —  coOBt)  g— ;     etc 

Demzufolge  ist  die  KrOmmungslinie  (u)  die  Evolvente  der  Curve  *,, 
Die  Haaptresnltate  sind  folgende. 

S.  12.  Jeder  Krümmungslinie  auf  der  Urflache  ent- 
spricht ihre  Evolute  auf  der  zugehörigen  Mittelpnnkts- 
f  lache. 

S.  13.  Die  Tangente  der  Erammnugslinie  ist  parallel 
der  Normale  der  Mittelpunktsflache,  die  ihrer  Evolute 
parallel  der  Normale  der  Urfläche. 

8.  14.  Die  Haaptnormale  der  Evolute  ist  Normale 
der  Mittelpnnktsfl&che. 

S.  28.  Asymptotische  Linien.  Durch  jeden  Funkt  einer  negativ 
gekrümmten  Fläche  gehen  2  Normalschnitte,  deren  KrQmmang  in 
diesem  Punkte  null  ist.  Asymptotische  Linien  heissen  dann 
diejenigen  Linien  auf  der  Flache,  welche  in  jedem  Punkte  einen  Nor- 
malschnitt von  NuUkrttmmnng  berühren.  Hiernach  schneiden  sich  in 
jedem  Punkte  der  negativ  gekrOmmten  Fläche  2  asymptotische  Linien. 

Wendet  man  den  Meusnler'schen  Satz,  nach  welchem 


ist,  auf  die  asymptotischen  Linien  an,  so  ist  hier  -•     folglich    ent- 
weder  ä~  oder  cos  9  durchw<^  nnll,  das  heisst: 
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S.  15.  Eiae  asymptotische  Linie  iat  entweder  gerade, 
oder  ihre  Haaptnormale,  mithin  auch  ihre  Scbmiegnngs- 
cbcno  bertthren  die  Fläche. 

Die  Bedingung  einer  asymptotiachen  Linie  ist  zufolge  L  01.(63): 

E8u*+2F&udD-\-G3B*  =  0  (39) 

Sollen  die  Parameterlinien  (u),  (t)  asymptotische  Linien  sein,  80 
wird  die  Bedingung 

£  ™  0,     Ö  =  0 

Demnach    treten  in  manchen   Formeln  grosse  Vereinforhungcn   ein. 
Inabesoudere  gehen  in  §.  5.  6.  die  Gl.  (19)  (27)  (28)  über  in 

du      ^Vdi~Tt)'      F«~?Vdi'i'dZ)         (**** 
(»  BF       (Se      SA       (  3«       5g\     \ 

t'   ÖF        Jdg        SA  (    8g         Se\      {  ^"^ 

Fifi^-^Wu-Fij-^ivr^-'^rt)  ) 

Die  Krümmung  eines  Normalschnitts  wird 

l-^F^^°  (42) 

die  Summe  der  Krümmungen  zweier  sich  rechtwinklig  schneidenden 
Normalacbnitte 

das  Product  der  Hauptkrümroungen 

1  F* 

die  einzelnen  HauptkrUmmangen 

9a 
die'  Hanptkrflmmungsrichtungen 

y«9u—  Vgdu;     yeSu  =■  -  ygdc  (46) 

Die  Beziehung  zwischen  conjugirten  Tangenten,  für  welche  5-  einzeln 
die  Werte  k  und  k'  hat,  iat  hier 
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i+fc'=  0 

Der  DrehungawiDkel  v  derNortnalo  bei  beliebiger  Variation  wird  hier 

bestimmt  durch 

Sv»  =  ■^(«»«'— 2/au0p+3ai>*)  (47) 

ibr  Drebpunktsabstand  vom  Pankto  {xyi)  ist 

„       2  («Su3c 


ibre  Gloitung  längs  der  momentanen  RotatiOQsaxe ,  deren  Ricbtnng 
durch  de  ^  —  kdu  ausgedrückt  wird,  oder  der  kOrzeste  Abstand  con- 
secntivcr  Normolon  ist 


yeau«-27euap-fs3( 

Der  Torsionawinkel  einer  Cnrve  »  wird  hier 


+/7'-^=^"  <») 


-  e 


Die  asymptotischen  Linien  werden  am  leichtesten  ans  den  Erüm- 
mangslinien,  nnd  diese  am  leichtesten  aas  jenen  gefunden.  Bezeichnet 
der  Index  1  die  Zugehörigkeit  zn  den  ErQmmnngstinion,  so  ist  in  den 
Gl,  {2)  f  =  U;  G  =  0;  /;  =  0  zn  setzen;  man  hat  also  zanächst: 


^(l?)"+«.Ca?y=o,  ..{^)\o,[ 


=  0 


3«j  8«,  3bj  Ppj  L 

was  anf  die  Gl.  [39)  fuhrt,  die  hier  lautet: 

Wendet  man  statt  dessen  die  Gl.   (2)  mit  vertauBchten  Parametcni 
an,  so  lauten  sie: 

8u,  Qu,  '         8p,  öfi 

>  (52) 

*L^      8B_ao 

8wi^  +  3«i8ri" 
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$.  29.    Klncate  Ud«.     Ist  ■  eine  vuübele  Yerbindinipilinie 

zwi-irr  fp«ten  Pmkte  auf  der  FÜcbe,  nnd  bezeichnet  Sa  die  Variation 
ilirer  Linge,  to  nimmt  die  Läoge  von  ii^nd  einem  momentanen 
Wcr(4'  1  an  momentan  zn  oder  ab,  jenachdem  äi  positiv  oder  n^ativ 
ist.  Bei  derselben  Variation  in  amgekehrtem  Verlanfe  mnss  also 
bzhw.  *  Ton  demselben  momentanen  Werte  an  momentan  ab-  oder 
znnefamen.  Solange  daher  öe  positiv  oder  n^stiv  ist,  kann  <  in 
cntgcg^ngeaetzlem  Sinne  Tarüren,  mithin  ist  der  momentane  Wert 
nicht  der  kleinste.  Folglich  ist  notveodige  Bedingung  einer  korzesten 
Verbindaug  zweier  Punkte: 


Stellt  man  «  als  Integral  zwischen  constant«n  Grenzen  dar,  so  lantet 
tlic  Gleichung: 

«/a.  =/a3.  =  0 

Aas  der  Gleicbnng  8«*  •"  Bx*-^By'-\-dt*  findet  man: 

a>4d«  —  dxSox-\-öt,ddt/-i-5tödz 
Ansserdcm  hat  man: 

Ks''+^»+^■)-(S'•+0'»+S'')»• 

IntGgrirt  man  dies  zwischen  den  Endpunkten  von  «,  so  verschwindet 
das  Integral  der  Linken,  weil  x,  g,  z  in  den  Endpunkten  nnveränder- 
licb  sind,  desgleichen  das  Integral  der  Summe  der  3  letzten  Tenne, 
d.  i.  der  Grosse  ädt  der  Bedingung  gem&ss,  und  es  bleibt: 


/(! 


P'+fp>+p.y.=o 


Üio  lledingnng,  unter  der  die  Linie  auf  der  Fläche  liegt,  lant«t: 

Multiplicirt  man  sie  mit  13«,  int^trirt  zwischen  denselben  Grenzen 
und  subtrahirt  von  der  vorigen  Gleichung,  so  kommt: 

/{(^J-,,),.+g^-^)a.+(S-.)a.)a,-o 

Macht  man  einen  dnr  3  binomischen  Coofficienten,  z.  B.  den  von  ix 
durch  Bestimmung  von  il  zu  null,  so  enthält  das  Integral  nur  die  2 
nnabh&ngig  variabelen  6x,  iy ;  damit  es  also  bei  jeder  Variation  ver- 
Bcbwiiido,  mnss 
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sein.    Da  die  linken  Seiten  sich  Terhaiten  wie  die  RichtangsuosiniiB 
der  Haaptnormale  von  s,  ao  hat  man  den  Satz 

S.  16.  Die  Hauptnormale  einer  kfirzeston  Linie  fällt 
zusammen  mit  der  Normale  der  Fläche. 

Offenbar  ist  jedes  Stack  einer  kürzesten  Linie  auch  kürzeste  Linie 
zwischen  seinen  Endpunkten ;  folglich  ist  die  Eigenschaft  einer  Kürze- 
sten unabhäi^  von  den  Endpunkten. 

Ferner  bestimmt  die  Eigenschaft  S.  16.  eine  Classe  von  Gnrven 
auf  der  Fläche,  Denn  diesem  Satze  zufolge  sind  die  Bichtungscosinns 
der  Hauptnormale  gegebene  Functionen  von  (u,  v),  also  bleibt  nach 
Elimination  von  u,  v  eine  Relation  zwischen  ihnen  übrig.  In  der 
Curventheorie  (Bd.  56.  8.  59.  Aufg.  3.)  ist  gezeigt,  dass  durch  eine 
solche  eine  Schar  von  Cnrven  bestimmt  wird,  deren  jede  eine  beson- 
dere Tangente  hat  Ist  also  ein  Funkt  und  in  diesem  die  Tangential- 
richtung  gegeben,  so  ist  die  Corve  bestimmt. 

'Wir  betrachten  nun  die  Kürzesten  als  definirt  durch  die  Eigen- 
schaft S.  16.,  dann  gehen  durch  jeden  Punkt  der  FIAche  Kürzeste  in 
allen  Tangenlialrichtungen.  Dies  gratattet  einige  unmittelbare  An- 
wendungen auf  das  Frühere. 

Der  in  S.  7.  eingeführte  Winkel  9  ist  bei  einer  Kürzesten  noll; 
daher  ist  ihre  Krümmung  gleich  der  des  berührenden  Normalschnitts, 
ihre  Schmiegnngsebene  dessen  Ebene,  ihre  Binormale  Tangente  der 
Räche. 

Nach  S.  14.  entspricht  einer  Erümmnngslinie  auf  der  zugehörigen 
Mittelpunktsfiäche  eine  Linie  von  der  Eigenschaft  S.  16.  Wir  können 
daher  jenen  Satz  so  aussprechen: 

S.  16.  Die  Evolute  der  Krümmnngelinie  ist  Kürzeste 
auf  dar  zugehörigen  Mittelpunktsfiäche. 

§.  30.     OrthoiroBal  ^odlüselie  Liniensjrtfime.     Es  seien  jetzt 

die  Farameterlinien  (u)  eine  beliebige  Schar  Kürzester;  dann  ist  die 
Bedingung: 

S^(8xSu\  ^  /8g  du\  ^  /a*  8u\ 

wo  X  den  Krfimmnngswinkel  bezeichnet,  oder,  da  v  constant  ist: 
3  (dx  dtt\  dv  ,  • 
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d*x  Su  du  .  Sx  9u  9  du 

ä?  äi  äi  +  3u  är  9i  ä7  ~  p  ■  '^'*' 

Maltiplicirt  man  mit  g-.  so  ist  die  Summe  der  3  Analogen: 

Wird  nan  die  Schar  der  Eilrzeston  von  den  Parametcriinion  (e)  recht- 
«inkljg  geschnitteD,  ist  also  /  =  0,  so  erbUt  mao,  weil  s-  nicht  null 
Boin  kann: 

folglich  ist  «  Fanction  von  u  alloiit  Afau  kann  nan  für  8u  snbsti- 
tuiren   —r- ;  dann  wird 


©•+©•+©■- 


lind  der  nene  Wert  von  e  ist  1,  also 

nnd  die  Gleichung  fttr  das  Linienelement  lantet; 

Die  Elemente  der  Parameterliuien  (u),  (o)  sind  biornacli  du  and  tdr; 
diese  sind  die  Seiten  des  rechteckigen  FlächenelemeutB  tSuBv. 

Ein  StU(^  der  Parameterlinie  (u)  zwischen  » =  «ig  nnd  u^  ist  also 

f  da  '^  «1  — «0 

.  IjlLsst  man  diese  Linien  bei  constanten  ug  und  u^  mit  t>  variiren,  so 
Ueibt  Ihre  Länge  conatant,  während  ihre  Endpunkte  auf  2  Parameter- 
liuien (!.<)  fortrücken,  nnd  misst  deren  kürzesten  normalen  Abstand 
auf  der  Fläche.  Demnac'i  sind  die  Linien  (u),  welche  die  KOrzesten 
Ol)  rechtwinklig  scboeiden,  Linien  constanten  normalen  Abatands,  nnd 
heissen  als  solche  geodätische  Parallelen.  Bas  Sjst«m  beider 
Scharen  nennen  wir  ein  orthogonal  geodätisches  und  ebenso 
<iie  Parameter. 

Setzt  man  bei  Annahme  orthogonal  geodätischer  Parameter  u,  e 

stets 

e  =  1;     f—O;     ff  —  i* 

SO  werilcn  die  Formeln  von  §.22. 
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\^M+^  \ 

l 

l  =  -|-?l 

\ 

— '  =  -.1^ 

9K     8F      F  9i 

} 

SG     iF      /,,    ,   G\di 


Der  TorsioDswinkd  einer  Ettrzeatcn  wird: 

der  TofBionswiukel  der  P»r»meterlinie  («): 

/Fdu 
~  (58) 

§.  31.     BUTerentliilKleichunfr    der   KBrze§tcD.      Die    Parameter 

seien    orthogonal    geodätisch.     Für    eine    beliebige  Kürzeste   s   sei 

n-  — •  k;  dann  ut 

0»  '^  yr+7''"Ä'' 

oder,  wenn  man 

(fc  =  tgft 
setzt: 

8x       8s  ,  8z  sinu 

5 -»«»•»'+ s-r 

Dies  nochmals  längs  m  diffcrentiirt  giebt  mit  Anwendung  der  For^ 
mein  (53) : 
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s?-  i  -  ^'"»■i'+n78;fc+''j — i — 
+  l-'5iä;+;s;s+°fJT^ — ss'"''+s5l-r; 

Afultiplicirt  man  mit  p-  bd«!  addirt  die  Analogen,  so  kommt  nach 
Division  dnrch  sin";): 

-|t  =-?'|  (69) 

Dieselbe  Gleichnng  erb&lt  man  auch  bei  Annendung  des  Hnltiplicators 
^.  Der  Mnltiplicator  p  giebt  nur  die  allgemein  gültige  Gleicbnng 
I.  (31).  Folglich  vertritt  die  -Gl.  (59)  alle  Bestimmungen.  Ihre  An- 
wcndang  setzt  die  Eenntuiss  einer  speciellen  Schar  Kürzester  voraus; 
durch  ihre  Integration  findet  man  das  vollstAndige  System  aller  Kar- 
zcst«n  auf  der  Fläche. 

g.  32,  GeodStisehe  Polareoordlnaten.  Orthogonal  geodätische 
Liiüensysteme  können  dreierlei  Form  baben,  jenachdem  die  Schar 
der  Kürzesten  ohne  Durchschnitt  neben  einander  besteht,  oder  von 
einer  Curve  eingehüllt  wird,  oder  von  einem  festen  Punkte  ausgeht 
Die  Bedingung  der  2  letzten  Falle  ist  nach  §.  20.,  dass  g,  oder  hier  l, 
bzhw.  längs  oiner  Curve  oder  in  einem  Punkte  verschwindet  Im 
letzten  Falle  verschwindet  t  uuabbüngig  von  v,  also  für' einen  con- 
stautcn  Wert  u  ^  c  und,  nach  Substitution  von  u-^-c  ^  »>  fUr  u^O. 
Ist  letztere  Anordnung  getroffen,  so  drückt  a  den  kttrzesteo  Abstand 
eines  boliebigou  Punkts  vom  festen  Punkte  längs  der  Fläche,  d.  i.  den 
geodiltischen  Radiusvector  des  eratern  aus.  Der  Winkel,  den 
ein  vai'iabeler  Radiusvector  mit  einem  festen  bildet,  ist  dann  Fonction 
von  t>,  lässt  sich  daher  selbst  zum  Parameter  v  nehmen.  Dio  Para- 
metcrlinien  (o)  werden  conceutrischo  geodätische  Kreise  mit  dem 
Radius  u.  Die  Länge  eines  solchen  Kreisbogens  ist  '^fidv;  flir  un- 
endlich kleinen  Radius,  wo  der  Kreis  eben  wird,  muss  er  aber  -^fuBe 
sein.  Folglich  ist  die  Bedingung,  unter  der  v  jenen  Winkel,  d.  i.  das 
geodätische  Azimut,  darstellt: 

lim^  =  1  (60) 

nnd  das  Verfahren  bei  Ermittelung  des  Parameters  folgendes.  Man 
berechne  fOr  verschwindendes  u 

/(u)  =  lim-    und 
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dann  entspricht  den  Parametern  u,  v'  der  Wert 
,         t 

....  *  "■^> 

daher  ut 

lim -=-^  lim-  —  1 

folglich  iat  f'  der  gesnchte  Parameter. 

§.  33.  Conforme  .ibblldan^  der  FlBehen  auf  der  Ebene.  Eine 
FlELche  vird  als  Abbildung  einer  andern  betrachtet,  wenn  man  nach 
irgend  einem  Gesetze  Jedem  Punkte  der  einen  einen  bestimmten  Punkt 
der  andern  entsprechen  l&sst.  Die  entsprechenden  Punkte  nnd  die 
von  ihnen  entsprechend  erzeugten  Linien  heiseen  dann  die  Abbil- 
dungen ron  einander.  So  ist  z.  B.  die  Indicatrix  der  Normale  die 
Äbbildang  deijenigen  Cnrve  auf  der  Kogcl,  welche  der  Pnespunkt 
durchläuft;  das  Gesetz  ist  hier  die  gleiche  Richtung  der  Normalen. 
Analytisch  ausgedruckt  wird  die  Abbildung,  indem  man  beide  Flachen 
in  denselben  Parametern  darstellt,  so  dass  die  Punkte  {u»)  sich  anf 
beiden  entsprechen. 

Das  Gesetz  der  conformen  Abbildung  ist  die  Aehnlicbkeit 
der  Fläcbenelemente.  Alle  Elemente  der  einen  Flache  sind  den  ent- 
sprechenden  der  andern  ähnlich,  wenn  die  von  jedem  Punkte  aus- 
gehenden Linieuelemeote 


auf  der  einen  den  entsprechenden 

y'e'du^-\-2f'duBi,+g'dv* 
auf  der  andern  proportional  sind,  wenn  also 
e:f:g~c':f':g' 
ist 

Das  Problem  der  conformen  Abbildung  besteht  also  nraprUnglicb 
in  folgendem.  Zwei  Flächen,  iP  und  1>",  sind  jede  in  hesondem 
Parametern  (w,  v)  nnd  («",  d")  gegeben,  wodurch  («,/,  g)  und  («", 
/",  g")  bekannt  sind.  Die  Parameter  der  einen,  welcher  man  will, 
z.  B.  u,  V,  kann  man  beibehalten.  Dann  soll  man  gemäss  den  Gl.  (1), 
angewandt  auf  *",  von  den  Parametern  (u",  v")  auf  die  Parameter 
(»',  «')  Übergehen,  wo 

«'  =  f»e;    /'  =  mf;    g' =  mg  (61) 

zu  setzen  ist,  so  daaa  nach  Elimination  von  m  zwei  DifTerential- 
gleichongen  zur  Bestimmung  von  u',  v'  als  Functionen  von  u",  v"  zn 
integriren  bleiben.    Ist  dies  geschehen,  so  bat  man: 
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Das  Problem  Iftast  sich  aber  in  2  einfachere  zerl^cn.  Man 
kann  erst  die  Fläche  <!■  auf  der  Ebene,  dann  diese  auf  der  Fläche 
<D"  abbilden.  Da  HbcrdisB  ein  Paramcterpar  willkürlich  ist,  so  nehmen 
wir  auf  der  Ebene  cartüBiache  üoordinatcn  u,  i>  zu  Parametern.  Dann 
handelt  es  sich  nur  noch  um  folgendes  Problem.  Kiue  Fläche  ist  in 
beliebigen  Parametern  gegeben;  man  soll  diejenigen  Parameter  finden, 
welche  bei  conformer  Abbildung  luif  der  Ebene  in  cartesische  Coor- 
dinaten  übergehen.  Den  cartesischen  Üoordinaten  ale  Parameter  der 
Ebene  entsprechen  die  FandamontalgrCsson 

e'-l;    /'  =  0;    j'-l 

daher  ist  nach  (61)  die  Bedingung: 


Hiermit  sind  wir  zu  einem  neuen  Linionsystem  gelangt,  das  wir 
abkürzend  das  Abbildungsliniensystcm  nennen  können.  Die 
Parameter  hcisscn  dann  Abbilduugsparamotcr.  Dabei  ist  jedoch 
zu  bemerken,  dass  die  das  System  bildenden  Linien,  jede  fOr  sich, 
ganz  beliebige  Linien  sind,  und  nur  ihr  System  die  besondere  Eigcu- 
scliaft  besitzt.  Das  System  ist  bestimmt,  sobald  mau  auf  der  Fläche 
i  sich  rechtwinklig  s<:bneidcnde,  sonst  beliebige  Linien  als  erate  Para- 
meteriinien  angenommen  hat. 

Die  Formeln  von  S.  22.  gehen  hier,  wo  das  Linienelement 
ist,  in  folgende  tkbcr: 


1  /flf  ar        ?(  flj\ 

Siidv "  2Aac  äu  ■•"  öu  3c}  "•"■^P 

SP  "  2t\-  SiS^+  8v  de)  +  '^^  > 


>  (63) 
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SE_  SF      E+G  St 
Sc      du  21     9» 

3G^9F      E+Gdl 
du       dp  '2t      da 

Ein  besonderer  Fall  der  conformeii  Äbbildoi^  ist  die  Abwicke- 
lung; hier  sind  die  ähnlichen  Flächenelcmente  coDgniciit. 


m.    8e«OBderc  Artea  von  Flftaben. 

3.  34.  Abwickelbare  FlSoheD.  Im  folgenden  soll  von  Flächen 
gehandelt  werden,  die  auf  Ebenen  abwickelbar  sind.  Man  nennt 
solche  gewöhnlich  schlecbtliin  abwickelbare  Flächen. 

Betrachtet  man  die  Ebene  der  rg  als  die  Flache,  anf  welcher 
die  Abwickelnng  geschieht,  und  nimmt  die  cartesischen  Coordinatcn 
x  ■=  u,  y  =  D  zu  Parametern,  so  wird 

also 

*  =  !;    /=0;    g-1;    1  =  1  (1) 

b^x     B^x     B'^x 
Ferner  werden  anf  joner  Ebene  5.-^-  srä"'  s^r  etc.  null,  daher 

£  =  0;     F=0;     G  =  0 
woraus : 

ÜG  — i^=0  (2) 

Nach  S-  17.  müssen  die  Gl.  (1)  (2)  auch  für  die  auf  der  Ebene  ab- 
wickelbaren Fl&chen  gelten-,  folglich  ist  hier 
J EG-F* 

Hiernach  ist  immer  eine  von  beiden  Hauptkrttmmungen  nnll;  wir 
setzen : 

'=0 

Ist  aber  die  ErtkmmuDg  eines  Norraalecbuitts  null,  so  ist  es  nach 
S-  7.  auch  die  Krflmmnng  joder  densetben  berührenden  Curve,  in 
nnserm  Falle  also  auch  die  Krümmung  der  ersten  Krammungslinie, 
und  zwar  in  ihrer  ganzen  Ansdebnung,  weil  Ol.  (2)  fflr  alle  Funkte 
gilt;  d.  b.  die  erste  Krammungslinie  ist  gerade,  und  man  hat  den  Satz; 

S.   18.     Jede   Abwickelbare   wird   ron    einer   Geraden 
erzeugt,  und  diese  tat  Erümmnngslinie  auf  ihr. 
T*ll  ui.  19 
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Ferner  hat  eine  Normale,  welche  läni^  einer  Krllmmangslinic 
gleitet,  uacb  §.  2b.  entweder  constaut«  Sichtung  oder  einen  Coincidenz- 
punkt  Das  letztere  ist  bei  der  geraden  Krümmungslinie  nicht  mög- 
lich, weil  sie  selbst  cteo  kürzesten  Abstand  der  consecutiven  Normalen 
misst.  Folglich  ist  die  KiciUung  der  Normale  constant.  HierauH  folgt 
weiter,  dass  die  Fläche  lüuga  der  geraden  KrUmmnngslinic  eine  einzige 
BerOhmngs ebene  hat.  Variirt  dann  der  Punkt  {xys)  transversal,  so 
kann  die  BerUhrnngsebene  nur  um  die  gerade  Krümm ungslinie  rotiren ; 
diese  bildet  dann  ihre  Coincidenzlinie  und  bat  entweder  constante 
Richtung  oder  einen  Coiucidonzpunkt.  In  beiden  Fällen  ist  die  Ur- 
fläche  Einhollende  einer  mit  einem  Parameter  variirenden  Ebene, 
und  zwar  kann  sie  als  solche  dreierlei  Form  haben:  jenachdeni  die 
gerade  Krümmtmgslinie  conatant«  Richtung  oder  einen  festen  oder 
einen  variabehi  Coincidcuzpnnkt  hat,  ist  die  Fläche  cylindriscb,  konisch 
oder  Taugentenfläche. 

g.  35.    Tanrentenfl&ehe.    Die  661*840 
voriire  mit  r;  dann  hat  sie  einen  Coi  neiden  zpnnkt,  wenn 


b  ib    Sß    =0 

ist.    Wenn  wie  wir  annehmen  nicht  a,  b,  c  constaut  sind,  so  ist  die 
Crleichong  identisch  mit  den  dreien: 

woraus : 

3a  8a  8A  ,  ,     ,     ,8a        , 

Ä.^"'      8p  =  ''S+('*+"^S;5    ^^-  '*' 

Sind  a,  fr,  c  die  Richtangscosinns  der  Geraden,  so  fiudet  man  nadi  I. 
Gl.  (3): 


Sollen  die  Parameter  u,  n  der  erzengten  Fläche  orthogonal  sein,  so 
hat  man  31  =  0  zu  setzen,  und  erholt; 

8a=(i8a;     Zß  =  ^^b\    dy  =  fiBe  (5) 

|^  =  {*.  +  u)|^;    etc.  (6) 

Der   Drebnngswinkel   der  Erzeugenden   ist  Function   von   c\  daher 
können  wir  ihn  =  v  setzen;  dann  wird 
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3e»_aa»  +  P6»+0e*  (7) 

e  =  li    /=0;    ;,  =  (,,+«)»;     t  =  ft+«  (8) 

Es  zei^  sicli,  dass  Aia  Parameter  orthogonal  n^odätiscb  sind. 
Ferner  findet  man: 


Pt  =  (f^+») 


1; 


etc. 


"s! 


Eine  zweit«  Differentiation  d«r  Gl.  (4)  (6)  giobt: 

hu*  '  fiuSp  OB  ' 


wenn  wir  zur  ÄbkUrzong 


00  au» 

hc    d»e 


setzen.     Demnach  sind  die  Parametertinien  auch  KrUmmungslinien ; 
daher  die  Hauptkrümm&ngen : 


Der  DrehpnnktsabBtand  der  Erzeagenden  ist 

daSa-\-Sl)dß+BeSy  _ 

fo^licb  Bind  die  Coordinaten  des  Coincidenzpunkts: 
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xo  —  a—^a;     y,  —  ß—fii;     »o  =)•— ^c 
oder 

»■(,  — /(j3a  —  /la  = — /aSfi;    etc. 

Dieser  erzeugt  bei  Variation  Yon  e,  wofern  er  mit  variirt,  die  Ein- 
fadllende  der  Geraden  (3),  die  Gratliüio  «^  der  Abwickelbaren,  nnd 
zwar  iat 

SiTi)  =^  —  aSm      3*0=  —  Bfi;       s-*  =  o 


Dies  eingeführt  in  (ä)  giebt: 

*"ir„+("-»o)^i     etc.  U3) 

d&B  ist  fOr  coustantes  u  die  Gleichung  einer  ETolveut«  von  j^,  fUr 
constautes  e  die  der  Tangente.    Es  hat  sich  ergeben; 

S.  19.  Die  ErQmmangsiinien  einer  Tangentenfläche 
sind  die  Tangente  und  die  Evolvente  ihrer  Gratlinie. 
Dieselben  sind  zugleich  orthogonal  geod&tische  Para- 
meterlinien, 

Ferner  ersieht  man  aus  (7)  (4)  (9)  (11),  dass  u  der  KrftmroungB- 
winket,  a,  b,  c  die  Richtuogscosinus  der  Tangeute,  ^-^  a-<  g-  die  der 
Hauptnonnale,  p,  q,  r  die  der  Binormale,  V  das  KrUmmungsverhalt- 
niss,  also  fvdo  der  Torsionswinkel  der  Gratlioio  iat  Geht  man  also 
von  der  beliebigen  Curve  «„  aus,  and  Iftsst  deren  Tangente  die  Ab- 
wickelbare erzoagen,  so  folgen  die  BeatimmnngsstQcke  der  Flüche 
unmittelbar  ans  denen  der  Curve. 

g.  36.  Abniekclun^  di>r  Tangeuteufl&che.  Um  die  Tan)tenten- 
fiache  anf  der  Ebene  abzuwickeln,  haben  wir  nur  diejenigen  Parameter 
u,,  Vi  zu  suchen,  welche  nach  Abwickelung  in  ebene  cartesische  Coor- 
dinaten  Obei^ehen.    Nach  (1)  entsprechen  diesen  die  Werte: 

«i=3i=-'i  =  l;    /i=0  (H) 

Gehen  wir  also  von  den  Werten  (8)  aus,  so  werden  die  Transfomu- 
tionsformeln  U.  Gl.  (1): 
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und  laasen  sich  erfalleo  durch 


Eliminirt  man  w,  and  f,,  so  kommt; 


—  giBinx  =  Buui+{(»-|-u)s- c( 

Stt  ,       1      ^Ö»    ■ 


worans : 


X  =  i~o,   wo  6  conatant. 
Die«  eii^efUhrt  in  (15)  giebt: 

Sttj  —  auco8(fl— t))+(f.+»)3cBin(Ä-p) 

■   Sc, 8u8in{«— p)  +  {p4-«)apco9(ö— p) 

nnd  nach  Integration: 

«,=«co8(J-F)+/^8p8in(a— r)       j  ^^^^ 

r,  = — usitt(d — p)4-/fiflpcos(i — b)    J 

Hierdurch  ist  fSr  jeden  Punkt  (uc)  der  Tangentenfläche  der  Punkt 
(ujc,)  anf  der  Ebene  beBtimmt. 

Dieselben  Gleichungen  töscu  glciclizeitig  das  Problem  der  EQrze- 
Bteii.  Denn  da  die  Paramcterlinien  (u^)  nad  (r^}  anf  dor  Ebene 
Gerade,  d.  i.  Ktlrzeste  sind,  so  sind  sie  es  auch  auf  der  Abwickel- 
baren-, und  da  jede  Gerade  auf  der  Ebene  fttr  irgend  welche  Werte 
von  i  und  u^  mit  der  Pametcrlinie  Uj  =  conat.  identisch  sein  mnsB, 
so  ist  erstlich  jede  EttrzeBte  auf  der  Taugcntentlacbe  durch  eine  der 
Gl.  (16),  und  jedes  orthogonal  geodätiache  System  durch  beide  Glei- 
chungen dargestellt.  Ucberdies  ist  bemerkenswcrl,  dass  hier  2  Scharen 
KflTxeater  sich  rechtwinklig  schneiden,  (olglich  heide  auch  geod&tiBch 
parallel  sind,  was,  wie  leicht  zn  sehen,  ausschliesslich  Eigenschaft 
der  Abwickelbaren  ist,  sofern  dazu  die  Gl.  (14)  erfordert  werden. 

Die  Abwickelung  vertritt  zugleich  die  conforme  Abbildung. 

S.  37.  Konische  und  crlindrlsche  FIftche.  Ist  der  Ort  der  Ge- 
raden (3)  eine  konische  Flüche,  so  sind  a,  ß,  y  constant.    Nach  (&) 
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ist  daan  fi  ^  0;  im  übrigen  bleibt  alles,  aa^enomincu  dos  auf  di« 
Carvc  «0  Bezflglicho,  in  anver&ndcrter  Geltung. 

Im  Fall  einer  cylindrischen  Fiacbo,  wo  a,  b,  c  constant,  kann  e 
Beine  Bedeutung  nicht  behalten.    Setzen  wir  statt  dessen 

^_  %      9o 

8u  ~  "'       Sp  ~  3p 
e-1;    /-O;    ff  =  1 ;     (  =  1 
mit  der.  Bedingung 

aao+S9j3+eSj'  =  0    oder 
aa-\-hß-\-cy  =  const. 

welche  dadurch  zu  erfüllen  ist,  dass  man  den  Ausgangspunkt  der  Go- 
raden (oßj)  in  ihren  Durchschnitt  mit  einer  Ebene  normal  zu  ihr 
logt.  Dann  sind  u,  n  die  Parameter,  welche  nach  Abwickelang  in 
cartesiscbe  Coordinatcn  übergehen,  und  zwar  bedeutet  t  einen  Bogen 
der  Curve,  welche  der  Punkt  (ttßy)  erEeugt,  und  welche  die  Basis 
der  cylindrisdien  Fläche  heisst,  nnd  u  den  normalen  Abstand  des 
Punktes  (uc)  von  der  Baals.    Femer  ist 


"  ÖB  ae* 

£-0;    F—0;    G  = 

'  85  Ri 

8,  3>r 

ff=(<rl+S™+m 

's 

WO  t  ErQmmuLgswinkel,  I,  m,  n  Richtungscosinus  der  Binonnale  der 
Curve  c,  also  identisch  mit  a,  b,  e  sind.    Daher  bat  man: 


d.  h.  die  zweite  Hauptkrümmung  ist  die  Krammnug  der  Basis. 
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Die  in  §.  36.  behandelto  Aufgabe  lagst  sich  in  »Daloger  Weise 
bei  der  cylindriscben  Fläche  durchfuhren,  wo  nur  1  statt  ,11+«  zu 
schreiben  ist,  und  man  findet  als  aUgemeinst«  Parameter,  und  zugleich 
als  Gleichungen  der  Kflrzeaten  uud  der  orthogonal  geodätischen 
Systeme : 

u,  —  ucosx-j-uBinN 

o,  =  —  usillK-|-DC08X 

wo  x  conatant. 

g.  38.  Flttchen  constanler  KrUmmnnr.  Dio  Krümmung  einer 
Fläche  sei  conatant  -^  k\  so  dass  h  bei  negativer  KrOmmung  imaginär 
zu  denken  ist.  Fuhrt  roau  orthogonal  geodätische  Parameter  u,  v 
ein,  so  ist  nach  IL  Gl.  (55) 

EG~F*  IdH 


gr*  +  *^  =  <* 
Dies  integrirt  giebt: 

t  ^  Vcoika-\-  r,  sinih* 

wo  V,  Fl  Functionen  von  »  sind.     Machen  wir  nach  g.  31,  u,  o  zn 
geodfttiscbou  Polarcoordinaton,  ho  muss  fttr  verschwindendes  u 


sein;  dies  giebt: 

and  man  bat: 

,-li    f-O:    ,-,';     ,  =  Sf  (17) 

Für  eine  beliebige  Cnrve  a  aaf  der  Fl&che  hat  man  jetzt: 


a^=a„.+  (?iE^a„y 


(18) 


Soll  nun  diese  Curve -Eflrzeste  sein,  so  ist,  wie  in  g.  39.  ericlftrt,  die 


./     l/f  +  B 


J/^™''«®)' 


Integrirt  man  teilweise,  so  wird  iv  Factor  des  int«grirten  Teils. 
Werden  die  Endpunkte  des  Bogens  a  als  fest  angenommen ,  s»  ver- 
schwindet jener  Factor  an  beiden  Integralgrenzen,  nnd  es  bleibt: 
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(sin' 

Soll  dies  bei  jeder  Variation  stattfindeo,  so  iudsb  sein 
an'kuK- 


also,  weun  e  eine  Constantc  bezoichnet, 

sin*A-ug~=  sintc  l/t'-j-ain^fcnfg-l 


üinktiVaia*lcu-8i3i*ke 

(19) 

Setzt  man 

coaitu  ^  cosI:cco8ui 

(20) 

so  wird  der  Ausdruck: 

-                sin  Äc  Sie 

^"^l-cos^iccos»«. 

nod  giebt  nach  Integration; 

■  tg«  =  sinfetg{c+|3)     , 

(21) 

Eliminirt  man  ic  mittelst  (20),  so  kommt: 

tgt»TOS{C  +  /J)  =  tgtC 

(22) 

Eliminirt  man,  um  einon  Bogen  der  Kürzesten  zu  berechnen.  Sc 
zwischen  (18)  und  (19),  so  findet  man: 


(23) 


sin  Im  ^ 
Ysm^ku  —  sin'fcc 
und  nach  Integration; 

COSfcu  =  C0SicC08i(8+i)  (24) 

Dies  verglichen  mit  (20)  zeigt,  dass 

daher  ist  nach  (21) 

tgit(.+d)  =  sintetg(t+^)  (25) 

nnd  in  Verbindung  mit  (24)  (22) 
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8ini(.+*)  -  tgfccoBtutg(e+?)  (26) 

Kak{»-\-h)  =  Binfci*gm(r-|-j!)  (27) 

Uotersncht  man  noch  den  Winkel  #  zwiacfaen  2  EOrzeaten  «,  «', 
Bo  ist  Dach  I.  61.  (4) 

(txak^  Sv  8p' 

«■"*=— är§^ 

^  du 

Geht  die  ineite  Cnrve   vom  Punkte  u  —  0  ans,  so  ist  «'  identiBch 
mit  dem  geodätischen  Radingrector  u,  also 


Dies  giebt: 

also  Termfige  (23): 

Fflr  u  =  e,  d.  i.  nach  GL  (22)  fttr  e  =  —  |J,  ist  daher  «  ein  Rechter. 
Bierans  erhellt  die  Bedeutung  der  Constanten.  Der  Winkel  v  —  —  fi 
bestimmt  die  Richtung,  der  Bogen  e  die  Lange  der  geodätischen  Nor- 
male vom  Pankte  u  =  0  auf  die  KOrzeste  *,  Was  6  betrifft,  so 
können  wir  feBtset7.eQ,  dass  >  zugleich  mit  e  verschwindet  Da  nun 
nach  (24)  fllr  u  =-  «  die  Grösse  t=—b  wird,  so  bezeichnet  b  daa 
Stück  der  Kflrzesten  von  c  =>  —  f)  bis  c  —  0. 

Jetzt  bildet  u  die  Hypotennae,  e  and  t-\-b  die  Katheten  eines 
geodätischen  rechtwinkligen  Dreiecks,  in  welchem  v-\-ß  der  Gegen- 
winkel von  »-\-b,  nnd  &  der  von  e  ist  Die  Relationen  zwischen  den 
ersten  4  Stacken  sind: 

cosjt«  "  c08-ircost(»+6)  (29) 

sinihtcoB(r-{-|3)  =  8iniecosjt(>-(-fi)  (30) 

Bin<tuBin(e+|3)  =  Bmk{»+b)  (31) 

Bezeichnet  a  den  Wert  von  u  fOr  c  =  0,  so  bilden  die  3  Kttr- 
zesten  u,  a,  «  ein  beliebiges  geodatisclies  Dreieck.  Die  Gleichungen 
gehen  fttr  r  =-  0;  s  —  0  über  in 

COBila  ^  COSi'CCOSiti 

sinitacos^  —  sinkccoskb 
sinbsBiniS  ■—  sinkb 
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Dio  Gegenwinkel  der  Seiten  a  und  «  sind  &  und  der  Nebenwinkel 
dessen,  in  welchen  9  fOr  r  ^  0  Bbcrgeht  Letzteren  darch  ]•  be- 
zeichnet, bat  man  nach  (28) : 

Bin?  Sinti.  =  siLlc    l 

sin^sin^-a  =  sinic    ' 
Die  Gi.  (24)  (27)  (28)  bleiben  dieselben,  wenn  man  »-\-h  mit  c  nnd 
D+ß  mit  #  vertanschL    Gt.  (30)  in  die  Folge  von  (24)  ond  (37), 
daher  besteht  sie  auch  nach  jcni<r  Vertanschnng ,  und  man  hat; 

gini-ucoad  —  coai(-cshiib(i-|-i)    nnd  für  c  =  0 
—  i\nka\:(i%y  —  cositcsiutA 

Eliminirt  man  die  StUcke  b,  e,  ß,  welche  nicht  zum  Dreieck  {uta) 
gehören,  so  erh&lt  man: 

ainitu       BJnl;« 


cosB+cosycosfr 

cos  kt  —  C03  taCOSjfcw 
^        Biuibasinitu 

Obcreinstimmend  mit  den  Relationen,  welche  an  einem  Dreieck  auf 

der  Kngel  vom  Radius  r  stattlinden. 

g.  39.  Problem  der  Darstellung  der  Flachen  constanter  Krflm- 
mnng  in  Coordlnaten.  Um  die  durch  die  Werte  von  e,  f,  g  bc- 
BtimmtQ  Fläche  conataiiter  Krümmung  in  Coordinatcn  darzustellen, 
ist  das  System  von  Gleichnugen 


©■+(l!)-+a'.. 


zu  integriren.    ErfOllt  man  sie  dnrch  die  Werte 

3«  ,   _  ,  .  „  ,    ,      3a:       tXnhtt 

g- —  —  slnöainjicosi  — cos^Bini;    g- ""  — 7— cosftcoal 

^y  ■    „  ■        ■    .   I         n        n      3y        Bintu  , 

5-  =-  —  sm^BinfiBmi+cosÖcosii    5--  ^  — jt— cOBfisin* 

dl        .    „  B»       siahi  . 

ä srnfrcoB»;  5~  =  -,— Bin« 

Ott  '^'  3c  jfc         "^ 
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and  elemiDirt  durch  partielle  Differentiation  z,  y,  >,  ao  erhUt  man  3 
GleichüDgen ,  deren  erste  zwei  sich  leicht  za  zwei  einfacheren  ver- 
binden lasten,  so  dass  sich  crgiebt: 


coB^cos^g sinffsinfi  g— =- co8A-w8inn+ — T— coBug-       (ä) 

Auch  von  diesen  verhinden  sich  wieder  die  erste  und  driU»  zn  folgen- 
den zweien: 


C08#C08ft5-  +  Bin*ö^  =  —  cob4 


deren  erstere  mit  Gl.  (36)  ei^ebt; 

-    C08*C08,.^-l-8in*|^-0  (38) 

Die  letzten  2  Gleictaiuigen  amfaBSt  die  folgende: 

co8öco8(«3i+8in#a(i-fcoatuSp  —  0  (39) 

welche  nar  noch  mit  Gl.  (36)  za  verbinden  ist,  nm  säramülcbe  Be- 
sbmmongen  ftr  X,  fL,  9  zn  enthalten. 

61.  (38)  zeigt,  dasB,  wenn  eine  der  Grössen  i,  n  unabhängig  von 
u  ist,  die  andre  es  auch  sein  muss.  lu  diesem  Falle  geben  «Ue  Gl. 
(35)  (37)  Obereinstimmend: 


wo  t(,  Fanction  von  u,  und 

p,  ^-  fsiuitBk 
Function  von  t  ist    Gl.  (36)  wird  alsdann: 


man 

«IJO 

»J£2!^£2ü0_     .,„,.,„^ 

} 

8(rinj,co.rt„.      „„„,|,„„^ 

\ 
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UieraoB  erhellt,  dass  e  und  y,  weil  sie  nicht  von  u  abhängen,  über- 
haupt conetant  sein  mttssen.    Die  Ol.  {il)  geben,  entwickelt^  die  Werte: 

j^  =  csin(p,  +y);      ^ cco8(e,+y)tg(i 

woraus  durch  Integration: 

co8(ico8(c,+j')  =—  glna 

COafiBin[D,-|-]')  t=  C08aCOB(cr4~^) 

sinfi  =  cos(r8in(oii-|'l'} 

Jetzt  iBt  nach  Gl.  (40) 

and  man  findet  nach  Integration  mit  HOlfe  dw  Relation  zwischen  ß 
nnd  Dl! 

COB(r|-f-)')cOBft  =  üna 
«•»(rj+j-JBinfi  =  cos«c08(i+t) 
BinCPi  +  y)         "  coBoBiii(i.-|-*) 
Hier  aind  a,  ß,  t  die  Constanten  der  3  succesBiren  Integrationen. 
Führt  man  nun  die  Werte  der  partiellen  Differentialquotienten  der 
Coordinatcn  mittelst  der  gefundenen  Kelationen  auf  u  und  v  zniUck, 
Bo  ergiebt  die  Integration  der  Aasdrücke  von  Bx,  dy,  d»  ohne  Schwie- 
rigkeit: 


otmt(ioai.ce-\-ß)\-\-UfatattWit 


wo  in  Abkürzung 

u,  —  /sin(%+/)3« 

(^tzt  ist.    Verbindet  man  die  3  Coordinatenwerto  wie  folgt 

( — ircoB«+y8ini)sino  — icoB« 
«Hint-j-ycOB* 

( — xcoBt-}-yBmt)coia-\-Kama 
so  stellen  diese   3  Grfinen  die  Coordinaten  desselben  Punktes   für 
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andre  Lage  der  Azen  dar.    Bezeichnet  man  sie  wieder  mit  a 
so  werden  die  Gleiclmngen  der  Fläche; 


das  sind  die  der  Fläche,  welche  die  ehene  Cnrve 
siniu 

bei  Rotation  nm  die  x  Axe  beschreibt  Vür  den  Fall  o  =  1  wurd 
nach  (42) 

,          ,         ,                     coat« 
»i+r  =  *">    ««0    «s  — Jfe- 

nnd  die  Werte  (43)  ergeben: 

Die  Fläche  geht  alsdann,  wofern  i:'  positiv  ist,  in  eine  Et^  vom 

Badins  r  Ober.    Da  nnn  nach  S- 1?-  (üle  Flächen,  welche  gleichwertige 

e,/,  g  haben,  auf  einander  abwickelbar  sind,  so  sind  alle  FlAchen 
conatanter  positiver  RrQmmnng  «nf  einer  Kagel  abwickelbar.  Doch 
bemerkt  man  leicht,  daas  nicht  die  gante  geschlossene  Fläche  «Ue 
ganze  Kngel  bedocken  kann,  sondern  entweder,  fOr  c>-l,  nur  einen 
Teil  derselben,  oder,  fQr  e<^l,  die  Kngel  znm  Teil  mehrfach  bedeckt.  • 

§.  40.  Kleinxte  Flkehcn,  BediBrung-.  £ä  ist  die  Aufgabe,  unter 
allen  Flächen,  welche  von  derselben  geschlossenen  Linie  begrenzt 
worden,  die  kleinste  zn  finden.  Diese  kleinste  Fläche  hat  dann  der 
Bedingung  zu  genQgen,  dass  sie  bei  jeder  unendlich  kleinen  Verschie- 
hung  ihrer  inncm  (nicht  znm  Umfang  gehörigen)  Punkte  wächst, 
dass  also  ihre  Variation  nie  negativ  ist  Dann  kann  aber  die  Variation 
auch  nie  positiv  sein,  weil  sie  sonst  bei  rückgängiger  Verschiebung 
negativ  wäre.    Folglich  ist  die  Variation  der  Fläche 

iSl  —  ifftdudv=ffStbubv  =  0  (44) 

Berechnet  man  it  ans  L  Gl.  (10)  (3),  so  findet  man: 

^^_s9e—2fif+eig 
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ix 


9. 


und  die  übrigen  CoefficieDten  analog  bestimmt  sind,  oder: 
6t  =  g^(Z.fo+Jtfdi,+iVa»)-{-  5^(£,6ie+A/,dj+af,ä«) 


(g+'^)--(^+'#)'-ft^'+S)d. 


Fohrt  man  diesen  Wert  in  (44)  ein  und  intcgrlrt  den  erstea  Term 
zuerst  nach  u  in  der  Ausdohnoog,  in  welcher  die  Parameterlinie  (u) 
innerhalb  des  Fl&chenstücks  ß  liegt,  so  werden  die  örcn^cn  entweder 
die  finrcbschi litte  mit  dem  Umfang,  in  welchem  Ax,  S^,  öz  null  sind, 
oder,  falls  dio  F^ametcrlinie  in  sich  selbst  üurUckläuft,  ein  und  der- 
selbe Punkt  dieser  Linie,  also  L6it-\~MSg-^N5z  fUr  beide  Integral- 
grenzeu  dieselbe  Grösse.  In  beiden  Fällen  verschwindt^t  der  Ausdmck 
schon  nach  erster  Integration.  Dasselbe  gilt  vom  zweiten  Term,  wenn 
mau  ihn  zuerst  nach  v  integrirt.  In  den  übrigen  Tcrmeu  sind  die 
Factoren  äx,  iy,  Sz  für  alle  Flacbenelemente  unabhängig  willkürlich. 
Daher  kann  das  IntegrSl  nur  null  sein,  wenn  es  die  Cocfücieuten  der 
Variationen  sind,  und  man  erhält: 


8L      BL, 


d^^ 


(46) 


Setzt  man  fllr  Z^,  £i  die  obigen  Werte  und  fuhrt  die  Differentiation 
mit  Anwendung  der  Formeln  L  OL  (19)  ans,  so  kommt: 


8L, 


und  die  3  Gl.  (46)  rednciren  sich  auf  die  eine: 


Es  hat  sich  ergeben: 


Qi      ft 


S.  20.  Auf  Jeder  kleini 
mme  der  Uauptkramm] 


jn  Fl&che 
gen  null. 


st  durchgängig *di« 
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Durch  diese  Eigenschaft  wird  eine  besondere  Art  tod  Ftftchen 
dcfinirt,  welche,  wgsu  nicht  aaBscblicsBlich ,  jedenfalls  alle  kleinsten 
Ftfichcn  iu  sich  begreift.  Da  offenbar  jeder  Teil  einer  kleinsten  FliLche 
BCll)Bt  kleinste  Fläche  iii  seinem  Umfang  ist,  so  ist  i  der  Begriff  von 
der  Begrenzuug  unabhängig. 

§.  41.     Daratellnng  drr  kleinsten  Fliehen.     Löst  man  die  Olsi- 

changcn  I.  (19)  nach  „-.  g-  auf,  so  ergiebt  sich: 

wo 

/■— —  Ä7,;     Q  =  Ärfl,;    R—KJ;    S  =  —  KS  (49) 

gesetzt  ist,  Formeln  die  gleicherweise  far  die  y  und  a  gelten.    Setzt 
man 

p  —  sinucos»;    q  —  sinusiav;    r  "  cosu  (50) 

und  wendet  aof  die  so  dofinirten  Parameter  u,  v  die  obigen  Formeln 
an,  so  lauten  diese: 


g-  -^  ifcoBucoBi)  —  SBinusinv 
g-  =  i'cosusintt-f  Qsinucosp 
s-  =  .AcoBu8intf-|-QBintiC08i' 
Si  -  "  i-sm» 
g-  =  —  Asmu 
Elimjnirt  man  durch  Differentiation  x,  y,  z,  so  findet  man: 
W  -  ^ ''''«"+^''-«)«''»"  =  0 

ßP      BR\  . 


DiqllZüdbvGoOgk" 


288  Boppt:   PriaäpUa  dtr  FlSektrvheont. 

Die  erste  und  dritte  Gleichnng  iMsen  sich  rerbinden  ta 
dp      hR       „  . 

ß—  QBin'« 
und  nach  Elimination  von  R  zd 

s-  =  s-ain»a+3QBin»coiw 

Dies  läSBt  sich  anch  schreiben: 


dp      J^  8(Qsin»u) 
Sf       sinu        du 


ia-ä-  C63) 

das  ist 

^7^=008^;    col«  =  »Blniio  (54) 

Mtet: 

8  (f  Bin*»)      8(QsinV 

t)tr  —  8«T 

eine  Gleicbnng  die  allgemein  befriedigt  wird  durch 

P8in»u  —  g—  i    Q  Bin*«  =  gr  -  (^) 

Jetzt  bleibt  noch  Gl.  (52)  zn  erfDllen,  die  wir  mit  sin^i  maltiplidren 
und  folgendennassen  schreiben: 

S(Q8in*ii)      8(59iu»u)  ,  ,„  ,   „,  .  , 

-^-^^ — ^g ^+(/'-4-S)bui*i*cosi»  —  0 

Hier  ist  nach  (49) 

du  ist  auf  kleinsten  FUchen  nnll ;  daher  geht  hier  die  Torige  Gleidiang 
ttber  in 

3(QBin««)  ,   B(FBin»w)      „ 

^ +       3»       =** 

und  nach  £infllhrai^  der  Werte  (55)  in 


8*r,  3«r      „ 
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Das  Int^T«!  dieser  Gleichang  ist; 

woratiB  nach  (65): 

Psin»«  =  i<f' {v{-%w,i)  —  tVfp— iw,  —  i) 
Qain^w  —  Aelnu  =  <p'  iv-\-xvi,i)-\-<p'  {v—iw,  —  i) 

Dies  in  die  GL  (51)  eiDgeftthrt  giebt: 


g^  —       8in(ti-|-»to)v'(f4-*a',»)  +  OOiij. 

ftp 

g- tm(v+w,)<f,'(v-\-iu,,  •■)  +  eonj. 


\ 


h, 


=  — .■co8(t.+.-«'V(e+iK',0+conj. 


•■>  l  (67) 


::< 


^  ^       co8(t-+  m)<p-h+iu^, 0  +  COHi- 

3« 

A^ !>'(»+»",«■)+ conj. 

QDd  Dach  Integration: 

«—      zC^+'-^-O  +  iO 

wo  üwischen  den  Fnnctionen  q>,  %,  «p  die  Relationen  bestehen: 

X'(  F,  0  -=  i>'(  V,  i)  sin  K;    t'(  F,  1)  —  —  «p'(  F,  O  C08  F 

SO  daiis  nur  eine  der  drei  nillkOrlich  bleibt. 

Betrachtet  man  w,  «  als  Parameter  der  Fläche,  so  werden,  vie 
sich  direct  ans  den  Werten  (56)  ergiebt,  dio  FundamentalgrOssen 
1.  Ordnnng; 

e  =  y  =  — ( =  4q)'(p+iw,i)g)'(i,— i<r,— Ocos»*»  (58) 

DasE  (ein  negatives  Vorzeichen  erhält,  ergiebt  sich,  wenn  man  die 
Werte  von  pt,  qi^  rt  ihrer  Definition  gem&sa  bildet  nnd  mit  (50)  ver- 
gleicht.   Da  femer  nach  (50)  (54) 
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ist,  80  findet  man  nach  Differentiation  der  Gl.  (56)  die  Fandamental- 
grttssen  2.  Ordnung  gemfiss  ihrer  Definition  §.  5. 

/"=  —  <p'(,v-\-iw,%i  —  7j'(ti — iw,  — t)  ) 

worans: 

F*—EG  =  49i'(t-+iK',  %)ip'{v^iu>,  — i) 
und  in  Verbindnng  mit  (58): 


«VI  —  F'  —  EQ       JB^—HJi  - 
iip'lv-^üe,  i")  q»'(r  ~iw,  —i)  COS*iii 


:jr=     I 


Die  beiden  HanptkrttmmnngBradien  sind  die  positive  and  die  negative 
Quadratwurzel  ans  dieser  QrOase. 

S.  42.    KrflmmiiniiBUnien  auf  kleinster  FUeke.    Kacb  (49)  hat 
man  (in  Parameteni  u,  v): 


"  "'     K~      4co8».wlip'(« +  &■,.)     v'lv—iiü,  — .)) 

ff_«__i_f l .  1  ] 

"^~  K      4cosf«- (  v'(i.  +i«.,i)^v'("  — •"',—»■)) 

,_« W         1  .  1  i 

Daiter  lautet  die  Oleichnng,  welche  die  HanptkrttminangBrichtiiBgen 
bestimmt,  I.  (64): 

<*■-""'"' W'(.  +  .",0+»(.-'.,-.)} 


-2tfcC0B»w 


q)'(t>  +  «c,  t)       9'(t-- 


oder: 


V'(«' +  MO,  •')     ■"  ?'{"—»",—•■) 

Hier  igt 

Sc      3» 

«—^-■»5—0081» 

Dies  eingefQhrt  giebt: 

gi'(r+iw,.'i.(ae-|-iair)>+9.'(i)— iw,  — t)(3p  — »3w)*  — 0 
Setzt  man 
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v'(r,,-)-.-!*'(v,o|«  (62) 

BO  zerftllt  die  Oleichang  in 

*'(ti-f-iw,08(o+tw>)±  *'<!'— »w.—Oötp—tw)  —  0 
Die  Integration  ergiebt  tie  Gleichongen  der  beiden  Erttmmai^inien: 

<P(p-fiw,i)—*(p— •"',  —  »■) —»oi  =  con8t.    > 

und  u,,  c,  sind  dio  Parameter  des  Syatems  der  Krfimmangalinien. 
Hieraus  berechnet  man  leiclit  nach  II.  Gl.  (2)  die  Fondamentalgrösaen 
2.  Ordnung  £,  ff,  ffir  die  Parameter  Ui,  c„  nnd  findet: 

E, 1;      ff,  —  1 

woraus  weiter  nach  IL  Gl.  (15): 


g.  43.  AsjniptAtlsehe  Unlea  anr  kleinster  FlScfae.  Sind  «j,  v, 
die  Parameter  der  asymptotischen  Linien,  so  lauten  die  zn  ihrer  Be- 
stimmung dienenden  Relationen  It.  Gl.  (2): 


-1- 

^-<k 

0 

-kk 

^kk 

Zerlegt  man  die  letzte  ii 

fe- 

-f^B^ 

Wi~F,^i 

80  gehen  die  beiden  ersten  aber  ir 

ik)' 

—  m-S; 

©■=-' 

Nimmt  man  die  Quadratwurzeln  positiv,  bo  wird 

folglich  ist  u,  Function  von  Wj+r,,  und  e,  Function  von  u,  —  v^. 
Eine  andere  YorzeichenbeBtimninng  wOrde  bloss  Tertanschung  von  uj 
nnd  Cf  bewirken.  Da  die  willkflrlichen  Functionen  ohne  Einfiusa  anf 
die  Parameterlinien  sind,  so  setzen  wir  einfach: 

«.  -  «i+r,  =  a-i)*(r-}-Ä»,.-)+(l+0*(r-Vw,-.-)  I 
t,  _  B,_cj  —  (i+ij(I.(e+i„,,')-|-(i_,-)0(D— w,— O  ) 
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ist,  SO  findet  man  nach  DifferentiatJon  der  Ol.  (56)  die  Fundamental- 
grossen  2.  Ordnung  gem&ss  ihrer  Definition  g.  5. 

F=  -  g)'(t.+™,  x)-<p'iv-i«,,  -0         » 
worans: 

F*~EG  =  itp'iv+iie,  f)  v'(e— i»,  —i) 
und  in  Verbindung  mit  (58): 

_        '*  1 „        1 

*ie»  — fi  —  i'o"  j^i  — HJ,""*"'   [  (61) 

iq>'(v-\-ite,i)ip'(v — w,»— »)COB*»u)  I 

Die  beiden  Hanptkrflmmnngsradien  sind  die  positive  and  die  negative 
Qnadratvnrzel  ans  dieser  GrOsse. 

S.  42.    Krttmmnii^liiiieii  auf  kleluter  Flicke.    Nach  (49)  lut 
man  (In  Parametern  u,  v): 


-A=-, 


•_( 1 1 t 


^»      jr  "  4coBKe \  gp'(p  +  iiD, i)^<p'(.v  —  iV,  —t) ] 

''  —  K~  4cosäiw  ( 9)'(f  +  tu., »V  V'Ce— »w,  —  0 ) 

Daher  lautet  die  Oleicliang,  nelche  die  HanptkrOmmangsricfatnDgen 
bestimmt,  I.  (64): 


-3ftC08tU){ 


1 


.-0 


\v'(.  +  fe,0      v'{— <",-*)* 
oder: 

(t — l'COBHc)'  (fc+'CQgwc)' 

g.'(»  +  iw,  0  '^v\v-w,-i)  " 
Hier  ist 

Dies  eingeffthrt  giebt: 

<p'it+iw,iHdv+i3w)»+ip'(t>—i«>,—i)(Se~idtp)'  =  0 
Setzt  man 
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V'(F,0-.'{*'(V,0|»  (62) 

SO  zerftllt  die  Gieichmig  in 

*'(r+tu.,OaCp+M<.)±®'(D— w,  — 03(0— «u»)  =  0 

Die  Int^ratton  ergebt  Bis  Gleichungen  der  beiden  Erllmmangalinien: 

*(c+.w,0+*{i'-Ä^,-0=  »i  =  conBt.    \ 

«(r+»io,i)— *(c— «V,  — 0  —  ivi  =  conat.    ) 

und  u,,  Vi  Bind  die  Parameter  dea  Systems  der  KrOmmnngslinien. 
Hierana  berechnet  man  leicht  nacli  II.  Gl.  (2)  die  FundamenUlgrOssen 
2,  Ordnung  £,  G,  fOr  die  Parameter  uj,  c„  und  findet: 

£,  -=  —  1  j      O,  —  1 

worana  weiter  nach  II.  Gl.  (16): 

«i  =  — ft;  ?j  =  *» 

%.  43.  Asjn)pt«Useh«  linlen  wat  kleinster  Pllohe.  Sind  «i,  t>, 
die  Parameter  der  asymptotischen  Linien,  so  lauten  die  zn  ihrer  Be- 
stimmnng  dienenden  Relationen  II.  Gl.  (2); 


—  1  ~  J 

8,4  8., 

>-.|;fe 

0- 

-kk 

+  fefe 

Zerlegt  man  di«  letzte  in 

k- 

-r,^ 

k-ik 

so  gehen 

die  beiden  ersten  Ober  ii 

[W 

-m-'; 

©■=- 

Mimmt  man  die  Quadratwurzeln  poaltiv,  eo  wird 

».._*4+ 

?£>,     3. 

=  —  ^  rs«.  — 

folglich  iat  u,  Fnnction  von  »i+^it  no^  "t  Function  von  »i  —  t^. 
Eine  andere  Vorzeichenbestimmnng  wttrde  bloss  Tertanachang  Ton  u^ 
und  Fj  bewirken.  Da  die  nillkorlichen  Functionen  ohne  Einfioss  auf 
die  Parameterlinien  aind,  so  setzen  wir  einfach: 

«.  -  «i+fi  =■  (l-0<I>(>+.'".0+(l+0*(''-'"',-0  \  . 
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Gleichzdtig  ergiebt  sich: 

F,  -  -  1 
Die  Relationen  II.  Gl.  (1)  werden  nacb  Einsetzung  bekannter  Warte : 

0  =  e,  —g, 

worans: 

3.«-1p,0«s'+3i>,»)  (65) 

1  2      dujSr] 

ff  ~  ~  ?» av+5p^ 
Ol.  (6&)  zeigt,  daas  <^  O]  zugleich  Abbildungeparameter  Bind.  Hierzu 
genügt  indes   nicht,  daas   sie  asymptotische  Parameter  bezeichnen-, 
vielmehr  mtlssen  noch  2  Gleichnngen ,    etwa  «t  -^  p^  —  ig^  i  hinzn- 
konunen,  welche  die  villkOrlichen  Functionen  bestimmen. 

§.  44.  Fliehen  tob  constanter  Bnmme  der  Hanptkrlimmiuiss- 
ntdleu.  Die  Darsteltni^  der  kleinsten  Flächen  Iftsst  sich  znr  Losung 
der  folgenden  weiteren  Aufgabe  verwenden.  Sind  nämlich  qi,  g^  die 
Hanptlorammnngsradien  der  vom  Punkte  (f^*)  erzeugten  Fläche,  so 
sind  nach  §.  19.  f,-)-c,  ^-{-e  die  Hauptkrflmmnngsradien  der  paral- 
lelen Fläche  im  Abstände  e,  welche  der  Punkt 

je'—"  X — pc;    (('=■  y — qc\    »' ^ a  —  re  (66) 

erzeugt.    Ist  dann  erstere  Fläche  eine  kleinste,  also 

80  ist  die  Summe  der  Hauptkrflromungsradien  der  letztem  —  2e. 
Hiermit  findet  die  Aufgabe: 

DieFläcbe  allgemein  darzustellen,  deren HauptkrOm- 
mungsradien  die  constante  Summe  2c  haben, 

ohne  weitere  Untersuchung  ihre  Lösung.  Die  Gl.  (66)  stellen  die 
verlangte  Fläche  dar,  wenn  man  darin  für  x,  y,  *  die  Werte  (57)> 
fUlr  p,  q,  r  die  Werte  (69)  setzt;  sie  lauten  dann: 


„'_j;(p+Ä„,i)+2(''-»«'.— ■)- 


-9)(t+fer,t)  — v(p— «c,— «■)  — wtgw      } 
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S.  46.  Kletvste  Fliehe  bei  eonstantem  Tolsm.  Ton  der  Ober- 
fläche eines  Körpers  sei  ein  begrenzter  Teil  H  variabel,  der  ttbrige 
Teil  Äi  nnTeränderlicb.  Die  Verändernngen  von  Ä  seien  jedocb  der 
Bedingung  nnterworfen,  daas  das  Volum  des  Eörpera  P  constant  bleibt 
Der  Fläcbcninbalt 

soll  ale  Hinimnm  bestimmt  werden. 

Die  Bedingong  des  Minimams  ist  hier  noch,  nie  in  S-  40. 

das  ist  nach  Gl.  (47)  nnd  den  analogen: 

— 1 — 1  (pfo+fl3y4-r&)t8u3p  =■  0  (68) 

Es  tritt  nnr  die  Bedingung  Mnzn,  dass  Sx,  iy,  Ss  einem  constanten 
P  entsprechen.  Alle  nnter  dieeer  BeschrAnkung  gestatteten  Werte 
können  die  Gl.  (68)  erfüllen,  ohne  dass  jedes  Element  des  Integrals 
null  wird. 

Nehmen  wir  nun  an,  dass  jeder  Ponkt  der  FUche  in  der  Rich- 
tung der  Normale  verschoben  vrird,  wobei  noch  alle  Terftndemngen 
der  Räche  möglich  bleiben,  nnd  lassen  die  Parameterlinien  (w)  alle 
Flachen  w  —  const  normal  schneiden,  dann  ist  die  Verschiebung  des 
Punktes  {wne) 

-f-^-T-i'ä'+A+rJ.  (69) 

Erzeugt  jener  Funkt  die  Fläche  Sl,  so  erzeugt  gleichzeitig  diese  Yer- 
Bchiebungslinie  den  Banm  zwischen  ihr  nnd  der  veränderten  Fläche, 
d.  i.  die  Variation  des  Volnms  iP.  Ein  Element  diese«  Baumes  ist 
ein  Prisma,  dessen  Grundfläche  das  FIftchenelement  e9udt>,  und  dessen 
Höhe  die  Verschiebung  (69)  ist;  folglich  ist  die  Variation  des  Volums 

SP^ff{p9x-\-q»y-\-TSi)t^dv 

nnd  diese  musa  der  Bedingung  gemäss  constant  null  sein.  Setzt  man 
zur  Abk&rzung 

J  —  (pÄil!-{-gdy-|-l^B)t8u3B 

so  lauten  die  2  Bedingungen: 

Beide  kOnnen  noch  erfilllt  werden,  wenn  nur  2  beliebige  Flächen- 
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elemente  vanirea,  die  g&nze  ttl^go  Fläche  hingegen  nnverftndert  bleibt. 
Bezeichnen  nir  die  jenen  2  Elementen  entsprechenden  Werte  dnrch 
'^)  »11  Pt  <">d  ^',  (,',  9i',  so  gehen  die  Ol.  (70)  aber  in 


das  heisBt:  die  Snmme  der  Hanptkrttmmnngen  hat  in  Je  3  beliebigen 
Punkten  der  FIftche  denselben  Wert,  ist  alao  Ober  die  ganze  FlAche 
conetant,  nnd  man  hat  den  Satz: 

S.  21.  Anf  kleinster  FUche  ffir  constantes  Volnm  ist 
die  Summe  der  Hanptkrttmmnngen  conetant. 

Die  Bedeutung  dieser  Constanten,  die  wir  mit  a  bezeichnen, 
können  wir  leicht  aas  der  Torfaergekenden  Rechnung  entnehmen,  nach 
wdcher  fllr  eine  beliebige  Fliehe,  nnd  beliebige,  nur  immer  normale, 
VerBchiebangen 

iet     Ist  dann  Si,  eine  kleinste  Fläche  fttr  constantes  Volnm,  so  hat 


fitr  bdiebige  TerrOdcung.    Jetzt  sei  die  Teränderte  FlftchMdräute 
ftr  das  constante  Yolnm  P-{-f>Py  dann  wird 


Betrachtet  man  das  gegebene  Volnm  als  unabhängige  Variabele,  die 
ihm  entsprechende  kleinste  Fläche  als  Function  derselben,  so  ist  die 
gnnune  der  Hanptkmmmungen  die  derivirte  Fonction. 

§.  46.  BotatlonsllKcheB.  Eine  Botationsfläche  wird  von 
einer  ebenen  Linie  erzeugt,  welche  um  eine  Oerade  in  derselben  rotirt 
Die  Gerade  heisst  die  Rotationsaxe,  die  erzengende  Unie  der 
Ueridian,  der  von  einem  ihrer  Punkte  erzeugte  Kreis  ein  Pa- 
rallelkreis. Ein  Durchschnittspunkt  der  Fläche  nnd  ihrer  Axe 
heisst  ein  Scheitel  oder  eine  Spitze,  jenachdem  die  Axe  daselbst 
Normale  ist  oder  nicht. 


=dbv  Google 


Hoppe:  iVinci/nen  dar  FtädieniMeorit,  2&5 

Wir  nehmen  die  Rotatioasaxo  zur  Ase  der  ■,  den  Ueridianbogen 
znm  Parameter  u,  den  Sotationawinkel  znm  Parameter  v,  und  be- 
zeichnen Toriaofig  die  ebenen  carteBischen  Goordinaten  des  Meridians 
durch  xq,  z;  dann  sind  die  Gleichaugen  der  Kotationsfläche : 

*  —  iTpCOSi';     ^  =  x'(,8ino;      «^kj 

vo  %,  a  Functionen  von  w  sind.     Hieraus  folgen   die  Werte  der 
FnndamentalgrOBsen  1.  Ordnung: 

«—  Ij    /'— Oj    ji  =  V;    *  — *o 

Wir  schreiben  demgem&SB  die  Flächengleichnngen: 

ir  =  tcoBp;    y  — (sino  (71) 

Die  Werte  von  e,  f  zeigen,  dass  die  Parameter  orthogonal  geodätisch 

sind.    Bezeichnet  femer  i  den  Erümmnngswinket  des  Meridians,  so 

dass 

St  8< 

s-  —  cost;       g-  =■  sin» 


wird,  so  hat  man: 

1^  —  coarcosi;; 

g-c»..»ln.;    ^ 

£=-.-. 

2>  — — SmTCOBDI 

1     g -= — BinfSint);     f 

In  einem  Scheitel  wird  < . 

-0,  also 

P  = 

0;     4  =  0;     r  — 1 

in  einer  Spitze  c  =  consL  bleiben  p,  g  abhängig  von  v ;  statt  einer 
Kormale  hat  hier  die  Fläche  eine  normale  konische  Fläche.  Die 
Fundamentalgrässen  2.  Ordnung  werden: 

JE  =  g^;      F=0;       0  =  (8inT  (74) 

Demnach  sind  die  Parametertinien  (u),  (»),  d.  i.  die  Meridiane  und 
Parallelkreise,  auch  Krtknunungslinien.    Infolge  d^sen  hat  man : 

Die  Gleichungen  der  Mittelpunktsflächen  werden: 
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H 

«x  = 

«H-ftP 

-(' 

-^.m.)cos. 

ffi  " 

y+Pi? 

=(' 

-Si«^')'"' 

«1" 

•+*.r 

-.4 

^" 

, 

und 
«I  — *+eil'  =  0;    yi  — y+Pj3  — 0;    »,  =  a+e,r  —  »+(CotT 

Die  entere  ist  also  eine  Rotationsfl&cbe  von  gemeinBamer  Axe,  die 
letztere  dcgenerirt  in  die  Axe  seibat.  Die  Beziehnog  zwischen  con- 
jngirten  Tangenton  wird: 

■.^.  1     ^ 

Die  NoUkrttnunangstangenten  Bind  bestimmt  durch 

^  „  + 1/         1     ^  „Tj 

der  Drehnngswinkel  v  der  Normale  durch 

3v»  =  3t*+8in'i3!,»  -  (78) 

Der  DrehpnnktBabstand  wird: 

Ä= ^. ('9) 

die  Gleitniig  längs  der  momentanen  RotatJonsaxe : 

aa=''"'^-'°'a,  («d 

die  Bedingung  eines  Nabelpnnlits: 

81 

Sie  wird,  da  sie  v  nicht  enthält,  im  allgemeinen  durch  einen  Parallel- 
Icreie ,  nur  fSr  t  —  0;  c  —  0  durch  einen  Fnnlrt  erfQUL  Eliminirt 
man  (  duich  Differentiation,  ao  erhttlt  man  als  Gleichung  der  Kabel- 
linie: 

8% 

81.'  = 


(81) 


i  =  0 


Ana    gleichem   Omnde   zerMlt    der  Aoadmck   eines  Ftächenstacks 
zwischen  Meridianen  ttnd  Parallelkreisen  in  2  nnabh&ngige  Factoren: 

a  —  oftbu  (81) 
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Um  ein  EOrporstbck,  ganz  oder  zom  Teil  begrenzt  von  einer  Rota- 
tioDsfl&che,  zu  bereclinen,  liaiiii  man  daaselbo  von  einer  variabetn 
Rotationsfläche  erzeugen  lassen.  Uan  hat  dann  bloss  t,  a,  t  als 
Functionen  von  u  und  einem  dritten  Parameter  w  zn  betrachten. 
Der  Ausdnick  des  Körperelemcnts  I.  Gl.  (1&)  geht  dann  nach  Ein- 
führung der  Werte  (72)  aber  in 


/■».  dt 


3*i*  =  i  { 5-  C03I  —  ^navjBudodw 


dl 

dt 

8. 

hu^dw  —  (ai.3»Q 


wo  S'Q  das  Element  des  erzengenden  ebenen  FlächenstDcks  darstellt. 
Ist  das  KOrperstftck  von  Meridian-  und  Parallelkreisebenen  begrenzt, 
so  zerßUlt  das  Integral  in  2  onabhäogigo  Factoren: 

P^vfftd'Q  (82) 

In  (81)  nnd  (82)  ist  e  der  Winket  zwischen  den  2  begrenzenden 
Meridianebenen. 

g.  47.    ABTaiptoti§ehe  IJdIpb  aoi  RotationBlltcheB.    Sie  Diffe- 
rential gloichnngon  der  asymptotischen  Linien  (77)  geben  intcgrirti 


/l/     3^ 


und  »1,  Vi  sind  die  Parameter  des  Systems.    Diesen  entsprechen,  wie 
man  am  leichtesten  ans  n.  Gl.  (1)  (2)  findet,  die  Fundamentalgrössen: 

'i-St-iy-Buix^j  (84) 

/,-|((+8inT^);       *.-|j/^BinT^ 

.Fl  —  ^tsins 

g.  48.  OrthoKonal  geodltlsehe  Systeme  »ut  RotationalLKeheB. 
Sind  »1 ,  f^  die  Parameter  eines  beliebigen  orthogonal  geodätischen 
Systems,  u,  d  die  bisherigen,  so  sind  nach  II.  Gl.  (1)  die  Relationen 
zwischen  beiden: 
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0«  mj        '  duov 


Erfällt  man  sie  durch  die  Wort« 


^  =  co.,; 

8«, 

tginx 

^-b" 

St,, 

nnd 

ellniiirt 

u,,  80  kommt: 

S""' 

8»     81 

=  0 

Du 

Integml 

dieser  aieicboiig 

ist: 

=  +  »'(*)! 

A  — 

(86) 

vo  DDter  dem  Integralzeichen  h  als  constant  betrachtet  Verden  miiss, 
und  <p  eine  wiUkflritche  Function  bezeichnet  Bildet  man  ans  den 
Werten  (85)  die  Ansdraclce  von  Stti,  9r,,  nnd  redncirt  mittelst  der 
GL  (86)  e  nnd  k  aif  tt  nnd  A  als  Unabhängige,  so  kommt; 


w 


Erstere  Gleidiang  giebt  integrirt 

'V? 

Nach  letzterer  ist  p,  FancÜon  von  h ;  setzt  man 


f:j^0f,+wm-fm 


SO  wird  die  Gleichnng  erfüllt  dnrch 
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Nach  EinfOhniDg  äer  Worte  (65)  in  II.  Gl.  (2)  ergeben  Bicb  zunächst 
folgende  AnsdrOcke  der  Fnndameutalgrösaeu  2.  Ordnung: 

,/8t  ,  ,     ,  Bin*      ,   \ 
Gl  =  *i*  (^g^  mn»»  H — —  eot'x  j 


das  ist  nach  (86)  nnd  ( 


£,  —  -j-8inT-| — 


t*~h'fmnt     dr\^ 


•-i:^--^-^)- 


-/^ 


(jilTlijlT'P  w 

Sollen  tt,,  vj  geodätische  Ptdarcoordinaten  sein,  bo  mnaa  znr  t^ 
unabhängig  von  «j,  d.  i.  von  h,  für  einen  Wert  von  u,  verschwinden. 
Entspricht  dieeem  Werte  die  untere  Grenze  der  Integrale  in  (87)  nnd 

(88),  so  masB  sein  

Vt»— Ä>?p"(ft)— 0 
für  jedes  A,  also 

y(A)  =  oA+i 
Gleichzeitig  muss  w,  verschvinden;  das  ^ebt;  6  —  0.    Jetzt  ist 
t5u 

Der  untern  Grenze  der  Integrale  entspreche  ( ^  o;  l&BSt  man  dann 
u  stetig  in  die  untere  Grenze  Obergehea,  so  wird 

«1      Vc«— *» 
Nach  g.  83.  hat  man  daher  zn  setzen: 

dann  werden  nach  GL  (67)  nnd  (86)  die  Relationen  zwischen  (tt,  «) 
und  («„  v^): 


k-^^'fw^-fv, 
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-^  ■  >  (90) 

_    /*       esmp,3u  V 

"  ~./  ty?-c*BinS  ) 

f.  49.  Cvafonne  AbblldnBK  der  lUtetloBdUiekeB.  Znr  Anf- 
findnng  der  Abbildimgspanunet^r  uj,  c,,  bestinmit  durch  die  Bedin- 
gnug  H  ~  8f~  hl  f» '~  ^>  haben  wir  die  Gleichangen  zu  Idsett: 

^  -  (ät)  +  (ät) 

9»   So  "'"3«  Ä> 

und  eFffÜlen  «e  durch  die  Werte : 

du,      coBK  dtu         t     .  \ 


^~  yt,'        5ü  =V(, 


Sa         yi( '     3p      y(|  ) 

Eliminirt  man  u,  nnd  vj  durch  DiffereDÜation,  so  erhllt  i 
chnngen,  die  sich  leicht  m  folgenden  Terbinden: 

t  Slogt,      St      3«.        laiog^  ,  Jk 
Die  zweite  wird  erfüllt  durch 


log»t  = 


.57- 
du  ' 


Die  erste  geht  alsdann,  wenn  man 


setzt,  fiher  in 

3»r      S»r_31ogt 
5^  +  Kp— "5^ 

Das  Integral  hierron  ist: 

T=  *(»+•>,  t)+  »(w— »0,  — i)+/k>g*a«p 

woraus  nach  (92): 
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X t#'(w  +  IB,  .0  +  ,*'(„_«,,  _,■) 

oder,  wenn  nun 
setzt: 

j^  —  2  yq>'(«'+  »'P.  '3  V'(«'— A,  — •) 

ein.  -^  'l/  ^''"'+''''  '"^    _  *l/'P'<«'-^.  -0 

Dies  in  (91)  rä^efOlirt  giebt: 

But  =  ip'(u>+it>,  »■)  8(io+»p)  +  v'(w— »».  — 0  3(w— tp) 
8b,  ^ — üp'(v-\-ie,  i)3(«'^-iii)-|-»V(" — »"i  — i)S{«i — io) 
nnd  nacli  Integration,  mit  Weglassung  der  Constanten: 

a,  =  g>(w4-w,0  +  9(«— -w.  — »)     *  (93j 

»Tj  =  ip(u,-\-ic,  i)  —  qa(if  tr,  — »)     ) 

2ip(w±iv,  ±i)  —  «,±tP, 
oder,  durch  die  inverse  Fanction  ^  aoBgedrOckt 

/du 
— >  nnd  9  oder  if>  willktlrliche  FonctioB. 

§.  60.     Afcwickelnngr  der  Rotatlonallldien  auf  einander.     Ist 

eine  RotationsflAcbe,  wie  bisher,  in  Parametern  der  Erflmmnngsliuien 
u,  D  gegeben,  so  mu8B  fOr  jede  anf  ihr  abwickelbare  Rotationafl&che, 
wenn  man  sie  in  denselben  Parametern  darstellt,  gleichAills  e  —  1 ; 
/  =  0;  g  =  t*  sein;  allein  die  u  and  e  brauchen  nicht  die  gleiche 
geometrische  Bedentnng  za  haben,  mitbin  anch  nicht  (  die  Coordinate 
der  Meridians  zn  sein.  Sind  nun  anf  der  zweiten  Fl&che  i.',  ■»'  die 
Parameter  der  KrQmmnngsliuieu,  nnd  entspricht  der  Pnnkt  (u'c') 
dem  Punkte  (wo),  so  ist  die  Bedingang  der  Äbwickelbarkeit 

3,»  _  du'-\-^dv'  -  8i*'>+('»3r.'» 

Beschr&nken  wir  nns  anf  die  specielle  Lttenng,  wo  die  Meridiane 
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wieder  Ueridiane,   die   ParallelkreiBe  wieder  tarallelkreise  werden, 
so  ist 

I*=U';         t3D=t'5v' 

und  da  t,  t*  nor  von  u  abhangen, 

t'  =  -  j     r'  —  «?  j     e  constant; 

folglich  die  Oleichnngen  der  zweiten  Fläche: 

t  t    . 

X  =  -COBCO;         y  —  -SmcB 

Die  dritte  Coordinat«  ergieht  sich  sdb: 


-fV- 


$.  51.  Fliehe  iwelten  (trstdes.  Bedaction  der  Ceerdluaten- 
grlelehuf.  Die  Oleirbnng  einer  Fl&cho  2.  Grades  ist  eine  beliebige 
Gleichung  2.  Grades  zwischen  den  cartesischen  Coordinatan  x,  y,  «:. 

Ac»4-By»+Ci*+2flyz+2y«+2Äiry+2Zfl-+2iWy+2JV«+Z>  —  0 

Dnrch  besondere  Lage  des  Axensyetems  lassen  sich  die  10  Tenne 
anf  höchstens  4  redaciren.  Die  Relationen  zwischen  den  alten  und 
neuen  Coordinaten  soien 

V  =  mir'+in,y'+m,»' 
I  —  «fl!'  +  n,y'  +  n,»' 
Setzt  man 

fi—  J&!+£y  +  J3« 

V  —  A  4-  By+  Gl 

I  — £*  +  Jfy+ift 
80  kann  man  die  Flächengleichnng  schreiben: 

i^+fy+M  +  äS+D  =  0  (95) 

Kach  Einfthrung  der  «',  y',  «'  wird  ^gg. 

1  — Ui+Äm  +  Jn)ir'  +  (^,  +  Än4+J»4)y'  +  MI»+A'm,  +  J»,)^ 

„_(JI-j-flia+(Ä.)a,'  +  (J/,+fiM,+0ij)y'  +  (yi,+  ffm,+  04)«' 
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and  Gl.  (95)  geht  über  in 

Damit  in  dieser  Gleichung  2.  Qrades  die  Frodncte  y'i',  b'x',  m'y' 
fehlen,  li&t  man  zn  setzen: 

U  -{~fim  4"**   —  A  «' 

li,+(tm,+»Wi  —  A,y' 

woraus: 

(«  =  Am«'  +  Ä,miy'+ Ajm,«' 
V  ^  Anx'-|-&iNiy'-|- Af  »1«' 
Dies  Terglicben  mit  den  Werten  (96)  giebt: 

U— A)/+  «■«+  y«— 0 

n+(J— A)m+  JTn  — 0 

J(+  ffm+(C— A)«  — 0 

nebst  2  analogen  Gteichnngssystemen,  die  sich  nor  diircli  die  Indices 
bei  j,  tn,  n,  A  antM«:beiden;  daher  gilt  das  ICesvltat  der  Eliminatien 
TOD  I,  m,  n,  nflmlich 


H  C—h 

aach  nach  Substitution  von  A,,  A,  für  A,  and  A,  A^,  A^  sind  Wurzeln 
derselben  kubischen  Gleichung.  Nach  Einsetzung  der  Wurzeln  in 
6).  (97)  ergiebt  sich  für  jcdo  derselben  ein  System  von  Werten  der 
l,  m,  n,  z.  B.  für  A^  die  Werte  ly,  m,,  «,.  Unltiplicirt  man  mit  diesMi 
einzeln  die  61.  (97),  so  ist  die  Summe: 

jlfli  +  fimwi + Gm, -(- fl(mni4- Mn,)  +  J(«I, +^l,)^- Ä'tJmi + m/,)  = 

Vertauscht  man  in  dieser  Gleichung  die  beiden  Wertsysteme,  so  bleibt 
die  Linke  ungeAndert,  und  nach  Subtraction  beider  Gleichungen  er- 
h&lt  man: 

(A-Ä,){Ii,  +  mm^+nn,)  -  0  (99) 

Sind  nun  h  und  A^  ungleich,  so  folgt : 

ü,-|-n»m,-|-nni  ^  0 

W&re  erstlich  A  nicht  reell,  so  gäbe  es  eine  zweite  ungleiche  und 
conjugirte  Wurzel  A^,  und  beiden  entsprechend  wllrde  man  den  Gl. 
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(97)  dnrch  wrajagirte  t,  m,  n  gcnflgen  können.  Nach  Gl.  (99) 
wären  dann  alle  Modnln  derselben  ddII,  also  auch  l,  m,  n  selbst,  was 
nnmöglicb  ist.    Folglich  kann  Gl.  (98)  nur  reelle  Wurzeln  haben. 

Ferner  teigt  Gl.  (99),  dass  die  beiden  Geraden,  deren  Richtougs- 
cosinns  die  l,  m,  n  bezeichnen,  normal  zn  einander  sind.  Unter 
Voranssetzang  dreier  ungleicher  Wurzeln  A,  A,,  A,  genügt  daher  aa 
orthogonales  System  den  Bedingungen,  welchem  gemäss  die  Azen  der 
x',  s',  ■'  besljmmt  werden  können. 

Sind  endlich  k,  Aj  zwei  gleiche  Wurzclo,  so  werden  sie  durch 
nnendlich  kleine  Variation  irgend  eines  Coefficienten  ungleich.  Lftsst 
man  nachher  die  Variation  stetig  verschwinden,  so  können  die  2  nor- 
malen Geraden  nicht  stetig  in  einander  Übergehen.  Da  alsdann  die 
linearen  Gl.  (97)  2  verschiedene  Lösungen  haben,  so  haben  sie  an- 
begrenzt viele;  nur  mflssen  die  betreffenden  Geraden,  wofern  At  nn- 
gleich  ist,  zur  Goraden  (ItfOins)  normal  seiu. 

Die  Flächengleicbung  ist  jetzt  anf  die  Form  gebracht; 

A*''+A,y'»-f  A,«'»-f2rfa'+2rf,y'+2^T'+Z)  —  0        (100) 

Ist  nun  keiner  der  Coefficienten  A,  A, ,  A,  null,  so  kann  man  den 
Anfai^spnnkt  so  verschieben,  dass  (ohue  Beziehung  zur  a 
Bedeutung  von  ü,  y,  a) 


(102) 


.-.-f,  .=.- 

. 

„._ 

wird;  dann  wird 

ft,«+fi 

y»+A.=-'-P  = 

dt 

^1' 

+  f 

—  L 

Ist  P  nicht  nnll,  sc 

kann  man 

p 

P 

ä,. 

P 

setzen,  nnd  erhält; 

1V?+ 

.»_ 

1 

(103) 


(104) 

In  diesem  Falte  heisst  die  Fläche  eine  centrale.  Die  Fläche  heisst 
ein  Ellipsoid,  einBchaliges  oder  zweischaügee  Ujrper- 
boloid,  jenachdem  3,  2  oder  1  der  Grössen  a,  b,  e  poativ  sind. 
Grenzfilllo,  welche  krumme  Flächen  bilden,  giebt  es  folgende.  Ist 
P—O,  wo  man  die  Gleichnog  in  der  Form  schreiben  kann 

^+^■+^-0  ,  ,106, 
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SO  boisBt  die  Fläche  eio  Kegel.  Ist  eine  derGrOssea  h,  A^,  A^  dqII, 
und  nicht  gleichzeitig  bzhw.  d,  d^,  d,  null,  bo  heisst  die  Flädie  ein 
Paraboloid;  ist  hingegen  bzhw.  d,dy,dt  null,  fällt  also  eine  Cooi^ 
dinate  ans  der  Gleichung  heraus,  ein  Cylindcr,  Das  letztere  findet 
auch  statt,  wenn  zwei  der  Grössen  k,  k,,  h^  null  sind,  nachdem  man 
die  zur  dritten  gehörige  Coordinatc  nach  (106)  transfonnirt,  und  durch 
Drehung  des  Axcusyatems  um  die  bezügliche  Axe  die  beiden  übrigen 
linearen  Terme  auf  einen  rcducirt  hat.  Das  Paraboloid  und  der 
Cyliuder  in  jenem  Falle  heissen  elliptisch  oder  hyperbolisch, 
jenachdem  die  2  nicht  verschwindenden  Coefficicntcn  k  gleiches  oder 
nngleiches  Vorzeichen  haben.  Im  letzten  Falle  heisst  der  Cyliuder 
parabolisch. 

g.  ö-i.    Krttmnan^liuten  »uf  der  FIBch«  2.  Undtis.    Stellt  man 
die  Coordiuatcn  folgendormaBseu  in  Parametern  u,  v  dar: 

a,»»a(«-«i)(i.-o.);  s"  =  (3(«-ftKf-ft)i  a"«  =  y (»-)■,) (o-ft)  (106) 

so  lassen  sich  die  0  Constanteu  n,  ß,  y, . . .  leicht  so  bestimmen,  daas 
die  Gleichung  einer  centralcu  Fläche  2.  Grades  (101)  fOr  angleiche 
a,  b,  o  erflült  wird.    Es  mass  dann  sein 


P  +  '-i 


lI'-J'». 


0 


a      "•"      S      "•"      c 
Die  ersteu  3  Gleichungen  geben  uach  Elimiuation  von  a,  ß,  y 

:  1  ß,  «,  I 
Ift  A    =0 

1 1  h  h  I 

Dem  wird  allgemein  genügt  durch 

Führt  man  diese  Werte  in  (106)  ein,  und  flchreibt  für  - —  wieder  v, 
für  afi,  ßn,  Yft  wieder  r,  ß,  y,  so  erhält  man  das  Resultat,  welches 
den  Werten  i  ■=  0;  n  —  l  entsprechen  würde.  Jetzt  fallen  2  der 
Gl.  (107)  zusammen,  und  es  bleibt  nur  das  System: 

Till  ux  so 


;dbv  Google 


S06 

Hoppe:  Prmcipien  *,   Ftächtnlh*orie. 

l+i+l-" 

a  +  ^  +  m_o 

°^' +'-¥+'-¥-' 

welches  dnrcb 

a  =• 

"^^  "-'^^  '=«^ 

'■-(A-ri)  ()■.-«.)(«.-« 

erfallt  wird.    Die  Gl.  (106)  geben  differentiirt; 
du      u — Ä, '        <Jp  I     ' 

Damit  also  das  Systom  der  (uf)  ortbogoiukl  aei,  hat  man  zn  setzen: 

'•fri-ft)+*(«.-ri)+'K^i  -°i)  -  0    oder 

«',(6-c)+^i(<;-«)  +  y,(<'-6)  -  0 
Dem  wird  allgemein  genügt  durch 

«i  —  i+t"»;    ft  =  *+***!    Yi  —  i+*»<' 
Es  hat  sich  jedoch  oben  gezeigt,  dasB  man  ohne  Einbiisae  an  Allge- 
meinheit A  ~  0;   f*  '^  1  setzen  kann.    Dann  werden  die  Gleichongen 
der  Fläche  in  orthogonalen  Parametern  »,  v. 


''  =  '\i    ('-'»'-'y,     j'-i-5-(.-S)(r-S) 

•'--^- <"-')<-") 

(108) 

d-(4-»)(»-a)(o-») 

lieraos  ergeben  sich  die  Werte: 

(109) 
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WO  ZDr  Abkürzuug  gesetzt  ist 

r;={«-o)(«-6)(u-c);     V={,v-a){v-h){T~e)       (110) 
Die  Qaadratanmme  giebt: 

daher  nach  Division: 

"-WS'  ■'-W'S'  '-W^       '"'' 

Femer  findet  man: 

*  "^  4  "■ "  ü  ■  *    ^  '^  4  ~k' 

Hiernach  sind  «,  v  Parameter  der  KrUmmungsliuieu.  In  diesem  Falle 
erhält  man  die  HauptkrUnimungcn  dorch  Division  der  vorstehenden 
Grössen,  n&mlich: 


(113) 
(114) 


_1  i/oic,      1    _  _ll/^ 


Die  ErUmmnug  der  Fläche  ist  also  positiv  oder  negativ,  jenachdem 
u  and  B  gleiches  oder  ungleiches  Vorzeichen  haheu.  Damit  aber  die 
Ausdrucke,  wie  schon  oben  der  von  t,  reell  werden,  mnss  «d  gleiches 
Vorzeichen  mit  aiic  haben.    Dies  ei^obt: 

Das  Vorzeichen  der  ErOmmung  ist  stets  das  von  oie;  sie  ist 
positiv  beim  Ellipsoid  und  zweischaligen  Hyperboloid,  negativ  beim 
einschaligen  Hyperboloid. 

Nach  Gl.  (108)  ist  nun 

Da  A,  Aj,  Aj  die  Wurzeln  der  Gl.  (98)  sind,  so  ist 
AKJ 
kh\ht=     KUH 
JHC 

Ferner  sind  d,  </„  d^  in  (100)  als  Abkdrzangen  eingeführt  für 

»o» 
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d    ^  LI  -{-Mm  +Nn 
dt  =  ZJj+Mnj  +  ATn, 


(118) 


Eliminirt  n 

3  G).  m), 

so  kommt: 


HO  I,  m,  n  zwiacheo  der  ersten  dieser  Gleichangen  und  den 
in  welchen  man  die  Terme  hl,  hm,  hn  vorher  absondert, 


AKJ  hl 
KBH  Am 
JBC  An 
LMN    d 

Diese  Gleichung  hat  2  analoge,  welche  nur  in  der  letzten  Tertical- 
reihe  durch  die  Indicex  1,  2  unterschieden  sind.  Addirt  man  alle  drei 
nach  Multiplication  mit 

d     d,      dt 

h      h,-     A, 

so  kommt,  mit  Beachtung  von  (118)  nnd  (102): 
AKJ   L 
KBH    M 
JHC    N 
LMN    Ö+P 

Entwickelt  man  hieraus  den  Wert  von  P  nnd  setzt  ihn  in  61.  (116) 
ein,  so  erhält  man: 


(120) 


AKJL  I« 
KB  HM 
JHCN 
LMND 


AKJ 
KBB 
JHC 


Hiernach  ist  das  Vorzeichen  der  Krümmung  immer  entgc^ngesetzt 
dem  der  Det^-minante  i.  Ordnung,  die  man  nach  vorstehender  An- 
ordnung aus  Bämmtlichen  Coefficienten  der  uraprflnglichen  Gleichung 
bildet. 

Ist  diese  Determinante  4.  Ordnung  null,  so  verschwindet  nach 
(120)  auch  P,  und  die  Fläche  wird  ein  Kegel.  Fttr  diesen  Fall  kann 
man  2  der  Ol.  (107),  doron  letzte  zur  Rechten  0  sUtt  1  hat,  durch 
(r,  3=  ^,  ^  yj  —  0  erfüllen;  die  Übrigen  Bestimroungen  bleiben  un- 
verändert, nnd  die  Gleichungen  der  Fläche  in  Parametern  der  KrOm- 
mnngslinieu  lauten,  wenn  wir  — i*  statt  w  schreiben: 
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Die  FnndamenUlgrOsseii. werden: 


,  =1;   /  =0;    g ,y, 


2  r       Ff 

•  V  (123) 

die  RichtDDgSGOsinns  der  Nemiale; 

die  Haoptkrammangen: 

^=0;     ^ V-  (126) 

Die  Fl&che  ist  also  abwickelbar,  nnd  die  Parameter  orUiogonal  geo- 
dätisch. 

Ist  statt  dessen  die  Determinante  3.  Ordnang,  d.  L  AA,A},  null, 
z.  B.  A]  ~  0,  so  ist  die  Fläche  ein  Paraboloid  oder,  im  besondern 
Falle,  Cylinder.  Setzt  man  «— Vc,  a\/e,  b\/c,  »Vc,  »Vc  für  »,  o, 
b,  «,  p,  nnd  dann  c  =  oc>,  wie  es  dem  h^=-0  entspricht,  so  wird 
Gl.  (104): 

J+f  =  2,  (126) 


und  die  Gl. 

(108); 

■C 

-o)(i>- 

-") 

^  = 

^ifc. 

a— 6 

-M 

6— a 

' 

2.- 

.+« 

~a- 

-6) 

ferner: 


f-iV'''  '~iV^''  '  —  V'i 
"(»-»)  ri»— ) 

'-4(.-a)l.-S)'      '~4(l.-«)(i>-i) 

^  ~  4(«— a)(»— »)  F  ™'  4(i>— «)(!>— Sj  K  m 

l___l./o6,     1^        _-l/— 
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FUr  die  FtÜlo  der  Cylindcr,  wo   die  RelaüoDen  der  Coordiaatcn 
bzliw.  lauten 


EtoUeu  sich  letztere  in  ortbogonal  geodlttiscben  Parameteru  der  Krfim- 
muDgaliaien  bzbw.  folgendcrmaBaen  dar: 

Da  indes  alle  hier  besprochenen  Probleme  auf  Abwickelbaren  allge- 
meine Lösung  gefunden  baben,  so  können  wir  die  Abwickelbaren 
2,  Grades,  Kegel  und  t'ylindcr,  ausser  Betracht  lassen.  Dusselbe  gilt 
von  den  Rotationsflächen  2.  Grades,  welche  in  der  Gleichuagsform 
(108)  nicht  mit  begriffen  sind,  die  jedoch  als  Specialitaton  in  der 
Theorie  der  Rotationsflächen  keine  iustructivcn  Seiten  darbieten. 
Auch  von  den  Paraboloiden  brauchen  wir  nicht  besonders  zu  bandeln, 
da  sich  durch  die  oben  aufgestellte  Substitution  und  Uebergang  zum 
Grenzwert  die  Resultate  leicht  auf  sie  übertragen  lassen. 

Für  die  KrflmmungBlinien  sind  noch  die  Nabelpunkte  von  Bu- 
deatODg.  Man  flndet  aus  (115),  indem  man  gi  =  9t  set^t,  die  Bc- 
diuguug  u-=  V.  Dann  aber  muss  in  (108)  der  coustaute  CoefBcient 
Jedes  nicht  verschwindenden  der  3  Ausdrücke  positiv  sein.  Da  die 
Summe  der  CoefGcieuten  null  ist,  so  ist  mindestens  einer  negativ, 
folglich  eine  der  Coordinaten,  z.  B.  y  =  0,  und  man  hat: 


Es  giebt  alsdann  entsprechend  den  Doppelvorzeichen  von  x  nnd  i  vier 
Nabelpunkte  anf  der  Ebene  y  =  0. 

g.  53.  Confooales  dreifaeh  orthogronales  FlSehenBysten  2.  Grades. 
Lilsst  man  «,  b,  c,  u,  v  mit  einem  dritten  Parameter  te  gleichzeitig 
nm  gleiche  Incremeute  variiren,  oder,  was  dasselbe  ist,  snbsütnirt 
man  a — te,  6 — ir,  o—w,  »  — ir,  v — lo  fftr  a,  i,  c,  u,  o,  BO  gehen  die 
Gl.  (108)  Über  in 

^i  =  ^^(„_„)(„_«)(„_„) 

p.  =  ~(u~b)it>-b}{>o—b) 
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Da  sie  sjrminetriBch  in  u,  c,  v>  sind,  bo  folgt,  dass  die  oben  hergelei- 
teten Resultate  für  die  Fläche  lo  =  0,  welche  offenbar  für  die  ganze 
S<diar  von  Flächen  w  ~  const.  gelten,  aach  auf  die  boiden  Scharen 
von  Flftcben  w  =  consL  und  e  =  const.  angewandt  werden  können. 
Demnach  schneiden  sich  alle  3  Flächenscbaren  in  ihren  Krtkmmnngs- 
linien,  und  dass  dies  unter  rechten  Winkeln  geschieht,  folgt  aus  der 
auf  alle  anzuwendenden  Gleichnng  /  =  0,  der  gemäss  die  Tai^enten 
der  Schnittlinien  auf  einander  senkrecht  stehen,  mithin  mit  den  Nor- 
malen einzeln  zosammen&llen.  Daher  sind  die  Gl.  (131)  der  Aus- 
druck eines  dreifach  orthogonalen  Flftchensystems. 

Elimiuirt  man  je  2  Parameter,  so  erhält  man: 
a—H^b—n^e—nt 

o— w~i— to~c— w 

als  Ausdruck  der  einzelnen  3  Flächenscbaren.  Die  dritte  Glelchnug 
ergiebt  sich  ans  (104)  dnrch  die  genannte  Substitution;  die  andern 
folgen  dnrch  Analogie. 

g.  54.  AijmptotiMhe  Linien  auf  Fliehen  2.  Grades.  Die  Glei- 
chnng der  asymptotischen  Richtungen  £du'-f-(79»*  ■>  0  wird  nach 
(114): 

3«'      Be» 

und  zerftUt  in 

Su     .Sc  ha  ht 

Die  Integrale  können  wir  folgeudeimassen  schreiben: 

wo  I7j,  V-y  dieselben  Functionen  von  u,,  Ci  Bind,  wie  U  von  «  and 
V  von  e,  so  dass  fQr  d  =  a  bzbw.  u  in  %  und  in  Vj  ttbergeht  Nach 
dem  Additionstheorem  ellipHscher  Functionen,  welches  sich  nach 
Lagrange's  Methode  hier  besonders  einfach  herleiten  Iftest,  ist  alsdaun 

(136) 
"-■°  l/       «1—« 

■/(»—«)(«.— S){o-c)—y(p~a)(i.—J)(«—c)       r  (o— *)(«— c) 
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(137) 

• 

.-» 

Die  rechteD  Seiteo  ergeben  sich  aas  den  linken ,  indem  man  c  =  n 
setzt  Nach  demselben  Gesetz  findet  man  anch  deren  Werte,  wenn 
zur  Linken  a,  b,  e  vertauscht  werden:  es  mnss,  wenn  n  in  fr  and  in 
c  abergeht,  c^  h/hw.  tkbcr^ohen  in 


LäSBt  man  nnn  den  Pnnkt  (xtf2)  längs  der  asymptotischen  Linie 
-=  coDBt.  varürcn,  so  hat  man  nach  (135): 


nnd  findet  nach  Differentiation  der  Gl.  (106): 


das  ist  Termöge  der  Gl.  (137): 

ond  nach  Eiosetzung  des  Wertes  (108)  von  x: 
^       -i^l/ "__ 

5^"      4      J'   fri(c,— a) 

VerUnscht  man  a  mit  A  nnd  c,  so  geht  x  in  ^  nnd  *  Aber.    Mit  Be- 
achtung der  Wirkaug  (136)  aof  c,  ^ndet  man: 

1^*"     4     K  I^itc— *)(Oi~a)'     5^~      4     K  (/,(6  — cKei  — <•) 

Die  Quadratwurzel  aus  der  Snmme  der  Qnodratc  giebt,  ttbereinstim- 
mend  mit  dem  aas  den  Fnndamentalgrössen  resnltirenden  Werte: 


ö»i       4V  Ü, 


(189) 
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Hiernach  Ist  die  asyin]itotische  Linie,  da  ihre  Richtung  sich  als  con- 
fltant  erweist,  gerade.  Ihren  Ausgangspunkt  können  vir  noch  beliebig 
wählen ;  er  sei  ihr  Durchschnitt  mit  der  KrQramnngBliuio  p  ^  a,  das 
ist  mit  der  Ebene  a:  =  0,  wo,  wie  wur  sahen,  «  —  d,  wird.  Dies  giebt 
nach  (lOtj)  die  Coordiuaten werte 

Integrirt  man  jetzt  die  Gl.  (140),  so  erhält  mau  als  Gleichungen  der 
asymptotischen  Liuic  e,  =  const. 


(141) 


Sie  erzeugt  hei  variircndem  v,  die  P'läche  (101),  deren  Gleichung  in 
der  Tat  erfüllt  wird,  wenn  man  die  Vorzeichen  innerhalb  der  binomi- 
schen FactAreu  von  g  ond  >  entgi'gengesetzt  bcstimnit.  während  im 
übrigen  die  Vorzeichen  der  WnrzelgrOssen  beliebig  sind.  Die  zweite 
asymptotische  Linie  uj  —  const.  ist  offenbar  in  gleichem  FaJle:  es 
ändern  sich  nur  einige  Vorzeichen,  wenn  man  u^  fQr  ri  snbstiCuirt 
Um  die  Fläche  in  asymptotischen  Parametern  Uj,  r,  darzustellen,  hat 
man  in  (108)  ftr  «,  r  ihre  aus  (136)  (137)  zu  entwickelnden  Werte 
zn  setzen,  eine  Kechnung  dio  dnrch  Zuholfenahme  der  Analogen  sehr 
erleichtert  wird. 

S.  55.  KfirKeste  Linien  auf  Flüchen  2.  Grades.  Sei  t  der  Bogen, 
I  der  Krftmmnugswinkcl  einer  Kürzesten,  u,  v  Parameter  der  Krflm- 
mnngslinien;  dann  erhält  man  dnrch  Differentiation  der  Gl.  (108) 
längs  >: 

0*      n  I    1     Su  ,      1     dt>\ 

woraus  man  leicht  berechnet: 


R  = 

m+m 

l'+; 

m- 

-m-um 

(IM) 

oder, 

da  nach  (113) 

3.»  =  edu*-\-g 

8,^  =  ": 

?c-r-^-) 

(143) 

ist: 

a- 

U3„'- 

-kW 

. 

(144) 
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Differeutiirt  autn  zwoimal  die  Gl.  (104),  bo  kommt: 

:S?+?B  +  ^£+«-0  (.45, 

Nun  ist,  vermöge  der  Eigenschaft  der  KQrzesteu  and  uscb  (112) 

und  da  die  Quadratsnmme  der  Analeren  =  1  sein  maBs, 

folglich,  nach  Einftlhrnug  in  (145): 

Differentiirt  man  jetzt  die  Gl.  (142)  (1^7)  and  snbstitnirt  die  'Vl''erte 
(146),  80  findet  man: 

ST  "  ^ wäi  +r»  S  +c»  Sj  J^  W  ^  K  »"  9»  W 

nnd  nach  Elimination  von  dt  mittelat  (148): 
9ä         S(wt.) 


Setzt  man  für  R  den  Wert  (144)  nnd  entwickelt   das  Verhältaiss 
Suido,  80  kommt: 


daher  nach  zweiter  Integration: 

Dies  ist  die  Gleichung  der  Kürzesten.    Für  ft  —  0  geht   sie  in  die 
gerade  asymptotische  Linie  Über. 

g.  56.  Ortkftgonal  geoUtigehe  Sjtiteme  auf  Fliehen  2.  Grades. 
Sind  «,,  dj  die  orthogonal  geod&tiBchen  Parameter ,  also  «i  ^  1 ; 
/, —  0;  ?i  —  «1*,  so  baten  die  Bediognngen  II.  Gl.  (1)  znfolge  der 
Werte  (113)  von  e,  f,  g: 
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^--«C&A'        /a,,y 

~  ji»  sp  "■"  ^  ft»  Sir 

Nun  ist  die  zum  gesttchten  Systeme  gehörige  Schar  KOrzcster  schon 
ans  (149)  hekanut;  ihre  Gleichang  lanfait: 

noraas: 

Dies  eingeftthrt  giebt: 

VS.7        ül   4         u—h)'     \Bv  )  °  v\   4         V— A/ 

^^       ,,  »i/  "f     

»u    ÖD  "  ^  ^'  UV(u—h)(v—h) 

Das  Prodoct  der  ersten  2  Grössen  gleich  dum  Quadrat  der  dritten 
giribt  eine  lineare  Gleichong  fttr  t^*,  aus  welcher  der  Wert 

herroi^cht.    Nach  dessen  Einsetzung  hat  man  sogleich; 

ond  die  Gleichnog  der  geodätischen  Parallclcuschar  lautet: 

Da  hier  a,  einen  reellen  Curvenboiicn  bezeichnet,  so  folgt  durch  Ver- 
gleichnng  der  WnrzelansdrOcke  mit  denen  in  (160),  dass  t  negativ 
reell  ist.    Setzt  man  »==  —  J,  so  wird 


(i-VÖ^^^XA-t.)  (152) 
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%.  57.    CovforM«   AbblldttHr  itr   FlleheH  2.  OndcB   tmt  der 

Ebeie.  Sind  Uj,  v^  die  Abbildniigsparanicter,  so  iat  die  Bedingung 
ei=  g^;  fi  =  0.  Dieser  kann  man  schon  dadurch  genOgen,  dass  man 
u,  zur  Function  von  u  und  »,  zur  Function  von  v  macht,  wo  u,  « 
Parameter  der  KrflmmungBlinien;  denn  dann  wird 

also  nach  einhchster  Disposition 

«,  =  ±  ^  (164) 

§.  66.    ABjwyt«tiMhe  Fliehe  dritten  Grades  msd  dercM  Krlm- 

«nM^slinlen.    Die  Fläche  3.  Grades,  deren  Gleichnng  ist 

ly»  =-  Vc  (156) 

nnd  die  wir  mit  dem  vorstehenden  Namen  bezeichnen,  ist  bemfarkena- 
wert,  sofern  sich  ans  ihr  ein  dreifach  orthogonales  Ii1jl<ihensfstem 
herleiten  Iftsst.    Setzt  man 

3„_,»+,S-j-,».,      3n-yV+»»:r«  +  *»y*  (157) 

SO  nnd  «*,  v\  **  di^  Wnrzeln  der  kabisclien  Gleichung 

j!«— 3ma!*+3»«*  — e  —  0  (158) 

in  welcher  demnach  x  mit  y  nnd  a  vertauscht  werden  kann.  Ol.  (156) 
differentürt  gieht: 

y»dfC-\-xxdy-{-xgdi  —  0 

Demzufolge  mnas  sein; 

f.q-.r  —  yi;M!!«y 

woraus  mit  Anwendung  von  (157)  (156J: 

'-Wir    ^-IVt    '-;Vt.       <•*»> 

DifFerenÜirt  man  die  erste  dieser  Gleichungen,  so  kommt; 

l+^+a-O  (160) 

Varärt  der  Punkt  («y>)  llngs  einer  Erammungslinie,  so  ist  nach  11. 
GL  (19) 
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Hoppe:  Ptiacipie«  der  flSdeiiAeoru. 


8p       dq       Br  '  i  / «  I 

ax""3,-s  —  nV^ — ;p* 

WO  J  =  ^l/—  oder  ^l/y-    Hiernach  wird  Gl.  (160) 
HorevB  nach  Multiplicatioii  mit  p'-{-*'  —  3m— «*: 


Addirt  man  die  Analogen  beider  Oleichnngen,  so  kommt: 

8h  ^'  l8m;     (2tn — l)dn  —  n3m 
worans: 

n-"  H2m—l)  (161) 

und  nach  Elimination  von  n: 

t8m  -  2(/— m)a 
integrirt: 

P(2I— 3m)  —  »  (162) 

Entsprechend  den  3  Werten  von  l 

wie  sie  ans  (161)  herrorgehen,  erhält  man  fdr  Jeden  Fnnkt  iryi) 
2  Werte  der  Constanten  u,  o,  nnd  die  Oleichnngen  der  2  Scharen 
von  ErttmmDngBliDien  weiden  nach  Einfllhmng  in  (162) : 

»(2m'-3,)+2(»'-«)l-.  1 
„(a»<-3.)-2W-n )l-.l  "«" 

Um  jetzt  x,s,»  in  Parametern  der  Erflmmnngslinien  u,  e  darxnstallen, 
liat  man  nach  einander  die  2  kubischen  Gleichungen  zn  IfiBen: 

(.._„)._3  (?=J)' (,._„)  =  ^+^ 

Die  3  Wurzeln  der  letztem  sind  x*,  y*,  «'. 

§.  59.  Dreiheb  «rthofoulcB  FllekenByste«,  4caHH  dne  8ehar 
■sjaptotiBcke  FlIehcN  3.  CmdeB  bilden.  Setzt  man  in  den  Gl.  (163) 
(1&6)  für  die  ConBtante  e  die  Variabele  w  und  for  u,  c  die  mit  w 
varürenden  %,  »i,  so  erhält  man  eine  Schar  asymptotischer  Flttcben 
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uf  =  const  and  auf  diesen,  hei  allein  v&riirondcm  w,  2  Scharen 
KrammnngBlioien,  welche  2  Flachen  v  =  const,  und  «  ™  const.  bilden. 
Letztere  FlILchen  schneiden  einander  rechtwinklig;  durch  Bestim mang 
roQ  uj,  vj  kann  man  bewirken,  dase  sie  auch  die  Fläche  w  ~  const 
rechtwinklig  schneiden.  Die  Gleichungen  der  Flachen  «  —  const, 
10  ^  const  können  wir  schreiben: 

Jtf— «,  =0-,     ot'j»»»-.«- 

wo  M  die  linke  Seite  der  ersten  Gl.  (163)  bezeichnet.  Dann  verhalten 
sich  die  Bichtnngscosinns  der  Normale  der  Fläche  u  =  const  wie 

und  die  der  Fläche  w  =  const  nach  (169)  wie 
1,1.1 

folglich  ist  die  Bedingung  des  rocht  winkligen  Schnitts: 

-  =  0    oder 

3Af/lÖm  ,    iBm      I3m\   ,   ajW/l8n       I3n       10n\ 

dm  \i^~^3,hi'^=> ö^ /"'' e»  U a»;+»ay+s aj 

5w, /l  8ic      1  S/r      1  ^\ 
das  ist  nach  den  Werten  (157)  (156)  von  m,  n,  u>: 

Durch  Differentiation  findet  man: 

dies  eingeftthrt  giebt: 

integiirt,  nnd  nach  Analogie; 

Demnach  eiod  die  GIrichangen  der  3  orthogonalen  Fläcbenscharen : 

DiqllZüdbvGoOgk" 
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m(2m«— 3«)~2(m»— n)l  +  a^yV=  t.       >  (165) 

deren  erste  beides  vom  12teB  Grade  sind. 


Ä  n  b  a  0  g. 

Uebersleht  Iber  die  Probleme  der  FlBchentheorie. 

Im  folgenden  sollen  diejenigen  allgemeinen  Probleme  nebst  ihren 
Bpeciellen  Löanngen  zn&ammengestellt  werden,  welche  im  Laufe  der 
vorstehenden  Abhandlung  zur  Besprechung  gelangt  sind. 

I.  Darstellung  der  Schar  orthogonaler  Tri^ectorien  einer  gege- 
benen Schar  von  Linien. 

Bedingung: /=-  0  §.  22.  lineare  Gleicbong  1.  Ordnong. 
Specielle  Lösungen 

1)  fOr  die  Fälle  dargestellter  ErttmmangsHnien  e.  Probl.  IL 

2)  fOi  die  Fälle  dargeatellter  Scharen  Eflrzester  s.  Probl.  IV. 

3)  für  die  Fälle  bokaunter  Abbilduugsparamoter  a.  Probl.  T. 
n.    Darstellnng  des  Systems  der  Krttmmungslinien  auf  gegebener 

Flftche. 

Bedingung:  /  =  0;  f  =  0  §.  23.  höhere  Gleichung  1.  Ordnung. 
Ohne  Bedeutung  auf  Ebene  und  Kugel. 
Losung  unmittelbar  vorliegend 

1)  naf  Abwickelbarer  §.  34. 

2)  auf  Rotationsfläche  §.  46. 
Gelöst  3)  auf  kleinster  FUebe  §.  42. 

4)  auf  Fläche  constauter  Summe  der  Hanptkrflmmnngs- 

radien  §.  44. 

5)  auf  Flächen  2.  Grades  §.  52. 

6)  auf  der  asymptotischen  Iläche  3.  Grades  i  58. 

in.  Darstellung  des  Systems  asymptotischer  Linien  anf  g^^bener 
Fläche. 

Bedingung:  £  =  0;  <?  —  0  §.  28.  höhere  Gleichung  1.  Ordnung. 
Ohne  Bedeutung  auf  abwickelbaren  und  positiv  gekrämmtenFläcbeo. 
Gelost   1)  anf  kleinster  Flächo  g.  43. 

2)  anf  Fläche  coostantcr  Summe  der  Hauptkrfimmungs» 

radieu  §.  44 

3)  anf  Rotationsfiäche  S-  47. 

4)  anf  Flächen  2.  Grades  f.  M. 
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rv.  DarstellaBK  des  allgemeinen  orthogonal  geodätischen  Systems 
knf  gegebener  Flache. 

Bedingung:  e  =  1;  /=  U  g.  30.  31.  höhere  GleicLaug  2.  Ordnung. 
Getfist   1)  auf  Abwickelbarer  (anwendbar  auf  Ebene)  §.  35.  36. 

2)  auf  Rotationsfläche  §.  iS. 

3)  auf  Flächeu  2,  Grades  §.  66. 

4)  specicilos  System  von  KOrzestcu  auf  Uittelpnnktsfläcben 

bei  bekannten  Krflmmungglinicn  auf  der  Urfi&che. 

V.  Conformo  Abbildung  gegebener  Fläche  auf  Ebene. 
Bedingung:  e^g;/=0  §.33. 

Gelost   1)  fOr  Abwickelbare  l  36.  37. 
2)  für  Rotationsfläche  5.  49. 
'    3)  fUr  Flächen  2.  Grades  i  57. 

VI.  Darstellung  der  allgemeinsten  auf  gegebener  Fläche  abwickel- 
baren Flache. 

Bedingung:  e,/,  g  gegebene  Fnnctiouen  von  u,  v  §.  17.  Syst«» 
höherer  Gleichungen  1.  Ordunng. 

Gelöst   1}  auf  der  Ebcuc  §.  36.  37. 

2)  Rotaüüusäache  auf  Rotationsfläche  g.  W. 

VU.  Darstellung  des  allgomciusten  dreifach  orthogonalen  Flächcn- 
Bystems. 

Bedüigung:/,  =  0;/,  =  0;/s  =  0  %.  26.  System  linearer  Glei- 
chungen 1.  und  2.  Ordnung. 
Speciellos  System 

1)  coufocales  System  2.  Grades  §.  53. 

2}  System  asymptotischer  Flächen  3.  Grades, $.  59. 

VIU.  Darstellung  der  allgemeinsten  Fläche  in  Parametoru  der 
ErOmmungslinien  fflr  gegebene  In dicatriK  der  Normale. 

Bedingung:  1  lineare  Gleichung  2.  Orduung  §.  25.  Gl.  (27). 

Gelöst  for  die  Fälle,  wo  die  rechte  Seite  der  Gleicbuug  ver- 
schwindet, d.  i. 

1)  wenn  die  stereographische  Projectiou  der  gegebeuen 

Indlcatrix  ans  2  Kreisscharen, 

2)  aus  einer  Schar  Gerader  und  paralleler  Tmjectorien 

besteht. 
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tjoppe;  Priaapien  der  Ftäctteal)i«orte. 

Schluasbemerkung. 

Die  Gestalt,  welche  der  aaalyüscbe  Ansdrnck  der  geometrischen 
Beziebongen  durch  die  Wahl  der  FandamentalgröeBen  gewonnen  hat, 
ze^^  wol  deatlich,  dass  sich  dieselben  iii  nnmittelbarster  Weise  den 
Elementen  der  Flftcbentheorie  anschliessen.  Ich  brauche  in  dieser 
Hinsicht  nur  anf  die  Bedingungen  der  3  Hanpt-Liniensysteme  hinzn- 
weosen,  deren  jede  mm  den  Werten  zweier  Fundamentalgrössen  ab- 
hängt Hierzu  kommt  noch  die  Analogie  zwischen  de»  GrOssen  e,/,  g 
und  E,  F,  G,  welche  in  vielen  Relationen  zu  Tage  getreten  ist.  Dasa 
sich  die  Gloichuogeii  fttr  die  HauptkrAmn^ngen  ein&cher  In  den 
H,  Hl,  J,  Jf  ausdrücken,  reicht  nicht  hin,  diesen  4  Grössen  den  Vor- 
zug im  ganzen  anzusprechen ;  namentlich  wflrde  durch  ihre  Zogilinde- 
legung  die  Anzahl  um  1  vermehrt  'nnd  die  Handhabung  mit  einer 
primitiven  Relation  zwischen  den  7  Grössen  bosuhwert  werden. 

Manchen  jedoch  gefällt  Überhaupt  eine  Entscheidung  a  posteriori 
durch  die  PraxiH  nicht;  hier  ist  es  wichtig  die  TäuHcbungen  zu  ent- 
htlUen,  denen  vorausgehende  principielle  BestimmungsgrQndc  häufig 
verfallen.  Ton  vom  herein  wird  man  gewiss  dem  Gedanken  gern 
zustimmen,  die  Flächentheorie  mit  der  Curvontheorie  auf  gemeinsame 
'  Basis  zu  stellen.  In  der  Tat  haben  manche  Bearbeiter  der  erstem 
ihre  Fundamcntalgrösseu  direct  aus  den  Bestimm ungsstUcken  der 
Curven  auf  den  Flächen  hervorgehen  lassen.  Wir  wollen  das  Unter- 
nehmen nicht  ans  dem  El-folg  beurteilen,  der  sich  nicht  gerade  günstig 
stellt  Es  ist  ein  principieller  Gmud,  der  ihm  entgegensteht  FOr 
die  Flächcnthoorie  kommt  eine  Rotation  des  begleitenden  Axensystems 
um  die  Tangente  in  Anwendung,  in  der  Curveotheorio  hingegen  hat 
nur  eine  solche  um  die  Hauptnormalc  Bedeutung.  Dieser  Unterschied 
bewirkt,  dass,  wenn  man  beide  Theorien  in  ihren  Fundamenten  ver- 
ketten will,  jede  der  andern  in  der  Entwickelung  nur  hinderlich  ist 
Das  Untemehmen  ist  also,  so  sehr  es  auch  bei  oberflächlicher  Be- 
trachtung fär  sich  ßinzmichmon  geeignet  sein  mag,  gegen  die  Natur 
der  Sache  gerichtet  Wir  können  zur  Berichtigung  der  Gesichtepankte 
der  Leitung  durch  die  Praxis  nicht  entbehren. 

Die  gegenwärtige  Bearbeitung  der  Flächentheorie  vermehrt  in 
keinem  Funkte  den  Umfang  des  Bekannten.  Die  Namen  der  Ent- 
decker der  einzelnen  Theoreme  und  Lösungen  sind  nie  genannt,  weil 
sich  dies  nicht  in  der  Kürze  gleichmässig  hätte  durchführen  lassen. 
Weder  die  Deductionen  noch  die  AnfsteUungsform  sind  der  Leitung 
der  Originalarbciten  gefolgt-,  an  beide  stellte  der  Zweck  der  Verbin- 
dung zu  einem  einheitlichen  Ganzen  schon  zn  bestimmt«  Forderungen. 
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Nachweis  der  Worterklärungen. 


Abbildung  §.  33. 

ÄbbildungsliniensyBtem  33. 

Abbildnngsparameter  33 

abwickelbuxj  Fläche  34 

Äbwickelang  17, 

asymptotische  Fläche  58. 

asymptotische  Liuien  28. 

asymptotische  lUchtangen  12. 
Basis  der  cylindrischen  Flache  37. 
BerUhningsebene  2. 

Biegung  17. 

centrale  Fläche  50. 

cüuforme  Abbildung  33. 

eiuschaliges  Hyperboloid 
Ellipaoid 

Fl  ächendiffer  entjal  q  uotieat 
Flächenelement 
Fläche  2.  Grades 
Fundam  entalgr  össcn 
Ganss'sche  Relation 
geodätischer  Ki'eis 
geodätische  Parallelen 
geodätische  Polarcoordiaaten 

(Azimut,  Radiusvector) 
HauptkrQmm  ung  (Richtungen, 

Tangente) 
HauptnoTmalcbeuG 
Hal^)tno^malBchuitt 
Hyperboloid 


51. 


1.  5. 


3% 


51. 


Indicatrix  g.  : 

Kegel  ! 
Kleinste  Fläche  4a  ■ 
Körperelement 

KrQmmnngsliniß  '. 

KrOmmungemass  i 

Meridian  '- 
Meusnier'scher  Satz 

Mittclpunktsfiäche  ] 

Nabelliuie,  Nabelpunkt  ] 

negative  Krümmung  1 
Normale 
Normalschnitt 

orthogonale  Flüchen  • 
orthogonal  geodätische  Para- 
meter i 
orthogonale  Parameter  i 
Paraboloid  f 
parallele  Flächen  ] 
Parallelkrcis  ^ 
positive  Krtlmmung  1 
Rotatioosaxe  i 
Rotationsfiäche  < 
Scheitel  '. 
sphärische  Krümmung  1 
Spitze  4 
superficieUe  Coordinaten 
Tangentenfiäche  '. 
zweischaliges  Hyperboloid       ! 
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Haia^    UtbtT  den   Ftutrbach'sckea  Krtu. 


xvm. 

lieber  den  Fenerbaeh'sclieu  Kreis. 


Die  Seitenmitten  and  UöheufuBflpimkte  eines  Dreiecks  liegen  anf 
einem  Kreise,  weldier  der  Feaerbacb'sche  Kreis  genannt  wird. 

Sind  ABC  die  Ecken,  A'  die  Seitenmitten  und  Ha  die  Hßhen- 
^sspankte  des  Dreiecks;  so  hat  man  in  trimetrischen  Pnnklcoordi- 
naten: 

A'  =  0  c  b 

ff  =  e  0  a 

C'  =  b  a  0 

Ha^a  cos/  COSjS 

Biocos)-        0  cos«  "" 

/fc  =  cog^    cos«         0 
wo  a  und  a  Seiten  und  Winkel  des  Urdreiecks  bezeichnen. 

Sind  3-a  die  Coordinaten  ii^ond  eines  Punktes  des  Feuerbach- 
schen  Kreises,  so  kann  man  setzen: 

Um  die  gm  and  gi,t  zu  bestimmen,  fObreit  wir  die  Wwte  für  A'  und 
Ha  ein  und  erhalten: 

9tt<^+gab*+2gh,bc-0 

p»  cos  J'*  +  jH;C08ß*+2ff»e  cos  JS  0087  =  0 
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324  Baia:    Uther  den  Feuerbach' tdien  freu. 

woraus  sich  ergibt: 


Diese  AasdrUcke   berechtigen  zor   Anfstellnng   des   Fenerbach'acben 
Kreises  in  der  Form: 


Ihre  Ricbtigkeit  wird  durch  Einführung  der  übrigen  Werte  der  A' 
und  Ha  bestätigt 

n. 

Tim  die  Coordinat«n  des  Mittelpunktes  P  des   Ffüierbach'achen 

Kreises  zu  finden,  betrachten  wir  zunächst  das  Mittendreieck  A'B'C. 
Das  Umkreiscentrnm  deaaclben  ist  F.  Fällen  wir  von  F  auf  B'C 
und  BC  Perpendikel,  welche  in  A^'  und  A,  treffen;  so  ist: 

A,'F=  ^coaa,     Ai'F+FA^  —  - 
FAi''-—'^maa  =  ^cm(ß—Y) 

wo  n  r  F  Winkel,  Umkreisradins  und  FUche  des  Urdreiecks  be- 
:{eichuen.    Man  bat  ferner: 

S:FAi  =  S  ^ —^Scoea  =  i(Zk„—r  —  e) 

wo  ha  die  Höben  und  q  den  Inkreisradius  des  Urdreieckes  bezeichnen. 
FUr  die  Coordinaten werte  von  F  kauu  man  den  synunotriscben  Factor 
der  FA^  ausscheiden,  so  dasB; 

F=  cob((S-j')  =  co8o+2cos^coBy 
Der  Fenerbach'scbe  Punkt  ist  also  ein  Symmetrieponkt  6.  Dimension. 


m. 

Die  vierfache  Summe  der  Quadrate  tkber  den  Yer- 
bindnngsgeraden  der  Ecken  eines  Dreiecks  mit  dem 
Feuerbacb'scben  Punkt  desselben  ist  gleich  der  Summe 
der  Quadrate  ttber  den  Seiten  des  Dreiecks  vermehrt  um 
das  dreifache  Quadrat  über  dem  Umkreisradins  desselben. 

Es  ist: 
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FÄ*  =  FB'*+JB''~-2FB'.AWco&FB'A 

Man  hat  ferner: 

FB'  =  l.       AB-=\ 

jiLB'FC  =  2ff,     ^FB'C'=^  90»— o,     Z.  FB'A  =  ^^—u-\-y 
Somit: 


IV. 
Der  Fenerbach'sche  Kreis  geht  durch  die  Mitten  der 
oberen  Höbenabschuitte. 

Die  Seitennonnalen  Ton  A,  dem  Höhensehnitt  H  und  der  Mitte 
A^  von  AH  Bind: 

A-^^-l  0  0 

H  =  2rC0ajJcOB)i  2rC0B)'CO8(I      ZrCOBKCOfl^ 

Jj  =  -+»'C08^C08x    rcosycOBffl    rCOBncos^ 

Setzt  man  diese  Werte  fllr  ^,  in  die  Gleichung  des  Feuecbach'schen 
EreifieE  ein  und  beachtet  man  lUe  AuBdrflckei 

Biocos«  —  —  =2.2oC0B|Jc08)' 

so  erh&lt  man: 


Liegt  ^BO  Ai  anf  der  Peripherie  des  Feuerbach'BChen  Kreises,  dann 
iBt: 

rI7coB«+  ^~  -  "^  (*COB|J  +  cCOBr) 

Diese  (jlei«hnng  %fs\A  Aber  in: 

F 
rcoso+reosiScoa)'  =  - 

An+SHa  =  AHa 

DiqllZüdbvGoOgk" 


:    Utber  dtn  Ftiarbaeh'iehtB  Krti 


Die  Radical-Axe  dea  UmkreiBOS  and  des  Feuerbach- 
schen  Kreises  ist  die  Harmonikale  des  ROheDachnittes. 

Die,  Gleichung  dea  Umkreiaee  ist:  ZaxhXc^O.    Somit  beEeichnet 

einen  Eegelacbnitt,  der  dnrch  die  Schnittpnakte  des  UmkreiseB  und 
des  Feuerbacb'achon  Ereisea  geht    Weil  aber 

£aCOS««a'  =  £aXa2lXB«Xa^  ZaxVe 

so  kann  die  vorhergehende  Gleichung  anch  noch  geachrieben  werden: 

£ax:a£coaaxa  —  2£ax^Xc-i-X2!a3r^xe  =  0 
Setzen  wir  mm  1  ^  2,  so  folgt; 

Saxa £coiaxa  ^0 

£axa  =  0—  SeOSttla 

Die  erste  dieser  Gleichungen  ist  die  der  nneudlich  entfernten  Ge- 
raden in  der  Ebene  des  Dreiecks,  die  zweite  ist  die  Gleichnng  der 
Harmonilulen  des  Höbenpunktes ;  somit  ist  diese  die  Vorbindnngs- 
goradc  der  boideu  endlichen  Schnittpnnhte  beider  Kreise. 


VI. 

Der  Ort  der  Pnnkte ,  deren  Polaren  in  Bezug  auf  den  Umkreis 
and  den  Feaerbach'schen  Kreis  einander  parallel  sind,  ist  die  Centrale 
dieser  Kreiae.  Zwei  Gerade  £a,xa^O  and  ^ojica  =  0  sind  ein- 
ander parallel,  wenn: 


Die  Polare  des  Fnnktea  |a  in  Bezog  auf  den  E^elachnitt 

iat  die  Gerade: 

Somit  sind  die  Polaren  von  |d  in  Bezug  aaf  den  Umkreis  nnd  den 
Fonerbach'schen  Kreis  die  Geraden: 
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Der  Ort  der  Punkte  t,,  für  nelcbe  diese  Geraden  einander  parallel 
sind,  ist  dio  Cnrve: 


ibcosßxi,  —  ö,         2c  CDS  yxe~ 


hrc~\-cxt         cxa-i-axc  axi-i-bia 

iaco&axa        ibcosßxb        2ccob)'Xc 


-  2a'a"{a*Xa*  —  bcx^Xe)  = 


Die  Determinante  wird  hier  Nnll  für  xa=<Msßfiosy  und  a^u^cosa, 
weil  in  beiden  Fallen  zwei  Zeilen  gleich  werden.    Änsscrdeni  igt  fUr 


Ea-a"{ai 


—  bcxbXc)  =  0 


Folglich  liegen  der  Höbenschnitt  H,  das  Umkreiscentnim  ü  nnd  der 
Schwerpunkt  S  mit  F  auf  dies»  Cnrve,  d.  b.  anf  einer  Goraden. 
Denn  die  andere  Gerade,  welche  dieser  Gleichang  noch  angehört, 
mnsB  die  nnondlicb  entfernt«  der  Dreieckebene  sein.  Man  nennt  Jene 
die  Enter'sche  Gerade;  ihre  Form  ist:  aa'a".  Femer  ist  ana  den 
Formen 

I7=coso,         J'=C09(»+2cO8jScO8y 
S^cosB-f-coB/Jcosy,        H^cosßeoay 

ersichtlicb,  dass  p  und  F,  S  und  ff  zugeordnete  harmonische  Punkte 
Bind.  i. 

Nach  diesem  ist  also  die  betrachtete  Cnrvo  ein  System  von  zwei 
Geraden.    Und  zwar  findet  man: 

£a'a"(a*Xa*  —  hcxhXc)  =  £aa'a"xa-£axa 
b'b"-\-c'e'=a'a" 
Nun  gilt  die  Gleichung 

SgmXa*-\-iSgbeXbXe  =  0 

für  ein  System  von  zwei  Geraden,  wenn: 


weil 
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=  A-0 


3« 

SB»    g-c 

gba 

ffib    gtc 

ifca 

g«t   a« 

In  tmserem  Fall  ist: 

ff„  —  UJ'a\        gu a'^'bc 

Sind  also  abe  die  Seiten  einea  Breiecks,  so  ist: 
Wien,  im  Januar  1876. 
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XIX. 
Mlseellen. 


Kb  Beitrag  lu  neebiilHheii  <t<uidratiir. 

Zd  meiner  Abbandliing  im  58.  Bande  N.  VI.  gebe  ich  noch  einige 


Nach  g.  5.  No.  5.  ist 
1)  F=Jr,-r — J2~ 

wegen  No.  2.  nnd  No.  4.  ist  also  aoch: 

-  12i* 


2) 


/a  1  —  12i* 

Da  ^(x):=  ao-^(i,x-}-at'^>  >0  iet: 

2a,  üi  =/'(<=) -/'(O) 


rnttbia  mdi 
3) 


yV(«)A;-|(ii,+»)+ä-^3^Vw-/'(o)).|5 

Bezeichnen  y,,,  yt,  t/i,  gg  ...  ysK^g,  ya»  der  Reih«  nach  die FOnctione- 
verto:- 

/(j-«),      '•(ä  +  »).     -    «(2.-1)5-«), 

/«S»-l)ä  +  »«, 

D,qt,z.dbvGOOgk" 


so  ergebt  sich,  weon  f(x)  nach  PotoDzon  von  x  entwickelbar  ist, 
dnrch  wiederholt«  Anvendang  von  No.  3.  und  zwar  nm  bo  gensaer, 
je  kleiner  A  JHt: 


FQr  A  =  i  and  ;i  ^  0  ei^eben  eich  die  bekannten  Formeln: 
5)  /'/(i.)<to  =  A(J/(0)+AÄ)+/(2Ä)+... 

r 

6,/;<.,^-»(,g)+,(f)+/fi)+... 

+/(<2»-l)j))+(/'<..*)-/"(0))| 
lBt/{iE)  =  ao+Oji+o,**+aj«*+a4a:*  so  hat  man: 

/'"M-/"(0) 

.... -p 

es  ist  also  der  in  S.  2.  Nr.  2.  far  </  gegebene  Aasdruck: 


(/'"(») -/"'(0))T 


,      3-20(i>+|.')+2401V 
''  = 2iO 

nnd  daher  nach  S.  2.  No.  1. 
7iy/(.)d.-2jytj3j((l-12^>)(y.+„)-(l-m')(%+^)) 

Für  f(  -^  0  ergiebt  rieh  die  einfachere  Formel 
8)  /a-)'*«  -  2£i^y''+2(12i*-l)y.-b,)+^^*-()^"(«)-/"'(0»f,. 

FHT  A  =•  i  nnd  A  =  ^  entotehen : 
9)y/Wd*=|(/(0)  +  4/(|)+/(*))-^(/"'W-/'"(0))j*, 

DiqllZüdbvGoOgk" 


.0,    //W-  =  |(3/(i)  +  v(i)+3/(|)) 


Durch  niederholte  ADwendnng  der  Fonnela  No.  7.  bis  10.  erhUt  man 
Nfthemngswerte  fflr  /  /(«)  dx. 

Um  halbcoiivei:geiit6  Reihen  fttr  das  lotegral  in  No.  4.  zu  er- 
halten, kann  man  setzen: 

11)    y/W<i.-5(,.+»,+».+,,+  ...W.)-SCTjy|tt»'« 
«  r>0 

worin   ar  =  ('^)        -(ÖM)  ,„, 

Wählt  man  zur  Bestimmung  der  Coefficienten  Ar  für  /(«)  den 
Ausdruck  e*,  so  ist: 


/ 


/(»)<to  =  e^  — 1, 


i*."*  —  1 
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Ea  ergiebt  sich  daher  nadt  Ko.  11. 
und  Mich 

Da  difl  rechte  Seite  eine  gerade  Function  von  h  isty  Bo  bat  man  anch 

Sinj 

Setzt  man  ö r  ="  ^i  bo  ist  A^r-i  die  2rfe  ^bleitmig  Ton  K 

'  Sin-, 


Ans  ft.CoSAA  —  2V'@inx  ergtebt  sich,  wenn  man  die  (2r-(-l)te 
Ableitung  bildet  and  bimin  A  —  0  setzt: 

oder  anch: 

14)  (2r+l){2i)»'  -  l+(2r+l),2%+(2r+l),2*  J,+  ... 

+(2r+l)i,2*-.ia,_i. 

Für  1  =  t  erbftlt  man  hieraoB  die  BernonlÜ'achen  Zahlen  mit 
abwechsetmlen  TorzeldieQ. 

Es  l&SBt  eich   V  anch  direct  nacb  Potenzen  von  h  entwickeln. 

Ans 

*    1 : „ 

^      (3r>! 

ergiebt  sich  dnrdi  Mnltiplication: 

15)  Jar-l~i."—(2rh^^B^)^-'-\^(3r\^^B,lfi"*+,. 
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um  die  Abhftn^gkeit  der  A  von  jI  anzndenten,  kanii  man  statt  A^r—\ 
aach  ^sr-i  setzen,  es  wfirde  alsdann 

.dsr-i  —  (—!)'*■' Ä8r-i    sein. 
Nach  No.  11.  ist  nnn 

16)       /7wrfx==|(y„+^+y«+y8...W-— 2i?*'~V2r-lA»r;r>0 

Bad 


17) 


y/WA  =  |h+=,+..+^  ...  o.)-«£^2^(i,-;j*. 


yvw^-^ 


(2r)l 

! 
l«(i"-c') 


Bezeichnet  man  die  ersten  Glieder  der  rechten  Seiten  in  Mo.  10.  and 
17.  durch  F^  nnd  F^  so  ergieht  sich 


(2r)l 


-i27Ii=;Tl^'^-"n-lV)+'«lk-i(121'-I))t4,-i 
i^*^ — (*  JA  /i 

Der  Rest  beginnt  also  mit  der  vierten  Potenz  Ton  h. 

Es  lässt  sich  leicht  nachweisen,  dass  der  Coefiicient  Air-\  eine 
BemonlÜBche  Function  ist    Da 

JSoBU      ,  \^H>-*   ,  »a-'i'i 


SinS 


=T^7^J 


ist,  so  hat  man  nach  den  vom  Prof.  Dr.  Hoppe  in  seiner  DitFerential' 
rechnnng  Capitel  8  gegebenen  Definition  der  BernoniHischen  Fmctionm : 

also  auch: 

nrß  +  i)  -  KV3r{l  +  l)  +  q*(-i» 

Es  ist  aber: 

V«(l-i)   -(-1)»M1),    also 
vsr(l+il)  —  vsrC— i)    mithin 
/i,(i+i)  =qw,(l4-i)    nnd 
Jfe,(l)  -  V2.(i+i). 

Siel  im  Harz  1676.  Ligowski. 
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}Iute  ttber  lineare  ]>tirereiitlal*61elcliiiii^i. 

Fetzval  gteUt  im  1.  Bande  Beines  Werices  ,^nt6gratioa  der  linearen 
Differential-GleichuDgeii"  und  zwar  Seite  193  di^enige  lineare  Diffe- 
reutialgleichung  2ter  Ordnung  auf,  deren  allgemeinea  Integrale 

y  =  Cie^f>^+C,efTf''  '  (1) 

ist,  unter  Cj   und  C^  «illkflrUche  Constanta  und  unter  q>i  nnd  g>t 
beliebige  Functionen  von  x  verstaudeu. 

Nach  Petzral  ist  nämlich  diese  DifFerentialgleicÜung  nachfolgende; 

(Vt—'Pxy—W—<Pi'+<P»—Vi')l/'+WVi  —  'Pi'Vt+<PiVa 

-ViViOy-O    (2) 


Ich  will  nun  911  nnd  ^j  specialisiren,  and  setze  erstens; 

woselbst  m  nnd  n  constante  Zahlen,  und  ip(x)  eine  beliebige  Function 
von  sc  bezeichnet 

Hieraus  folgen  zun&chst  nachfo^nde  Gleichungen : 

ftfj{x)dte  =  mipix),    fifidx  =  nq>(x) 
nnd  sodann: 

<p,(!e)  =  m(p'(x),     9>,  =  ntf>'(x) 

Setzt  man  diese  Werte  in  (2),  so  erh&lt  man  eine  Gleichung,  die 
durch  T»  — M  dividirt,  folgende  Gestalt  hat; 

9''(*)-y"-[(»»+'»)«p'(«:).v»4-v"W]y'+mn[v'(*)]'.y  -^0    {4> 
deren  allgemeines  Int^nde: 

ist    Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  im  ^alle 

ist,  der  Differentialgleichung: 

gentige  geleistet  wird  durch 

^-«-^t'lCCi  +  CivW] 
woselbst  wieder  Ci  und  C*  willkftriiche  Constante  bedeuten. 
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Ich  Betze  zveitens 

Nimmt  man  beiderseits  die  Logarithmen,  so  erh&lt  man; 

f<f>j(x)dx  =  nilogi(f(jc),     f>ff(x)tUe  =  nlogifK*) 
nnd  wenn  man  differentlrt,  so  erhalt  man: 

Dnrcb  EinfUhiiiDg  dieser  Werte  in  die  Gleichnng  (2)  erh&lt  man 
nacl  einiger  Redacdon: 

*(ar)*(ir)i(.'(*)y"-tWWx)V'"(«)  +  (»»+n-l)«C'(«)'l''('«^)]*' 

+  ™n[t'(a-)J»y  =  0     (5) 
Dieser  Gleichung  genttgt  also 

unter  ifCx)  eine  bestimmte  Fancüon  von  x  nnd  nnter  m  nnd  n  con- 
Btante  Zahlen  verstanden. 

Set2t  mau  >»  ^  n,  so  geht  die  Gleichnng  (&)  Aber  in : 

+m»[i*.'{*>]»*  =  0 
nnd  das  Int^rale  dieser  Gleichung  ist: 

wenn  wieder,  wie  früher,  Cj  nnd  C,  willkfirliche  Constaute  bedeuten. 
Wien,  den  28.  Uärz  1876.  Simon  Spitzer. 


3. 

BeltrsK  snr  Tkeorie  1er  Cissolde. 

Bezeichnen  wir  mit  ui  die  Cotangente  des  Winkels,  welchen  die 
Verbindungslinie  eines  Pnnktea  der  Cissoide  >  and  des  Coordinaten- 
anfanges  mit  der  x  Achse  einschliesst,  so  lassen  sich  die  Coordinaten 
eines  beliebigen  Punktes  der  Cissoide  als  rationale  gebrochene  Func- 
tionen des  Parameters  »t  ansdrOcken  *},  n&mlich: 


•)  Archiv  d.  Math,  und  Phys.  S6.  Teil  pg.  144. 
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l+.i 


Als  Oleichnitg  der  Terbindnngslinie  zweier  Fanlde  »,,  t^  der  Cissoide 
ergab  sich  uiib: 

«,  «,{«,+u,)y-(l+V+"i  ««+«**>+«  =  0- 
Vier  Fnnktfl  Uj,  u^  u,,  u^  U^en  auf  einem  Kreise,  wenn  sie  der 
BedingmigsgleichnBg 

«!+•*»  +  »»  +  «*  ^0 

genügen.  FOr  einen  Erümimingskreis  ist  Uf^u^'^Ui  —  v,  daber  ist 
d«r  Parameter  dee  Schnittpunktes  der  Erflnunungsselme  uu,  gleicb 
— Sa,  somit  die  Gleichung  der  KrOmmnngBsehne 

6»'»-(l+7«V+a-0  (2) 

Die  Derivation  dieser  Qleicb«mg  nach  u  ei^bt 

7x 


(3) 


und  setzen  wir  diesen  Wert  fOr  u  in  die  Qleidinng  (2)  ein,  so  er- 
halten wir  nach  einiger  Umformung 


woraus  folgt,  dau  „die  Einhallende  der  Krtlmmungssebnen 
der  Cissoide,  wieder  eine  Cissoide  ist  und  zwar  eine 
Affine  der  gegebenen". 

Prag,  Febmar  1876.  E.  Zahradnik. 
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Lilltrarücher  Bericht  CCXXXV. 


Litterarisclier  Bericht 

CCXXXV. 


Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Creschichto  der  mathcmatiaelien  Wissen  scliafteii.  Zweiter  Theil. 
Vom  Anfange  dos  XVII.  bis  Kndo  dns  XVIII.  Jahrhunderte.  Vou 
Dr.  Heinrich  Snter.  Mit^wei  lithographirtcn  Tafeln.  Zürich  1875. 
Orell  FUsali  u.  Co-    378  S. 

Die  Abfassung  des  Bncbes  giebt  als  obersten  Gesichtspunkt  zu 
erkennen  die  Charakterisirung  des  Fortscliritts  der  Wissenschaft  in 
ihren  verschiedenen  Zweigen  und  Richtungen.  Es  ist  keine  Znsammcn- 
stellniig  der  Litteratur  und  Biograiihie,  in  der  man  etwa  jede  Notiz 
nachscblagen  küunli'.  Es  berichtet  nicht  über  die  einzelnen  Arbeiten 
und  Facta  als  gesonderte  Gegenstände,  wenn  es  auch  beispielsweise 
solche  TorfQhrt.  Biographische  Angaben  finden  sich,  ausser  dem 
jedesmal  beigefOglcu  Gcburts-  und  Todesjahr,  nur  bei  wenigen  her- 
vorragenden Autoren  nnd  nnr  in  der  EUr/x'  vor.  Vielmehr  sind  die- 
jenigen Leistuugi'n,  welche  von  Folge  fllr  die  fernere  Zeit  waren,  die 
also  eine  Kette  von  Untersuchungen  hcrvorriotun  oder  im  Entwicke- 
Inngsgang  einen  namhaften  Fortschritt  bczciclineteu,  auaschlieaslicber 
Gegenstand  der  Uarstelluug.  Doch,  fern  von  einer  Schilderung  in 
allgemeinen  Woitou,  bleibt  diese  Darstellung  stets  innerhalb  der  Ma- 
terie der  Doctrin,  welcher  die  Auffaüsuug  des  Verfassers  nur  den 
verbindenden  Gedanken  leiht.  Dass  irgend  eine  Partie  HberflOssig 
lang  ausgesponnen  wUrc,  wird  man  sicher  uio  finden;  ein  nftberes 
Eingehen  auf  manche  Arbeiten,  auch  solche  die  einen  gewissen  Ruf 
in  neuster  Zeit  haben,  würde  man  für  wünschenswert  erklären  können ; 
die  Grenzen  scbeinen  in  dieser  Beziehung  so  eng  als  mäglich  gezogen 

T«U  UX.    Heft  8.  S 
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25  LilterarUfher  Bericht  CC^^^F. 

za  aein;  bei  alledem  bleibt  es  eioe  scbr  auerkemienswerte  Leistung, 
dftBs  die  Knappheit  der  Angaben  nirgends  Unbestimmtheit  mit  «ch 
fUbrt,  nirgends  Ergäuznug  vermissen  lässt,  am  dos  Mitgeteilte  für 
sieb  znm  dentliclicn  VersUlndiiiss  zu  bringsu^  auch  fehlt  es  innerhalb 
desselben  nicht  am  littcrarischcu  Nachweis.  Der  gegenwärtige  zweit« 
Teil  des  Werkes  setzt  den  Standpunkt  der  Wissenschaft  im  Beginn 
des  bebandelten  Zeitraums  als  bekannt  voraus,  und  gruppirt  die  toq 
da  an  neu  hinzutretenden  Entdeckungen  in  einer  der  Zeit  ihrer  Ent- 
stehung entsprechenden  Reihenfolge.  Als  vor  Des eartes' sehe  werden 
bezeichnet  die  Logarithmen,  die  lubaltfibcatimmuugen,  die  TangentCD 
der  Curven,  die  Maxima  und  Minima,  die  WahrBcbeiulichkeitsrechnnng, 
die  Zahlcntheorie ,  die  Perspective.  £s  folgt  dann  die  Cartesische 
Geometrie,  die  mathematischen  Principion  der  Naturlebre,  die  Diffe- 
rentialrechnung. Ton  dieser  an  dte  Entwickeluug  des  hObern  Calcals, 
die  Fortschritte  der  Mechanik,  die  einzelnen  Zweige  der  reinen  Ana- 
lysis  und  Geometrie,  endlich  die  Mechanik  im  ISten  Jahrhundert 


BulletJno  di  bibliogratia  e  di  storia  delle  scicnze  matematiche  e 
fisicbe.  Pnbblicato  da  B.  Boncompagnl  Tomo  VIIL  Roma  1U75. 
Tipografia  delle  scienze  raatematiche  e  fisicbe. 

Der  Inhalt  der  letzten  6  Hefte  ist  folgender. 

7.  Heft  B.  Boncompagni,  Ober  einige  Briefe  von  Evangeliata 
Toricelli,  von  P.  Marin  Mersenne  und  von  Francis  da  Verdua. 

8.  Heft.  L.  Am.  S^dillot,  grosse  Hcrbstcxecntion,  Briefe  an 
Dr.  Ferdinand  Hoefer  betreffend  die  mathematischen  WiBscnschaften 
der  Indier  und  den  Ursprung  des  Sanskrit. 

9.  bis  12.  Heft.  L.  C.  B62iat,  das  Leben  und  die  Arbeiten 
von  Johannes  Hevelins. 

Publicationsverzeicbnisse  im  8.  10.  und  12.  HefL  H. 


Methode  und  Principien. 

Die  Natorgesetze  und  ihr  Zusammenhang  mit  den  Prinzipien  der 
abstrakten  Wissenschaften  für  Naturforscher,  Mathematiker,  Logiker, 
PhilosSphcn  und  alle  mathematisch  gebildeten  Denker.  Von  Dr.  Hcr- 
raann  Scheffler.  Erster Theil.  Die  Thcone  der  Anacbanung  oder 
die  mathematischen  Gesetze.  Mit  26  Figurentafeln.  Erste  Lieforong. 
Mit  i  Figureutafeln.    Leipzig  1876.    Friedrich  Förster.    460  S. 
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Der  Verfasser  legt  sich  das  matbomatiscbe  Gebiet,  von  deBsen 
Inhalt  er  wol  nur  durch  LectOre  mancherlei  AaBserlicfae  KcnDtniss 
erbalten  bat,  zurecht,  setzt  die  Gegenstände  gemäss  seinem  davon 
erhaltenen  Eindruck  in  Beziehung  und  giebt  den  Beziehungen  Namen. 
Der  Vortrag  ist  durchweg  imperatorincb  absprechend,  also  wol  für 
Unkundige  besUmmt,  die  geneigt  sind  sich  jedes  Urteil  dictiren  zu 
lassen.  Wia Bens cbaftli che  Ergebnisse  wird  mau  in  dem  ganzeu  voln- 
minösen  Buche  nicht  finden-,  doch  ronss  man  wol  einräumen,  dass 
die  Abfassungs weise  dem  Geschmack  und  der  Geiatesricbtung  zahl- 
reicher Individuen,  die  sich  heutzutage  als  Philosophen  betrachten, 
entsprechen  mag.  H. 

Le^ons  d'analyse  infinitesimale.  Par  Paul  Mansion,  Docteur 
special  en  scienccs  mathdmatiqucs,  Professeur  ä  l'nniversitä  de  Oand. 
I.  Objet  de  l'analyse  infinitesimale.  II.  Propri6ti  fundamentale  des 
fonctions  d'nne  soule  variable  ou  tb^or^me  de  Rolle.  Gand,  Ad.  Hoste. 
Mons,  H.  Manceaux  1876.    30  S. 

Die  Schrift  lässt  etwas  anderes  erwarten  als  sie  in  der  Tat  bringt 
Sie  ist  keine  Grundlegung  der  Princjpien  der  Analysis,  keine  metho- 
dische Bearbeitung  dus  Lehrstoffs,  überhaupt . kein  Ganzes,  sondern 
behandelt  nur  einzelne  Partien  aus  den  Elementen  der  Functions- 
theorie,  und  zwar  gerade  solche,  die  von  Natur  zu  einfach  sind  um 
eines  Aufwandes  an  Scharfsinn  zum  Vcrständniss  zu  bedUrfen.'  Es 
wird  zuerst  der  Grund,  warum  mau  in  der  Analysis  Grössen  als 
variabel  betrachtet,  an  einigen  Beispielen  von  Maximis  und  Minimis 
gezeigt,  dann  einiges  zur  Erklärung  des  Functionshegriffs  aufgeführt, 
dann  die  Namen,  dio  Lebenszeit  und  Nationalität  der  Entdecker  im 
Gebiete  der  Infinit<'simaltheoric  zusammengestellt.  Jetzt  folgen,  ohne 
jede  Erklärung  in  Betreff  der  unendlichen  Grössen,  der  Grenzwerte 
und  DiSerentialqnoticntcn ,  mit  unmittelharcr  Anwendung  dieser  Be- 
Begriffe, die  Sätze  aber  Abhängigkeit  des  Wachsens  der  Functionen 
vom  Vorzeichen  der  Differential  quoticutcn,  schliesslich  der  Taylorsche 
Satz  mit  Beschränkung  auf  erste  Ordnung.  Es  lässt  sich  daher  nur 
annehmen,  dass  die  vorliegenden  abgesonderten  Stücke  eines  Vortrags 
aus  irgend  welchen  iudividnellen  Motiven  zur  Publication  ausgewählt 
smd.  H. 


LebrbUclier,  Sammlungen  und  Tabellen. 

Lehrbuch  der  Arithmetik  für  Untergymnasien ,  UntcrrealBcbnlen, 
Vol)tssi:hullohrpr-SemiuarieB  und  zum  Selbstunl«rricbt  Von  Danie' 
Uöhr  in  Schässburg.  Erster  Theil.  (Für  die  erste  und  zweite  Klasse). 
Hermannsladt  1876.    S.  Filtscb.    152  8. 
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Du  Lehrbuch  nmfust  aiuschlieBalicfa  das  geraeine  Reehneii  mit 
discreten  Zahlen  ohne  Anwendung  von  Buchstahen.  Die  Methode  ist 
sichtlich  auf  Entwickelung  nnd  Inanspruchnahme  des  Selbstdenkens 
der  Schaler  eingerichtet  Sie  macht  zwar  nirgends  Gebrauch  von 
dem  formellen  Ansdmck  allgemeiner  Satze,  Beweise  und  Gleichungen; 
gleichwol  ist  jede  specielle  Äufstcllnng  beiden  derart  entsprechend, 
dass  der  Schüler  im  bcsondem  Beispiel  stets  Schlüsse  macht  und 
Gleichungen  tö8L  Der  Schluss  wird  freilich  stets  zodictirt,  doch  finden 
die  formeilen  Mittel  der  Evidenz  Ersatz  durch  die  Einfachheit  der 
vorgeführten  Fälle.  Auf  synthetischen  Fortschritl  durch  Zusammen- 
setzung ans  gewonnenen  Elementen  und  durch  Schlussketten  hat  sich 
das  Lelirbuch  nicht  eingelassen.  In  der  Tat  ist  dies  auch  der  Sach- 
lage ganz  gcniäss;  vor  einem  solchen  Fortachritt  niuss  der  formelle 
Ausdruck  eintruten,  was  über  die  (jugeuw artigen  Grenzen  hinaus  ein 
Uebcrstrcifcn  in  die  Alguhra  sein  würde.  Man  kann  nicht  aus  Üüssi- 
gem  Material  ein  Gebäude  aufführen,  aus  Special betrachtnngen  ein 
System  bilden,  so  Viele  auch,  auguregt  durch  Beispiele  besonders 
b^abter  Geister,  die  ohne  die  formellen  liülfsmittel  ihre  Fähigkeiten 
zu  bedcntoudor  Höho  gesteigert  haben,  in  die  Illusion  verfallen  sind, 
als  liessc  sich  durch  uinu  dem  entsprechend«  Methode  ein  gleiches 
oder  noch  mehr  leisten,  wie  durch  das  gewöhnliche  formelle  Ver- 
tahren.  Das  Buch  ist  iu  ß  Abschnitte  geteilt,  die  einzclu  behandeln 
die  Bcchnuugcu  mit  Zahlen  Verbindungen  mit  Rücksicht  auf  Kochunngs- 
vorteile,  dio  Teilbarkoit  ganzer  Zalileu,  die  4  Species  in  Brüchen, 
erst  ohne,  dann  unter  Veränderung  der  Brucheinheit,  die  Secimal- 
brüche,  die  einfachen  Vorbältnissrechnungen.  Dei-  Vortrag  ist  klar 
und  leicht  verständlich,  auch  im  Sinne  bübcrer  Auffassung  stets  cor- 
rcct.  Auf  Erörterung  der  einzelnen  Punkte  in  freier  Form  folgen 
Beispiele  und  Aufgaben,  welche  letztere  indes  eine  besondere  Auf- 
gabensammlung nicht  entbehrlich  machen  sollen,  daim  mitunter  Regeln 
betreffend  verschiedene  Wege  zu  glrichcni  KesuU&t.  H. 


Inleiding  tot  de  Studie  der  Steroometiie.  Door  Dr.  C.  J.  Mat- 
thee,  Hoogleeraar  aan  het  Atheuaeum  Illustre  te  Amsterdam.  Am- 
etardam  1876.    C.  G.  van  <ler  Post.    32  S. 

'  Dio  Schrift  behandelt  au  Sätze  nebst  zugehörigen  Folgerungen 
über  die  Stellung  von  1,  2,  ;i  Ebenen  und  Geraden  ku  einander.  Die 
Beweise  sind  ziemlich  kum  gcfasst,  nnd  der  Fortachritt  in  der  Be- 
trachtung ein  ziemlich  schnelier,  so  dass  die  Auffassung  eben  nicht 
leicht  ist,  insbesondore  da  sie  nach  H,  wol  kaum  zur  Erkliimng  aller 
Gegenstnndo  hinreichenden  Definitionen  dTirch  keine  wejtere  Erörte- 
rung unterstützt  wird.  Eine  Ebene  wird  detinirt  durch  die  Bewegung 
einer  Oorodeu  bei  unveränderter  Richtung  längs  einer  'Senkrechten. 
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Hi«raii  scfaliessen  sich  7  Folgoruugcu  ohu«  alJo  Angabe,  wie  sie  dar- 
aus hcrvorgohun  sollen.  Jcdo  wUrde  für  sieb  goung  za  denken  geben 
um  nur  zu  eutscbcideu,  ob  sie  wirklich  daraus  folgt  Die  Figuren 
sind  weiss  auf  scbnarz  in  den  Text  gedruckt.  U. 

Zweiter  Anliang  zu  der  ebenen  Geomcfrio.  Von  Obcrstudienratb 
Dr.  vou  Kagcl,  Ritter  I.  Cl.  des  k.  württemb.  Kronordous  und  des 
k.  wUrttcmb.  Frieciricbsordens.  Aufgaben  zu  Uebungen  in  geometri- 
schen Berochnungeu,  Mit  10  Holxsclmitton.  Zweite  neu  bearbeitete 
Auflage.    Ulm  1876.    Wohler.    50  S. 

Die  vorliegenden  Aufgaben  ver1)iudeu  die  Anwendung  geometri- 
scher Sätze  mit  der  Uebung  im  Rechnen  und  bieten  namentlich  rttck- 
sichtlich  des  letztem  vortrefSicIie  Gelegenheit,  das  Bewusstsein  der 
Bedeutung  and  der  Erfordernisse  zu  entwickeln.  Die  Einteilung 
achliesst  sich  allein  der  Geometrie  au,,  während  die  arithmetiscbon 
Forderungen  mannichfaltig  sind.  Demnach  braucht  der  Schiller  die 
Vorstellungen  nicht  zu  wechseln  und  die  anzuwendenden  Sätze  nicht 
weit  7.U  suchen;  dagegen  ist  der  Rech  nun  gsansatz  und  die  zum  Ziele 
führende  Operation  ganz  seinem  freien  Urteil  überlassen.  Grosse 
Ansprüche  an  die  Fähigkeiten  werden  in  dieser  Beziehung  nicht  ge- 
macht; dasa  den  Anforderungen  auch  tatsächlich  entsprochen  wird, 
kann  man  bei  diesen  Aufgaben  sicher  sein-,  gli>ichwol  wird  man  wol 
einräumen,  dass  die  Entwickelung  des  Urteils  beim  Rechnen  oft  sehr 
ein  BedUrfniss  ist  Da  die  meisten  Aufgabensammlungen  das  ent- 
gegecgesotzt«  Ordnungsprincip  befolgen,  indem  sie  Reihen  von  Bei- 
spielen für  einerlei  Operation  aber  aus  vielerlei  verschiedenen  Sphären 
entnommen  aufstellen,  wo  die  Ueberact/nng  der  Daten  in  die  arith- 
metische Form  oft  .die  hauptsächlichste  und  durch  Regeln  und  An- 
weisung kaum  zu  mindernde  Schwierigkeit  macht,  wo  demnach  das 
Urteil  Qber  die  Operation  vorweggcuommen  ist,  also  eine  Hauptübung 
ganz  wegeilt,  so  nimmt  in  der  Tat  die  gegenwärtige  Aufgabensamm- 
lung eine  sehr  berechtigte,  durch  die  übrigen  noch  nicht  genügend 
vertretene  Stellung  ein.  Die  Zahlenwerte  der  Daten  sind  grössten- 
teils willkürlich  gewählt,  selten  aus  der  Wirklichkeit  entnommen,  bis- 
weilen theoretisch  bestimmt.  Auflösungen  sind  nicht  dabei.  Den 
Gesammtumfang  der  Sätze  bildet  die  elementare  Planimetrie.      H. 

Die  Omndlehren  der  Stereometria  Ton  A.  Stegmann.  Mit 
265  Lehrsätzen  und  Aufgaben  zur  Uebung  und  7  Figurentafeln. 
Kempten  1876.    Jos.  Kösol,    88  S. 

Das  Gegenwärtige  ist  die  Fortsetzung  der  im  vor.  J.  neu  erschie- 
nenen „Orundlebren  der  ebenen  Geometrie"  s.  litt  Bericht  231.  S.  30. 
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DaBS  auch  auf  dieaom  Felde  die  Daratcllni^  sich  nicht  bloss  an  Vor- 
gefundeues  anlehnt,  dass  viilinohr  dor  Verfasser  zur  Erfüllung  der 
Tielsoitjgen  Anforderungen  an  correcten  und  concinnen  Ausdruck, 
Strenge,  systematische  Ordnung,  UcbersichÜichkcit  und  Einfachheit 
selbständig  mitgewirkt  hat,  ist  unverkennbar.  Auch  ist  es  nur  zu 
billigen,  daas  er  auf  manche  aus  einseitigem  Princip  herrorgebende 
Neuerungen  nicht  eingegangen,  sondern  im  ganz.en  bei  der  enklidi- 
Bchen  Form  geblieben  ist.  Dass  aber  in  irgend  einem  Punkte  eine 
sichtlich  definitive  Gestaltung  gewonnen  sei,  die  nicht  weitere  Besse- 
rung suchte,  läsBt  sich  von  der  vorliegenden  Bearbeitung  gewiss  nicht 
sagen.  Viele  Dinge,  jedes  fUr  sich  von  geringem  Belang,  sind  angen- 
ßUlig  nicht  so,  wie  man  es  verlangen  muss.  Warum  steht  Lehrs.  9. 
getrennt  von  Lehrs.  2.,  da  doch  beide  im  Grunde  dasselbe  sagen? 
Er  mnsste  directe  Folgerung  sein.  Im  Beweise  zu  Lehrs.  2.  ist  die 
Hülfslinie  übe rflüssigerw eise  parallel  angenommen.  Ebenen  werden 
wiederholt  der  Lage  nach  verschieden  genannt;  wodurch  könnten  sio 
sich  denn  sonst  unterscheiden?  Grössere  Desideraten  treten  bei  den 
Sätzen  Qber  den  Inhalt  der  runden  Körper  und  ihrer  Ohorfiächon 
hervor.  Die  Cylindor-  und  Kegelfläche  werden  durch  Rollen  auf  der 
Ebene  bestimmt.  Dies  hat  keine  methodische  Schwierigkeit,  nur  muss 
man  vorher  das  Rollen  ohne  Gleiten  am  Kreise  erklären.  Hier  aber 
ist  auf  die  Bedingung  des  Nichtgleitens  mit  keinem  Worte  Rücksicht 
genommen,  ja  nicht  einmal  durch  die  Benennung,  wie  etwa  Rollen, 
die  Vorstellung  auf  die  bestimmte  Beweguugsart  gelenkt,  vielmehr 
hoisst  es  Bewegung,  bei  der  nach  einander  verschiedene  Punkt«  Eur 
BcrOhrnng  kommen,  wo  also  die  Gleichheit  der  FlächenstQcko  gar 
nicht  daraus  folgt.  Dct  Beweis  ist  denmach  ganz  lückenhaft.  Bei 
der  BostimmuDg  der  Kugelzone  soll  dte  Höhe  in  eine  so  überaus 
grosso  Anzahl  gleicher  Teile  zerlegt  werden,  dass  die  Meridianbogen 
zwischen  den  entsprechenden  Paraltelkreison  und  die  zugehörigen 
Sehnen  „für  einander  genommen  werden  dürfen".  In  der  Figur  seien 
die  Teilbogon  „der  Anschaulichkeit  wegen  grösser  dargestellt".  Kann 
man  den  Schülern  solche  Albernheiten  weiss  machen  wollen?  Wie 
sich  Dcductionen,  die  auf  unendlich  kleiner  Teiluug  beruhen,  streng 
und  einfach  geben  lassen,  ist  eine  hinreichend  bekannte  Sache,  dass 
man  solche  unzählige  mal  gerügte  Fehler  in  neuen  Lehrbüchern  nicht 
mehr  erwarten  sollte.  U. 


Logaritfamisch- trigonometrische  Tafeln  mit  sechs  Dcci malstellen. 
Mit,  besonderer  Rücksicht  auf  den  Sehulgobrauch  bearbeitet  von  Dr. 
0,  Breraikcr,  Professor  und  Scctionschef  im  Köiiigl.  Geodätischen 
Institut  in  Berlin.  Vierte  durchgesehene  und  verbesserte  Stereotyp- 
AuBgabe.    (Pr.  4,2  Mk.).    Bcriin  1876.    Nicolai.    542  S. 
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Die  Tafeln  enthalton  die  Logarithmen  der  Zahlen  von  1  bis 
lOOUUO,  die  der  Kroiafuuutiouea  mit  Winlieltöiinng  bis  auf  lU  Secon- 
den  ebne  Unterschied  für  kleine  und  grosso  Winkel,  die  Additions- 
nnd  SabtractionElogarithmcn  auf  3  BruchstelJcn,  neu  berix-hnet,  die  . 
L&ngo  des  Längengrades  der  Erde  fUr  jeden  Breitengrad ,  den  Loga- 
rithmus des  KrUnunangsradioB  der  Erde,  den  Flächeninhalt  des  Vier- 
ecks zwischen  2  Meridianen  nnd  2  Paral lel kreisen ,  die  Längen-, 
Fl&cben-  und  Körpermasse,  Gewichtmasso,  Münzgewicbte  und  Gehalt 
in  allen  Ländern.  Voraus  geht  eine  ausführliche  Anweisang  zum 
logarithmischeu  Rechnen.  Bei  Empfeblnug  dcB  Gcbrancbs  sechsstelliger 
Tafeln  wird  der  Orund  geltend  gemacht,  dass  Überhaupt  keine  U<.'SBnng 
auf  mehf  als  6  Stollen  genau  sei,  dass  daher  eine  Bechnong  mit  7 
Stellen  das  Rcsnltat  nicht  richtiger  machte.  Gerade  dieser  Umstand 
spricht  aber  vielmehr  für  Anwendung  von  7  Stellen.  Die  Rechnung 
lässt  sich  rolatir  zu  ihren  Daten  mit  geringer  Mohe  bis  zu  beliebiger 
Genauigkeit  führen.  Es  wäre  Verschwenduug  der  kostbaren  und  un- 
ersetzlichen Slossuugsresultato,  wenn  man  die  Messungsfehler  mit  den 
in  letzter  Stcllo  unvermeitilicheu  Rechuuugsfehlcrn  vermischen  nnd 
dadurch  die  Unsicherheit  vergrössem  wollte.  Mindestens  eine  Stelle 
mehr  zn  rechnen,  als  mau  genau  augeben  kann,  wird  sich  stets  em- 
pfehlen. Was  die  Empfehlung  der  vorliegenden  Tafeln  für  den  Schul- 
gebrauch betrifft,  so  scheint  dabei  wol  nur  au  solche  Schulen  gedacht 
zu  sein,  wo  noch  7Gtellige  eingeführt  sind,  was  doch  gewiss  auf  den 
wenigsten  der  Fall  sein  wird.  Zum  Erlernen  der  logarithmischon 
Rechnung  sind  5  Stellen  vollkommen  ausreichend.  Diese  Zahl  em- 
pfiehlt sich  durch  den  wesentlich  geringern  Gcsanmtumfang  der  Ta- 
feln. B. 


Arithmetik,  Algebra  und  reine  Änalysis. 

Einleitung  in  die  Lehre  von  den  Determinanten  und  ihrer  An- 
wendung auf  dem  Gebiete  der  niedern  Mathematik.  Zum  Gebrauch 
an  Gymnasien,  RcaUchulcu  u.  andern  hohem  Lehranstalten,  sowie 
zum  Selbstunterricht  bearbeitet  von  Dr.  Josef  Dickmanu,  Ober- 
lehrer am  Königl.  Gymnasium  zu  Essen.  Essen  1876.  G.  D.  Bae- 
deker.   88  S. 

Die  gegenwärtige  Bearbeitung  der  Doterminantenlohre  ßlr  den 
Schulgebraucb  zeigt  manche  eigentümliche  Seiten,  deren  Würdigung 
wol  eine  Frage  von  Interesse  sein  kann,  Sie  gehOrt  zu  denjenigen, 
welche  ihren  Ausgang  im  Spuciellcn  nehmen,  und  zwar  hat  sie  dies 
noch  censequenter  durehgeführt  als  die  audem,  hat  aber  den  Haupt- 
□achteil  der  Specialbetrachtnng  glücklich  vermieden.    Denn  diese  geht 
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hier  nicht  aus  einem  Anuehmou  an  gowobote  WeiseD  der  SdiGlcr 
hcn'or,  wodurch  so  häufige  ilus  Erlcriii>u  ucaor  Principieu  veroib^lt 
wird;  vieimcbr  ist  durchgängig  der  spccifischc  Charakter  der  Detcr- 
miiiatitonthcorie  gewahrt,  Dud  diu  spcciello  Doduction  rcpräscntirt 
sichtliub  dio  allgeineiiic.  Glcichnul  möchte  auch  bu  die  Wohl  der 
Metliodo  nicht  ganz  gcrecLt  fertigt  sein.  Die  AllgeuioingUltigkcit  des 
gpcciolt  crwicsenca  Satzes  wird  verstanden,  aber  die  der  Detormiiian- 
tentheorio  eigenen  weitgreifonüon ,  und  doch  so  einfachen  und  dorch- 
schaalichen  Scfalussweisen  kommeu  nicht  zum  Itownsstsein;  die  De- 
ductiou  führt  daran  vorbei,  und  wenn  sie  auch,  wie  es  teilweise  ge- 
schehen ist,  erwftliut  werden,  so  kOnnen  sie  nicht  so  zur  Boachtang 
gelangen,  als  wenn  das  allgennüne  Resnltat  direct  auf  kürzestbm  Wege 
durch  sie  gewonnen  würde.  Der  Verfasser  räumt  nun  ein,  dass  viel- 
leicht manche  Herleitungeu  noch  durch  einfachere  vertreten  werden 
können.  Hohen  wir  hierbei  nur  solche  im  Sinn,  die  sich  direct  auf 
Determinanten  nter  Ordnung  nnwetideu  lassen,  so  iit  wo)  vor  allen 
das  Thcoreta  der  Multiplicatiou  ein  Beispiel  der  Art,  wo  durch  Auf- 
lösung zweier  Gleichungssysteme  das  Produi't  der  Determinanten  ein- 
facher gefanden  wird,  als  es  hier  geschiebt.  Doch  auch  die  Addition 
gehört  dabin;  denu  obwol  nian  hier  mit  Aawendnng  der  Unterdeter- 
minanten sofort  zum  Ziele  gelaugt,  so  kanu  man  auch  ein  gleiches 
ohne  Reflexion  auf  dieselben  durch  ein  Sehln ssverfahren  erreichen, 
das  Für  sich  instrucliv  ist.  Wie  diese  Beispiele,  so  deutet  anch  manches 
andre  darauf  hin,  doss  es  dorn  Verfasser  überhaupt  wenig  nm  Ein- 
facbboit  zu  tun  war,  dass  ihn  vielmehr  vorgpfasste  Grundsätie  davon 
zurtlckhielten.  Di«  einfachen  Metiioden  sind  da,  und  brauchen  nur 
gewühlt  zu  werden;  warum  ?s  nicht  gescliieht,  ist  im  einzelnen  nicht 
,  zu  ersehen,  aber  auch  die  Tendenz,  aus  der  es  sich  erklärt,  erscheint 
ganz  uumotivirt  Der  Verfasser  beruft  sich  im  Vorwort  auf  die  Zu- 
stimmung aller  Schulmänner  darin,  dass  die  IJetorminantenlehrö  von 
den  Permutionea  unabhängig  zu  machen  sei.  Ob  er  irgend  ein  Urteil 
der  Art  aufzuweisen  hat,  möchte  bezweifelt  werden,  doch  liegt  wonig 
daran,  wenn  es  sicii  wie  hier  auf  nichts  gründet.  Welchen  Erfolg 
aber  hatte  die  Vermeidung  iler  Permntationen  für  die  gegenw&rtige 
Gestaltung  der  Doctriu?  Die  Definition  der  Detcnninanten  mnsste 
bloss  deshalb  nuvollstSndig  aufgestellt,  und  in  Betreff  der  Vorzeichen- 
hcatimmung  auf  später  verwiesen  werden,  wo  sie  hernach  dodi  durch 
Permntation  geschieht.  Uieraus  konnte  der  Verfasser  ersehen,  dass 
seine  Tendenz  gegen  die  Natur  der  Sache  gerichtet  war.  Die 
Permutation  ist  so  eng  mit  dem  Wesen  der  Determinanten  verknüpft, 
dass  mit  ihrer  Abtrennung  der  Aufl'assuug  ein  Bedenteudes  an  Deut- 
lichkeit entzogen  wird,  Anch  die  vom  Verfasser  erbobene  Frag«,  an 
welcher  Stelle  die  Determinante nl ehre  in  den  Schulcursus  einzufftgeu 
sei,  entscheidet  sich  in  Anbetracht  der  Verwandtschaft  des  Gegen- 
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standee  d&bin,  daas  sie  der  Luhro  von  dcD  CombiDationen  und  Per- 
mutationou,  wokhc  ihre  natürlicho  Vorbereitung  bildet,  unmittolbar 
zu  folgou  bat,  mit  dem  doppelaeitigoa  Gewinn,  dass  diese,  bisher  ein 
ziomlii'Ii  hctorogcncr  Lehrgegeustand  ohne  rocbt  orsichtlichon  Zweck, 
sich  dauu  erst  in  ihrer  Fruchtbarkeit  cuthüUt,  und  ihrerseits  die  zur 
Auffassung  der  Detcrmiiiant«nbildiuig  erforderliche  ordnende  An- 
schauung anbahnt.  Die  Antwort  des  Verfassers,  welcher  den  Auscbluss 
au  die  Lehre  von  den  Gleichungen  befürwortet,  erledigt  die  Frage 
nicht  Wie  nnd  in  welcher  Classe  sollen  dann  die  Gieicbungcn  ge- 
trieben werden,  damit  ein  Anschluss  möglich  ist?  Denn  dje'gewöhn- 
liehe  Methode,  von  der  abzugehen  noch  licin  Grund  vorliegt,  enthält 
nicht  das  mindeste,  was  auf  Detcnniuauteu  liindentete. 

Mit  Verwerfung  der  Pcrmntatioucn  bevorzugt  der  Verfasser  den 
Gebrauch  der  Untei-dcterminanten  in  dou  Herleitungen  der  Sätze. 
Also  wo  man  auch  im  ganzen  operiren  kann,  soll  man  lieber  zer- 
spalten! Das  heisst  doch  geradezu  den  Zweck  der  Determinanten  an- 
nulliren,  eine  Einrichtung  treffen  und  dafCkr  sorgen,  dass  sie  so  wenig 
als  möglich  zur  Geltung  komme. 

Einen  grossen  Teil  der  Schrift  nimmt  die  Behaudlnug  der  Glei- 
chungen der  4  niedrigsten  Grade  ein.  Er  steht  in  sehr  geringer  Ver- 
bindung mit  der  Determinantenlebre,  scheint  den  pädagogischen  Ge- 
sichtspunkt ganz  zu  vergessen  und  zeigt  mehr  den  Charaktt^^r  einiv 
gelehrten  Untersnchung.  Doch  auch  in  letzterer  Eigcuschaft  Usst  er 
Zweck  und  Ziel  der  vielen  formellen  Betrachtungen  sehr  im  dunkeln. 
Was  kann  uns   z.  B.  veranlassen,  die  2  Formen,  in  deuen   sich  die 

Auflösung  oiuer  quadratischen  Gleichung  nach  x  and  ~  darstellt,  un- 
ter eine  gemeinsame  zu  vereinigen?  Hat  es  irgend  einen  Sinn,  dass 
sio  hier  die  allgemeinere  genannt  wird? 

Den  SchlusE  bilden  Anwendungen  der  Determinanten  auf  die 
analytische  Geometrie  der  Ebene.  H. 


Partielle  DifTerentialgleichungen  nnd  deren  Anwendung  auf  phy- 
sikalische Fragen.  Vorlesungen  von  Bernhard  Riemann.  FUr 
den  Druck  bearbeitet  und  herausgegeben  von  Karl  Uattendorff. 
Mit  in  den  Text  eingedruckten  Hu Iz Stichen.  Zweite  Auflage.  Braun- 
sciiweig  1876.    Friedrich  Vieweg  u.  SoLu.    32K  S. 

ba  die  in  dieser  Schrift  dargelegte  Methode  von  Dirichlet  und 
Riemann  liinreichend  bekannt  ist,  i^n  wird  es  genagen  die  GegenatiLndo 
zu  nennen.  Über  welche  die  Vorlesungen  sich  erstrecken.  Nach  einem 
historischen  Ueberblick  Qber  die  durch  physikalische  Fragen  herror- 
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gernfeDen  Unteranchnngen  der  pEuticllon  Differentialgleichungen  werdea 
znOTBt  die  Principien  der  Theorie  der  bestimmten  Integrale,  dann  die 
Theorie  der  Fourior'achcu  Reihen  vorgetragGD.  Eb  folgen  dann  die 
Hanptsfttze  Aber  die  gowöbnlichen  lineEiren  Diffureutial gleich nngen  nnd 
die  UntcfBuchnng  der  linearen  partiellen  Difforentialglcichnng  2.  Ord- 
nung, beide  mit  einigen  Boispielen.  Angewandt  wird  die  Theorie  auf 
die  Wärmeleitung  in  homogenen  feston  Eörparn,  die  Schwingnngen 
claatiacber  Körper  und  die  Bewcgnng  der  Flüssigkeiten.  Die  erst« 
Frage  wird  gelöst  fflr  eine  .Anzahl  verschiedener  Grenzbcstimmnngen, 
erst  bei  linearer  Bewegung,  dann  nach  3  Dimensionen.  In  Betreff 
der  zweiten  wird  erst  die  LOsnng  für  eine  gespannte  Saite,  dann  die 
allgemeine  Theorie,  dann  die  Lösungen  für  einzelne  Grenzbestiramongen 
gegeben.  In  Betroff  der  dritten  sind  es  die  allgemeinen  Bcwcgangs- 
gleichnngen,  die  Fortpfianzang  der  Schwingungen  in  oinem  incompres- 
sibeln  Medium  und  die  Bewegung  eines  festen  Körpers  in  einer  un- 
begrenzten incompressibelu  Flflssigkeit,  insbesondere  die  einor  Kugel. 

H. 


Theorie  der  Abel'schen  Functionen  vom  Geschlecht  3.  Von  Dr. 
Heinrich  Weber,  Professor  an  der  Universität  zu  Königsberg. 
Berlin  1876.    Georg  Reimer.    4*.    184  S. 

Diese  gekrönte  Preisscbrift  behandelt  ein  abgegrenztes  Gebiet 
aus  der  Theorie  der  Abel'schen  Fnnctioncn  vom  Geschlecht  3.  Sie 
beginnt  mit  der  Untersuchnng  der  Bedingungen  sechsfach  periodischer 
Functionen,  indem  sie  die  6  gleichzeitigen  Perioden  der  3  Argamente 
auf  3  gleichzeitige  und  eine  gemeinsame  Periode  rcducirt,  ftkbrt  dann 
die  9  Functionen  von  3  Argumenten  ein  und  untersucht  besonders 
aasfahrlich  die  Groppiruugen  der  Charackteristiken.  Der  2te  Ab- 
schnitt handelt  von  den  algebrüschen  Functionen  vom  Geschlecht  3 
und  ihren  Integralen,  der  3te  von  den  Abel'schen  Fnnctionen,  der 
letzte  entbtLlt  die  Lösungen  der  2  Fundamentalproblome,  des  Kemann- 
schen  Problems  und  dos  Jacobi'schen  Umkohrprobloms.  Abgesondert 
ans  dem  Zusammenhange  würden  einzelne  Mitteilungen  aus  dem  reichen 
Inhalt  zu  schwierig  und  unzureichend  sein.  H. 


Geometrie. 

Elemente  der  darstellenden  Geometrie  der  ebenen  und  rftumlicben 
Gebilde.  Znnjiclist  für  Realschulen,  Von  Josef  Stroissler,  Pro- 
fessor an  der  Staats-Oberrealschnle  and  Privat-Docont  an  der  k.  k. 
Universität  in  Graz.  Mit  324  Figuren  und  8  Tafeln.  BrUnn  1676. 
Carl  Winiker.    276  S. 
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Litlirarücher  Btrichl  CCXXXV.  34 

Das  vorliegende  Lehrbach  bewahrt  mehr  den  cxact  theoretischen 
Charakter  als  es  wol  Boust  bei  rein  teckmschcm  Zwecke  der  Fall  zu 
soiu  pflegt.  Eiucfitcila  sind  die  Begriffe  and  Ausdrucke  den  wissen- 
schaftlichen adäquat,  audcrntAils  werden  die  theoretischen  Kcnntniese 
in  ziemlich  grossem  Umfang  in  Anspruch  genommen  nnd  vorausge- 
setzt, so  dass  sich  die  Bestimmung  kund  gieht,  die  darsteUende 
Gcometrio  auf  doo  vollendeten  allgemein  theoretischen  Cnrsns  der 
Geometrie  folgen  zu  lassen,  den  sie  nur  nach  der  anaachlicBBlich  con- 
stnictiven  Seite  bin  weiter  entwickelt  Auf  einem  solchen  Standpunkt, 
wie  er  hier  erreicht  sein  musa,  stellt  man  indes  auch  Forderungen 
an  den  Lehrgang,  in  Bezug  anf  systematische  Behandlung,  regelrechten 
Fortschritt,  sichtliche  Zielpunkte  und  vollstAndige  Auskunft  aber  alle 
notwendigen  Fragen.  Hieran  lässt  es  das  Lehrbuch  namentlich  im 
Anfang,  d.  i.  in  dorn  vorbereitfinden  Abschnitt  Ober  graphische  Ope- 
rationen in  der  Ebene,  sehr  fehlen.  Es  findet  sich  kein  Wort  davon, 
was  erlernt  werden  soll,  welche  technische  Mittel  zu  Gebote  stehen, 
und  statt  jeder  Auskunft  über  das  Verfahren  nur  die  kurze  Angabe 
dessen,  was  das  Verlangte  nach  bekannten  Sätzen  der  Geometrie  sein 
muss.  Wie  mau  im  allgemeinen  eine  Curve  zeichnet,  ist  nirgends 
gesagt;  dennoch  wird  die  Construction  der  Evolute  als  Mittel  zur 
Auffindung  des  Beruh rungspankta  einer  Tangente  aufgestellt.  Aller- 
dings kann  man  dies  in  verschiedenem  Sinne  rechtfertigen;  nur  sollte 
Über  den  Sinn  kein  Zweifel  sein.  Bei  den  räumlichen  Gebilden  liegt 
die  Aufgabe  der  Darstellung  von  selbst  weit  deutlicher  vor.  IliiT 
sollte  man  meinen,  könnte  man  nicht  in  Zweifel  sein,  welche  Fragen 
von  vorn  herein  zu  beantwortet  waren.  Dennoch  sucht  man  vorgeb- 
lich nach  den  elementarsten  Dingen,  z.  B.  wie  die  2  Projoctionen 
einer  Figur  in  der  Zeichnung  zu  einander  liegen  sollen,  lieber  sehr 
ausführlichen  stercomctrischen  Betrachtungen  wird  ganz  vergessen, 
was  geschehen  soll.  Die  behandelten  Gogenatändc  sind  die  Ortho- 
gonal projoction  der  Raumgebilde  auf  einer,  dann  auf  2  Ebenen,  Orts- 
veränderuiig  der  Raumgebilde,  Aufgaben  über  die  gegenseitigen  Be- 
ziehungen zwischen  Punkten,  Goraden  und  Ebonou,  ProjuctioncQ 
begrenzter  Ebenen  und  ihre  Merkmale,  StrablenfliLcheu,  die  Prismen- 
flache,  regelmüBsige  Flächen,  die  Kegel-  und  Cylinderfläcbc ,  wind- 
schiefe Flächen,  Rotationsflächen,  Schattcnconstructionen,  perspectivi- 
Darstellnng.  U. 


ABtroDomie  und  Meteorolog;ie. 

Der  Einfluss  der  Himmelskörper  anf  Wittcrungs Verhältnisse. 
Vortrag  gehalten  zu  Nürnberg  nnd  München  von  Dr.  Siegmnnd 
Günther.    Nürnberg  1876.    Hermann  Ballhom.    42  S. 
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35  LitttraTÜdier  Bericht  CCXXXV. 

Der  Verfasser  hat  sichtlich  Fleisa  daraof  verwandt  recht  voU- 
ständig  nnd  übersicbtiich  die  Resultate  /usammeuzastellcii  nnd  vor- 
zuführen, welche  auf  Entscheidung  über  die  bezeicliuotcn  Fragen  ge- 
richtet siud.  Er  teilt  sich  das  Feld  im  voraus  Dach  dcu  Möglichkeiten 
ein,  and  zeigt,  dass  in  der  Tat  kein  denkbarer  Causalncxas  existirt, 
der  nicht  schon  namhafte  Nachforschnnguu  erfahren  hätte.  Natürlich 
waren  hier  mehr  negative  ak  positive  Ergebuissc  zu  berichten.  Zu 
eigouer  beifrUndcter  Kritik  war  kein  Raum,  es  idubsIc  gcufigeu  die 
Kritik  der  snccessiv  Grneuerten  Untersuchung  zur  Geltung  zu  bringen, 
und  sich  dieser  gemäss  kurz  zu  erklären.  Dein  Vortrag  angehängt 
ist  der  Nachweis  der  Litteratur  nebst  reicbhaltigeu  Notizen  über  die- 
selbe. H. 
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Id  meinem  Vwlage  ist  soeben  erechienen  und  darcb  alle  Bncb- 
handlnngen  zu  beziehen: 

Die 

Bachistabeiireclinuiiii:. 

Eine  Entwicklang  der  Gesetze  der  (rrandrechnungBartea  rein  ans  den 
Begriffen  der  ZabI  und  des  Zableus  als  Gnindlage  für  den  Unterricbt 

Dr.  Ferd.  Roaenberger. 

Preis:  Mk.  2. 

Jena,  Uai  1876.  Hersasn  Bafft. 


Pstvnt-Zlrkcl  zam  Zieben  kleiner  Kreise.  Neue,  höcbst  prak- 
tische Erfindung.  Illustrlrter  Prospekt  wird  gratis  and  ^anco 
versandt  von 

HeFUkMHH  B^rahard,  Leipzig, 

C,  A.  Koch's  Vcrlagsbncbhandlnng  in  Leipzig. 

(Zn  bMklifo  durch  alle  Buchhandlung«»,} 

Der  * 

Nebelbilder- Apparat, 

üoino  Handbabnng  nnd  die  Anfertigung 

traR8|»mter  Glasbilder 

vou  W.  Bahr. 

Mit  2  Tafeln  Abbildungen.    Eleg.  geb.    Preis  1  Mk.  60  Pf. 

Billigst«  Bezugsquelle  für  diese  Apparate  nnd  Bilder.  —  Preis- 
conrant  gratU  und  frnnno. 
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'  stmirt  uach  Angabe  von  Prof  Dr.  A, 
Brill  in  Manchen. 

Preis   2  Mark. 

Ganze  Serie 

11  Mark;  femer  3  Arten  Stetlve  zam  Aufstecken  resp.  Aufstellen 

'-  Modelle. 


H  jperbolisches  Paraboloid. 


lUustrirte  Protpeele  gratU  durch  jede  Buchjiandlung  au  beziehen. 


^t,  Google 
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XIX.     Miacellen. 

I.  Ein   Beitrtig    lur    mechanischen    Quadratur.      Von    Li- 

*  Bowiki 3» 

9.  Note  Ober  lineare  Di ffetentliil- Gleichungen.     Von  Sinoa 
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J.   A.   Graaert, 
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Jahrbuch 
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Fortschritte  der  Mathematik 
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.  Carl  Obrtnuuin,  Felix  ■aller,  Albert  Wao^ffrii. 


JahTg:snKl87  1. 
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Flächentheorie. 
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Dr.  R.  Hoppe, 

P.»lM<uiF  u  d>r  UniittiiUt  Botlio. 

gr.  8.    Geh.    Preis  1  Mk.  80  Pf. 

Tafeln 

dreissigstelligen  logarithmischen 
Rechnung, 

Berechnet 
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Dr.    B.    Hoppe, 
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Ijeipzig.  C.  A.  Koch's  Torlagsbuchhandlung. 
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ateat-Zlrkel  znm  Ziehen  kleiner  Kreise.  Neue,  hScbst  prali- 
Itiscbe  Erfindung.  Illnitiirter  Prospekt  wird  gratis  nnd  ffanco 
versandt  von 

HemiBiiii  BembKrd,  Leipiiiir. 
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Zakradnit:»Tltone  der  Kardioid: 


XX. 
Theorie  der  Kardiolde. 


JT.  Zahraiinik. 


1.    Die  Eardioido*)  ist  eine  Epicykloide,  deren  Erzeugnogskreis 
denselben  Halbmoaser  hat  wie  der  feste  Kreis.    Ihre  Gleichong  ist: 

Aus  dieser  Gleicbnng  erhellt,  dass  der  Anfangspunkt  der  Coordinnten 
und  die  imaginären  Krcispnnkte  Doppolpunkte  (n.  z.  Spitzen)  der 
KardJoide  sind-,  demnach  besitzt  die  Kardiolde  die  Maximalzabi  der 
Doppelpunkte,  welche  überhaupt  einii  Curve  vierter  Ordnung  haben 
kann  ohne  in  Curvcu  niederer  Ordnung  zu  zerfallen,  ist  somit  vom 
Geschlecht  Null ,  d.  h.  die  Coordinal^n  eines-  beliebigen  Punktes  der 
Curve  lassen  sich  als  algebraische  rationale  gebrochene  Functionen 
eines  Parameters  von  demselben  Neuner  darstellen.  Ale  solcher  Para- 
meter ergibt  sich  der  Halbmesser  eines  Kreises,  der  die  Rückkehr- 
tangentc  der  Kardiolde  in  ihrem  reellen  Räckkchrp unkte  berührt**). 
Jeder  Kreis  schneidet  die  Kardiolde  in  acht  Punkten,  hat  aber  die 
imaginären  Kreispuukte  mit  derselben  gemeinschaftlich,  was  für  vier 
Burchschnittspunkto  zihlt,  fcrucr  geht  er  durch  den  reellen  Kückkehr- 
pnnkt  der  Cardioidc  and  berührt  die  Rilckkohrtai^nte  in  diesem 
Punkte,  was  ftkr  drei  Dnrchschnittapunktc  zählt,  zusammen  sieben, 
somit  erübrigt  bloss  ein  Snrchschnittspunkt,  dessen  Lage  von  der 
Grösse  des  Halbmessers  des  Kreises  eindeutig  abbatet 

*)  Erschien  in  Weyr's  „Archir  mathemRliky  a  flaikj."  Bd.  I.  Frag  187S. 

•")  Di«ii>n  Parameter  wenilele  luerat  Dr,  Em.  Wejr  an  in  aeioer  Abhand< 
Inng  „LcmnisrutB  in  rationaler  Behandlnng."  K.  bfthin.  Gcsellscb.  d.  WllMn- 
achsften.      Prag    1873. 

T<U  LU.  SS 
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Die  Gleicbnng  des  besagten  Kreises  lautet 

:r»+j,»  =  2,^  (2) 

WO  o  dessen  Halbmesser  bedeutet 

Führen  wir  für  a:'+y*  den  Wert  in  die  Gleichung  (1)  ein,  so 
erhalten  wir  nach  Unterdrückung  des  gemeinschaftlichen  Factors  y 


Führen  wir  nun  diesen  Wert  für  ^  iu  die  Gleichung  (2),  so  erhalten 
wir  nach  Untcrdrückui^  des  gemeinschaftlichen  Factors  a 


ft-H^*      Jf 


worans 

'  (»-  +  »■)'  "*' 

und  mit  Rücksicht  auf  01.  (3)  ergibt  sich 

Biese  Gleichungen  nehmen  eine  einfachere  Form  an,  wenn  wir 


(6) 


r  erbalten  so 

■  4a(l-w») 


als  die  verlangte  Gleichung  der  Kardioide. 

Dnrchscbnittspnnkte  einer  Geraden  mit  der  Kardioide. 
2.    Die  Parameter  der  Durchgchnittepunkte  einer  Geraden 

mx-\-ny-\-l  —  0 

mit  der  Kardioide  erhalten  wir,  wenn  wir  für  x  nnd.y  die  Werte  aoa 
Gl.  (7)  in  die  Gleichang  der  Geraden  einfahren,  ata  Wurzeln  nach- 
stehender biquadratischen  Glcichnngi 

it*+(2  — 4ai»)u'+8o«w+(l+4om)  —  0.  (8) 
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Zwei  der  Dnrchscbuittspnnkte  bestimmen  die  Lage  der  Geraden, 
es  mOBsen  demnach  zwischen  den  Parametern  der  Schnittpunkte  zwei 
Kelationen  stattfinden,  and  diese  ergeben  sich  aus  Gl.  (8).    Sie  sind 


(«).+(«)4  ■■ 


(9) 
wo  (tt)i  Combinationen  der  Parameter  der  Schuittpankte  fcter  Classe 


Für  u,  —  U4  =  u  geht  die  Secante  in  eine  Tangente  über  and 
die  Gleichungen  (9)  nehmen  dann  nachstehende  Form  an: 

«■  +  "«=-2» 
»1%  =  3, 

Diese  Gleichungen  können  wir  dnrch  nachstehende  quadratische  Glei- 
chung ersetzen: 

t>+2trf  +  3-.0  (10) 

deren  Wurzeln  die  Parameter  uj  und  U}  sind. 

Die  Gleichung  (10)  besagt  uns,  dass  die  Tangente  in  einem  be- 
liebigen Punkte  der  Eardioide  dieselbe  in  weitereu  zwei  Punkten 
schneidet;  dieselben  sind  entweder  reell  oder  imaginär,  je  uacbdeni 

«5V3 
'oder  mit  ROcksicht  auf  Gl.  (fi),  je  nachdem 
>    « 

ist.  Di^enigen  Punkte,  welche  den  Parametern  M=:  +  y'3  ent- 
sprechen, sind  Grouitpunkte  uud  sind  bestinimt  durch  den  Halbmesser 

o  --  J:  ~T^;  sie  sind  Berührungspunkte  der  Doppeltangent«,  was  wir 

spater  nachweisen  werden. 

Die  Parameter  der  unendlich  fernen  Fnnkte  der  Kardioide  er- 
geben sich  aus  der  OL  (7),  wenn  wir 

setzen;  wir  bekommen  so 

u  =  ±,- 

zweimal,  d.  i.  die  unendlich  fernen  Punkte  der  Kardioide  sind  ima- 
ginär und  wir  kOnneu  leicht  erweisen,  dass  sie  mit  den  unendlich 
fernen  Kreispunkten  zusammenfallen. 
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AUB  Gl.  (7)  folgt 

Für  u  =  + 1  geht  diese  Oleichnug  aber  in 

!-±'. 

was  za  erweisen  war. 

Seenöte  und  Ttm^ente. 

3.    Die  Gleicbnng  der  Secaute  als  der  VerbindungBlioie  zweier 
Paukte  Uju,  der  Eardioide  ist: 


4a(l-V) 


■(!+«.')' 


Sau, 
(14-«,*)* 

(1+^*)'» 


Nacb    karzcr  Umformung   geht   dieec  Determinante   Aber,   mit 
Beseitigang  dea  gemeinschaftlichen  Factors  (uj — uj)  in: 


I    1~V        2»,  (l+V)*  =0.    (11) 

|-(u,+u,)      2      ,^«+tt,X+«,V+"i'+2(",+«»)l 

For  u,  —  U(  ^  u  geht  die  Secaute  in   eine  Tangente  ttber  nnd  wir 

erbalten  so  ans  Ol.  (11) 

\      X  y  4«        I 

(     — M  1       2i.»-f2u| 

Uultipliciren  wir  die  dritte  Zeile  dieser  Determinante  mit  2«  nnd 
Bubtrahircu  dann  dieselbe  von  der  zweiten  Zeile,  so  erbalten  wir     . 


1+«»     0      (1+«»K1~3"*)   =0. 

I    -u        1  2«(l+t.»)       I 

Bier  können  wir  mit  dem  Factor  (l-|-u*)  kürzen  and  wir  erhalten 
so  die  gesuchte  Gleichung  der  Tangente: 

(l-3ti*)ir  +  u{S-»»)y  =  4o.  (12) 

Diese  Gleichung   ist  in  Bezng  mf  u  vom  dritten  Grade  d.  b.  ans 
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einem  beliebigen  Fankte  (xy)  kann  man  znr  Eardioide  drei  Tangenten 
legen,  und  die  Parameter  der  BorOhrnngsponkto  sind  dir  Wnrzcla 
der  Gl.  (12)  in  Bezug  anf  u.  Die  Zahl  der  Tangenten  von  einem 
Funkt«  gibt  uns  die  ClaBso  der  Cnrve;  die  Kardioide  ist  somit 
eine  Curve  vierter  Ordnung  und  dritter  ClaBse. 

Die  Richtnngsconatante  der  Tangente  i«t  nach  Gl.  (12) 
Die  Tai^ente  ist  znr  .X-Axe  parallel,  wenn 

"-±75 

ist,  stobt  soukreubt  zu  dieser  Axe  in  den  Funkten,  deren  Parameter 

u  =  0,   »  — ±y3 

sind,  and  da  die  Gleichnis  der  Tangente  für  beide  letzten  Werte 
sieb  nicht  ändert,  nämlich 


so  ist  ersichtlich,  dass  diese  zwei  Tangenten  in  eine  zusammenfallen, 
nämlich  in  eine  Doppeltangente,  wie  wir  schon  im  Art  2.  erwähnt 
haben. 

Anjinptoteii. 

4.  Die  Asymptote  ist  eine  Tangente  im  unendlich  fernen  Punkte 
der  Curve;  wir  erhalten  demnach  die  Gleichungen  der  Asymptoten 
der  Eardioide,  wenn  wir  in  die  Gleichung  der  Tangente  die  Piuameter 
der  unendlich  fernen  Punkte  einführen.    Ans  den  Gl.  (7)  folgt 

als  Parameter  der  unendlich  fernen  Funkte,  und  zwar  jeder  dieser 
Werte  zweimal.  Fuhren  wir  nun  diese  Werte  in  die  Ql.  (12)  ein, 
so  erhalten  wir 


als  Gleichungen  der  Asymptoten.  Dieselben  sind  imaginär,  aber 
schneiden  sich  in  einem  reellen  Punkte  auf  der  X-Axe  in  der  Ent- 
fernung a  vom  Anfangspunkte  der  Coordinaten,  d.  h.  im  Mittelpunkt« 
des  Grundkreises. 
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Norm&le. 

5.  Die  Gleichung  der  Normalo  im  Pntkkto  u  ist; 

8a«       _  >*(3— «^  r         4«fl  — M*)1 

ä'  {i+«v^  1-3»«  r    (i+«')'J 

oder  nach  einf^-  kleinen  Redaction: 

Diese  Glcichang  können  wir  mit  dem  gemciuscbaftlichen  Factor 
{l-|-u'),  welcher  von  den  imaginären  Kreispnnkten  hcrrahrt,  teilen, 
und  80  erhalten  wir  als  Gleichung  der  Normale: 

(l-3»')j  — u(3— »»)a:+4a»  =  0.  (13) 

Diese  Gleichung  ist  in  Bezug  auf  u  vom  dritten  Grade,  woraus  er- 
hellt, dasa  man  aus  einem  beliehigen  Punkte  (z,  g)  der  Ebene  der 
Kardioide  an  dieselbe  drei  Normalen  filllen  kann,  und  deren  Fnss- 
punkto  oFgohen  sich  als  Wurzeln  der  Gleichung  (13)  in  Bezug  auf  u. 

InToIutio  Dskegelschnltt . 

6.  Die  Tangente  T  im  Punkte  u-  der  Kardioide  schneidet  die- 
selbe in  ferneren  zwei  Punkten  u„  u,;  die  Tangenten  dieser  Punkte 
T,  und  7j  nenuen  wir  zwei  coigugirtc  Tangeuten. 

FQr  dieselben  können  wir  sogleich  nachstehende  Sätze  erwähnen, 
welche  eich  leicht  beweisen  lassen*). 

Conjngirte  Tangenten  der  Kardioide  bilden  eine 
quadratische  -Involution. 

Jedes  Paar  conjugirter  Tangenten  bestimmt  auf  der 
Doppeltangente  zwei  Punkte,  welche  die  fierührungs- 
pnnkte  der  Doppeltangente  harmonisch   teilen. 

Bewegt  sich  die  Tangente  T  auf  der  Kardioide,  so  ändert  der  Punkt 
(T,T,)  seine  Lage  und  beschreibt  einen  Kegelschnitt,  den  Weyr- 
schen  Involutionskegelschnitt.  Die  Gleichung  derselben  kdnuen 
wir  leicht  ableiten.  Die  Goordinaton  des  Punktes  (7^  T^)  seien  x,  y; 
dann  sind  die  Parameter  der  Berührungspunkte  der  aus  dem  Punkte 
(TjTf)  zur  Kardioide  gelegten  Tangenten  gegeben  durch  die  Glei- 
chung (Art.  3.) 

„.+??„._3„+*^-?_0. 


*)  Oranert  „Archiv  flkr  Malh.  und  Fhjs."  Bd.  i».  pg.  30. 
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ZwiBchcD  den  Wurzeln  and  Coefficientcn  dieser  Gloicbnng  bestehrn 
aber  nachstehoode  Relationen: 

(»)i  —  —  3  —  u,(o,  +  u,)+u,«, 

,   ,  ia—x 

<»)s ^  — »I«!«» 

Nna  ist  aber  (Art  2.) 

Uj-j~«j  ^ — 2t» 
«t«,  =  3. 
Fahren  wir  diese  Wert«  in  die  obige  Gleichung,  so  erhalten  wir; 

3^ ^, 

Eliminiren  wir  ans  diesen  Gloichnngen  u  and  ug,  so  erhalten  wir; 

5«^— 22ax— 27y»+8a»  —  0 

als  den  verlangten  Ort  des  Punktes  (r^  r,),  Lftmlicb  eine  Hyperbel. 
Ihre  Gleichnis  vereinfacht  sich,  wenn  wir  den  Mittelpunkt  der 
Hyperbel  zum  Anfangapankle  der  Coordinatra  wählen,  wir  erhalten  so 


(r.)'-(#" 


Der  Involutionskogelschnitt  bei  der  Kardioidc  ist  eine  Hyperbel, 
welche  durch  die  Berührangapunkte  der  Doppel tangente  hindurchgeht. 


Knhisehe  IiiTolation. 

7.  Unter  einer  jeden  Richtnng  können  wir  drei  parallele  Tan- 
genten zur  Kardioide  ziehen.  Diese  Tangenten  schneiden  die  Doppel- 
tangente der  Kardioide  in  einem  vertauschiähigen  Puukttripcl,  denn 
mit  einem  solchen  der  drei  Pnnkte  eiud  die  übrigen  zwei  eindeutig 
bestimmt.  Diese  Punkttripel  bilden  auf  der  Doppeltaogente  eine 
kubische  Involution. 

Ein  jedes  solches  Punkttripel  By,  fij,  £,  besitzt  die  Eigenschaft, 
dasB  der  mittlere  Punkt  B,  die  Eatfemnag  der  beiden  anderen  Punkte 
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B-i,  Bi  iu  der  Weise  teilt  dasa  sich  die  EntfcrnnDgcn  B^B^^  B^B, 
vom  Mittelpunkte  der  Grundkreiee  Duter  eJucm  Wiokel  voa  60  Gnden 
projiciien  *). 

Es  ist  nlUnlich  die  RichtnngBnOQBtaDte  der  Tangente: 

1  —  5»» 

Richten  wir  diese  Gleichong  nach  den  Potenzen  von  u  ein,  bo  er- 
halten wir: 

"■+!"'-»»-i='>  . 

Die  Wurzeln  dicaer  Gleichung  %,  u,,  u^  sind  Parameter  der  Bcrflli- 
ruiigspunkte  der  Tangenten,  welche  wir  unter  einem  Winkel,  dessen 
Tangente  gleich  iL  iet,  znr  Kardioiile  gezogen  haben.  Die  Tangenten 
sind  demnach  auch  Involutorisch ,  denn  mit  dem  einen  BcrOhrangE- 
pnnkte  u  sind  vermöge  der  obigen  Gleichung  auch  die  Übrigen  zwei 
Berflhrungspunkte  der  zu  1^  parallelen  Tangenten  gegeben.  Die 
Relationen,  welche  zwiscb#  den  Parametern  solclier  drei  Bcrtthrnngs- 
pnnkto  bestehen,  ergeben  sich  unmittelbar  aus  der  obigen  Gleichung, 
sie  sind 

(«),+3(«)j=0 
(«),--3 

Lösen  wir  diese  Gleichui^en  nach  (U]-|-U|)  nnd  v^tt^  auf,  so  er- 
halten wir: 


«»— 3 


ans  welchen  wir  die  Gteichnng 


ableiten  können.    Dieser  Gleichungen  bedürfen  wir  zum  Nachweise 
obengenannten  Satzes. 

Die  Tangente  im  Paukte  u  der  Eardioide  schneidet  die  Doppel- 
tangcnte  im  Punkte  B.    Verbinden  wir  diesen  Paukt  mit  dem  HJttel- 


*)  Siehe  Dr.  Em.  Wcjr:  Gnindifigo  uner  Tbeorie  der  cubischon  IhtoIq- 
tionen,  Abh*ndlangen  d.  k.  behm.  Qetellich.  d.  WiEsenscb.  Frag  IB74,  sowie 
denen  „Ueber  metriicb«  Winkel») itiionea  d«r  Cantioide"  Siteb.  d.  k.  böbm. 
G«tel)trh.  d.  Wiiientcb.   Frftg. 
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pnokte  des  Graudkreiscs  C,  so  ist  die  Tangente  des  Winkels,  dea 
die  Gerade  BC  mit  der  AbscisseLaxß  bildet,  gleich  — u,  wie  man 
sieb  leicht  durch  Rechnung  ILberzeugen  kaau.  £ino  zor  T^  parallele 
Tangente  buatimmt  auf  der  Doppeltangente  den  Punkt  Bt,  und  die 
Taugentc  der  Geraden  B^C  mit  der  X-kxi  ist  gleich  — »,;  ähnlich 
ist  die  Tangente  der  B^C  mit  der  ^-Ase  gleich  — u^.  Bezeichnen 
wir  nun  den  Winkel  BgCB^  =■  8,  90  ist 

Fahren  wir  die  Werte  für  u, — u,  und  uiu,  in  diese  Gleichong  ein, 
so  erhalten  wir: 

tga  =  V3    . 

daher 

Ä  =  60". 

EbeoBO  können  wir  dartnn,  dasB  der  Winkel  B^CB^  =  60",  (oder 
dem  Snpplementarwinkcl  ISU"),  woraus  anch  dasselbe  Süt  den  Winkel 
B,GB3  folgt,  womit  der  erwähnte  Satz  als  bewiesen  erscheint. 

Erolnte. 

8.  Die  Anzahl  der  Normalen,  die  wir  von  einem  Punkte  auf 
die  Cnrve  fiülen  kOnncn,  bestimmt  die  Clasae  ihrer  Evolato,  somit 
ist  die  Enveloppe  der  Normalen  bei  der  Eaidioido  d.  i.  ihre  Evolute 
der  drittes  Classe. 

Die  Normale  N  schneidet  die  benachbarte  Kormale  N'  in  einem 
Pnnkte  der  Evolute;  ist  nun  die  Gleichung  der  Normalen  (13) 

(1  — 3«»)j  — (3— «»)i«+4a«=  0 

so  ist  die  Gleichnng  der  benachbarten  Normalen 

6»y  +  (3 — 3»»)  ic  —  4<i  —  0.  (14) 

Lösen  wir  nun  diese  zwei  Gleichungen  nach  *  nnd  y  auf,  so  erhatten 
wir  die  Coordinaten  des  Schnittpunktes 

_4o(l  +  3u') 

'-  3(1+..»)»  (16) 

*'-3(l  +  »V 

als  Gleichungen  eines  veränderlichem  Punktes  der  Evolnte  der  Kar- 
dioide,  somit  die  Gleichung  der  Evolute  selbst 

Wir  erbalten  ihre  Gleichung  in  dor  Form  von  /'(a;,y)=-0,  wenn 
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wir  ans  don  Gleichungen  (13)  und  (14)  oder  ans  den  Gloichnngon  (15) 
den  verAnderlichen  Parameter  u  elimiuireu.  Za  diesem  Behafe  ordnen 
wir  die  Gleichungen  (13)  and  (14)  nach  den  Potenzen  von  u,  nnd  wir 
erbalten  so 

X»»— 3y»*+(4«— 3K)w+y  -  0  (16) 

3m»*— 6yi.+(4o— 3!i;)  =  0  (17) 

Hnltipliciren  wir  die  erste  Gleichnng  mit  drei  nnd  die  zweite  mit  u, 
so  erhalten  wir  durch  Sabtrartion 

— 3|«»+2(4a— ar)ii  +  8y  =  0  (18) 

eine  Gleichung,  wache  nfts  die  erste  der  zwei  Gleichnngen  voHständig 
ersetzt.  EUmioiren  wir  nnn  ans  Gl.  (17)  und  (lä)  den  Paramet4'r  u, 
so  erbalten  wir    i 


3a            — 6y  4o— 3a;             0 

0               Sit  — 6y  4ffl  — 3 

— 3y  2(4o-3*)  3y                 0 

0             —3t  2(4a— 3«)          3y 


-0. 


Nach  einfacher  Umformnng  geht  dicac  Determinante  aber  in: 

I  2rt  —3         4a— 3*1 

(4a— 3«)x— 3y*  2a  0  =0 

I  0  4a— hx  3s*      I 

oder  anfgeUst: 

12flV  +  (a:[4a  — ar]  — 3y»)([4a— 3ir]»-fV)=0. 

Diese  Gleichnng  der  Evolute  kOnneo  wir  vereinfachen,  wenn  wir  den 
Anfangspunkt  der  Coordinaten  in  den  Doppelpunkt  der  Evolute  ver- 
l^en,  durch  parallele  Verschiebnng  der  F-Axe.  Dies  geschiebt,  wenn 
wir  setzen 

ia—&t "  31 

und  diesen  Wert  in  die  obige  Gleichnng  einfahren;  wir  erbalten  so 

(19) 

VcTgloicben  wir  diese  Gleichnng  mit  der  Gleichung  der  Kardioidc, 
so  erkennen  wir,  dass  die  Evolute  der  Eardioide  wieder  eine  Kar- 
dioide  ist,  fOr  welche  der  Radius  des  Grundkrcises  ein  Drittel  so 
gross  ist,  wie  bei  der  gegebenen  Eardioide. 
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DupehseliDltte  eines  Krebea  mit  der  Kwdiotde. 
Die  allgemeine  Gleicbnng  deB  Kreises  lautet; 

wo 

m«  =  p*  +  g^-A 

Die  Parameter  der  Schnittpunkte  crbalten  wir,  wono  wir  die  Wert« 
für  X  und  y  aus  6t.  (7)  in  die  Gleichung  dos  Kreises  oinfOhren. 
Ordnen  wir  das  Resultat  der  Suhstiintion  nach  den  Poteazon  von  u, 


mV+(2n.»+8apjB»  — 16flfftt+(16a»  — 8<iy+m»)  =0.      (20) 

Jeder  Punkt  schneidet  die  Kardioide  ausser  in  den  imaginären  Kreis- 
punkten  in  ferneren  vier  Punkten,  deren  Parameter  die  WnrzeJn  der 
Gleichung  (20)  sind.  Aber  schon  drei  Punkt»  bestimmen  die  Lage 
des  Kreises,  somit  muss  zwischen  den  Parametern  der  vier  Schnitt- 
punkte eine  Relation  stattfinden,  welche  uns  angiht,  wann  vier  Punkte 
der  Kardioide  auf  einem  Kreise  lirgcn.  Dieselbe  erbellt  schon  ans 
der  Gleichang  (20),  n&mlicb 

(»)j  =  «,+«.+»3+«*  -  0.  (21) 

Es  ist  dieselbe  Bedingnngsgleichnug,  anf  welche  wir  bei  der  Cissoido*} 
gekommen  sind,  es  gelten  demnadii  jene  Sätze,  diu  wir  unmittelbar 
ans  dii-ser  Gleidiungfar  die  Cissoide  entwickelt  haben,  auch  for  die 
Kardioide,  z.  B. 

Schneiden  wir  dH  Kardioide  mit  einem  Kreise  in  den 
Punkten  u,,  14,  uj,  u«,  und  durch  die  Punktepaare  %,  U| 
und  ug,  u^  logen  wir  zwei  andere  Kreise,  welche  die  Kar- 
dioide in  den  Punkten  t^,  »^  rosp.  vi,  v,  schneiden,  so 
liegen  diese  nencn  vier  Schnittpunkte  e,,  o,,  «3,  t>t  auf 
einem  Kreise. 

K  rfl  mm  n  n  ^kr  eis. 

10.  Wenn  drei  der  Schnittpunkte  zusammenfallen,  das  ist 
«1  =  »s  ~°  "t  =  u ,  gebt  der  Kreis  durch  drei  benachbarte  Punkte 
hindurch,  wird  zum  KrQmmnngskreise.  lu  diesem  Falle  geht  die 
Gleichung  (21)  ober  in 

u,  +  3«  =  0.  (22) 

Vermittelst  dieser  Gleichung  kOniicn  wir  den  ErQmmnngshalbmcBser 
in  einem  beliebigen  Punkte  der  Kardioide  coitstmiren.     Nach  der 


■J  Siehe  Arrh  V  fflr  Miith.   und  Flivr.   ^6.  B^l.  pg.  144. 
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Glcichuag  (6}  ist  u  =  -.  wo  u  den  HalbmeBser  dos  dorn  Punkte  k 
entsprechenden  EreisoB  bezeichnet.  Ftthren  vir  den  Wert  fbr  •>  in 
die  Gloichang  (22)  ein,  ao  erhalten  wir 


Wir  verbiDden  somit  den  Pankt  u  mit  dem  Anfuigapnnkt  der  Goor- 
dinaten  O,  nnd  errichten  in  der  Hitte  B  der  Verbindungslinie  uO 
eine  Senkredite,  welche  die  F-Axe  im  Mittelpunkte  S  des  dem  Punkte 
u  entsprechenden  Kreises  schneidet,  demnach  ist  OS  —  e.  Beschreiben 
wir  nnn  einen  Kreis  vom  Halbmesser  gleich  ^OS,  der  die  Rückkehr- 
tAugonte  der  Eardioide  in  ihrem  BerQhrangspunkte  berührt,  nnd  zwar 
anf  derselben  Seite,  wo  sich  der  Punkt  u  befindet,  so  erhalten  wir 
wj  als  den  Schnittpunkt  des  Krdmmungskreises  im  Punkte  u.  Die 
Senkrechte  im  Mittelpnnhte  der  uu^  schneidet  die  Nornude  des  Punktes 
u  im  Uittelpnnkte  C  des  geeacht^i  KrQmmungskreises  und  Ca  ist 
der  gesuchte  KrDmmnngshalbmesser. 

Bezeichnen  wir  den  Pnnkt  u,  als  dem  Punkt«  u  coi^ugirt,  so 
können  wir  naehstebcnden  Satz  aassprecheift 

Die* den  Schnittpunkten  eines  Kreises  mit  der  Kar- 
dioide  conjugirte  Punkte  liegen  wieder  auf  einem  Kreise. 

Ans  der  Gleichung  (20)  folgt: 

™»(«),  =  2m«+8«p 
'»*(»)b  —  16og 

m»(u)i  =  16a*  — 8op  +  m'. 

Fflr  einen  KrOmmnngskreis  gehen  diese  Gleichungen  über  iu; 


(«),— 8„._?% 


(.),— 3.^  =  ^«"'-«^+-"' 


=dbv  Google 


ZairadnÜ!    ThiorHi  dtr  Kordioidt.  349 

Ans  diesen  Gleicbnngen  folgt: 

>.(l  +  3u') 
P-  3(1+«*)»  '^*' 

5-3(l  +  «V' 

Vergleicben  wir  diese  Gleichangen  mit  den  GleJchnngea  (15),  so  sehen 
wir,  dasB  sie  gleich  sind,  was  natürlich  klar  ist,  da  der  geometrische 
Ort  der  Mittelpunkte  der  ErDmmnDgskreise  nnd  die  KnTeloppe  der 
Normalen  einer  €nrve  identisch  sind. 

Beettfication  der  Eardloldc. 

11.    Die  Bogenl&nge  einer  Cnrve  ergibt  sich  nach  der  Formel 


-Mit 


Bei  der  Kardioide  haben  wir 

Sau  (3—  M») 


du 

(1+-»)» 

dy 

8a  (1-3«») 

du 

(1+«»)* 

dt 
du" 

8a 
(l  +  uV 

-*■/( 


Nehmen  wir  das  Integral  in  den  Grenzen  0,  «,  so  erbalten  wir  die 
balbe  Bogenlftngo  der  Kardioide,  somit  wird  die  gan»  Bc^^länge  sein 


...r 


.  j.yi+«» 


Qnadmtur  der  Kardioide. 
12.    Die  Flache  einer  Cnrve  ergibt  sich  nach  der  Formel 
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demnach  fOr  die  Eardioide 
Setzen  wir  nun 


,  /■(3-i.')i.'d. 

y'    M"<At 


BO  kOnnoo  wir  fOr  den  FUchenausdnick  schreiben: 

i'  =  -(8a)»(3Ji,..-Ji,.l  =-(8<})V. 
Kna  iBt 

t  1  t. 2n-3 

*'""  2(n  — l){l  +  a»)"-i"'"2n— 2''"-' 


^  =—4^5  +  6^4— Ji. 

Intvgrircn  wir  in  den  Grenzen*)  ix,  0,  so  erhalten  wir  die  halbe 
Fl&che  der  Eardioide,  demnach  ist 


nnd  fttr  die  Kardioide 

3     f 

BOmit 

•^  4.8   2 

und  Hetzen  wir  diesen  Wert  in  den  Ansdmck  fttr  P,  so  erhalten  wir 

und  die  Fläche  der  ganzen  Eardioide  gleich  ^na*. 
Prag,  Februar  1876. 


*)  Rigeiiilkh  m&uoa  wir  vom  Puiikl«  u  :=  ^%  \>\*  m  =  0  inirgtin-D  niht 
dUTDIi   du    lnlc|,'ral    von    u  =:  y^    liis    h  ^  ce    ubiiclicD,    wir    trhalieo    (UBii 


-Itf 


DiqllZüdbvGoOgk" 


:    Pol  und  Pohft  im  bnitcki 


XXI. 
Pol  und  FoUre  des  Dreiecks. 


Mas  Greiner, 


Die  Grnndlagen  nacbstebender  Entwicklnngeu  bilden  die  bekannten 
Dreteckssfttze; 

Verbindet  man  einen  beliebigen  Pnnkt  dei;  Ebene  mit  den  Ecken 
eines  Dreiecks  and  ziebt  in  diesen  bczQgücb  der  beiden  Dreiocka- 
seiten  zn  den  Verbindenden  die  vierten  harmoniscben  Linien,  so  treffen 
diese  die  gegenüberliegenden  Seiten  des  DreieckB  in  drei  Funkten, 
die  einer  Geraden  angehören (1) 

Scbneidet  man  die  Seiten  eines  Dreiecks  mit  einer  beliebigen 
Transversalen  nnd  construirt  auf  jeder  Seite  bczOglicb  der  £cken 
des  Dreiecks  zn  dem  Schnittpankte  der  TransverBalen  den  vierten 
barmoniscben  Funkt,  so  geben  die  Verbindungslinien  dieser  Funkte 
mit  den  gegeuüborliegonden  Ecken  dos  Dreiecks  dnrcb  einen  nnd 
denselben  Punkt (2) 

Zufolge  dieser  beiden  Sätze  entspricht  somit  bezttglicb  eines 
festen  Dreiecks  jedem  Funkt«  der  Ebene  eine  nnd  nur  eine  Gerade 
nnd  jeder  Geraden  ein  und  nur  ein  Ponkt. 

Es  bandelt  sieb  nnn  znnäcbst  darum,  zwischen  zwei  solchen  ent- 
sprechenden Gebilden  eine  Bezichnng  festznstellen.  Seien  die  Glei- 
chungen der  festen  Dreicksseiten: 

A  —  OoK  +  Oiy+a,«  —  0 
C  "O^x  +  Otifj-e,*  —0 
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und  iii)Vo%  ^i^  homogenen  CoordinateD  eines  Punktes,  fOr  welchen 
die  Gleichung  der  entsprechenden  Geraden  bestimmt  werden  soll,  so 
ergeben  sich  zanächat  fQr  die  Verbindungslinien  dieses  Panktes  mit 
des  Ecken  des  Dreiecks  die  Gleichungen: 

if-|-lC  =  0;     C-\-^A  —  0;     A-\-vB  —  0 

und  da  sie  den  Punkt  (o^^q^)  enthalten,  hat  man: 

also  sind  ihre  Qlcichnogcn: 

-»Co— CZJn  — 0;     C^  — ^C„  =  0;    Jifp— Ä^-=0 

Die  Gleichungen  ihrer  vierten  harmoniBchen  Linien  hozOglich  der 
Dreiecksseiten  sind  demnach: 

Die  dem  Punkte  (.x^y^x^  entsprechende  Gerade  muas  aber  u«ch 
Satz  (1)  durch  die  Schnittpunkte  dieser  vierten  harmonischen  Linien 
mit  den  Drelecksseitcn  gehen,  also  mnss  ihre  Gleichung  Eusammen- 
fallen  mit  den  drei  Gleichungen: 

i,(flCo  +  Cfio)  +  i,J  =  0 

V,  ^4«o+-»'^o)+>'JC  —  0 
und  somit  ist: 

folglich: 

.    BaCa  A^C.  AßBa 

Fahrt  man  diese  Werte  von  Agftiii  in  obige  Gleichungen  ein,  so 
fallen  die  Gleichungen  in  die  einzige  zusammen: 

ABaCa-\-BA„Cn-\-CAaBo  =  0 
oder  symbolisch: 

P(0)  -  0 (3) 

Hiermit  ist  &a  jeden  Punkt  der  £beno  die  Gleichung  seiner 
entsprechenden  Geraden  festgestellt  In  der  Möglichkeit  der  Bestim- 
mung der  Grossen  l,  (t,  v  liegt  zugleich  auch  eine  Beweisführung  des 
Satzes  (1). 

Es  ist  nun  ferner  zn  ant«rsachen,  wie  es  sich  mit  den  Bftnitnt- 
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lieben  Punkten  verhält,  deren  entsprechende  Geraden  durch  einen 
festen  Punkt  gehen. 

Sind  aA-\-ßB~\-yC=0  und  «M-f-|3'i*+y'C=  0  die  Gleichun- 
gen von  ii^ud  zwei  Geraden,  so  stellt  die  Gleichung: 

eine  Gerade  dar,  die  durch  den  Schnittpunkt  der  gcgehenen  Geraden 
geht.  Sei  {r^yi^^)  ihr  entsprechender  Punkt,  so  mflsste  nach  (3)  ihre 
Gleichung  auch  die  Form  haben: 

ABtCi+BA^C\-^CAiBi  =  0 
und  somit  hat  man; 

kA^Ci  =  ß+lß' 

Durch  EliminalJon  der  Grössen  k  und  A  ergibt  sich  hieraus  die  Glei- 
chung der  Ortacurven  des  Punktes  {srij/iz^) 

I  yj,C„     a,     a'\ 
A^i,     ß,     ß'\  =  0 

l>4iSi,  y,  r'i 

Oder:      AB(«ß'-u'ß)-\-AC(Ya'—Y'a)-\-BC(ßy'—ß'y)  =  0 

Dreht  sich  also  eine  Gerade  um  einen  festen  Punkt,  so  beschreiben 
die  entsprechenden  Punkte  für  die  zeitweiligen  Lagen  der  Geraden 
einen  Kegelschnitt,  der  dem  festen  Dreiecke  umschrieben  ist.   .   .  (4) 

Hat  der  feste  Drehpunkt  die  Coordinaten  teoj/oXg,  so  ist: 
«^o+P-So  +  y^o^O 
woraus  folgt: 

A^  =  ^{ßy'-ß'Y);     B«  =  **(>"«'-/«);     C^  =  ftCoß'-o'^ 
Die  Gleichung  der  Ortscurveu  wird  also: 

ABCa-i-BCAt,+ACBo  =  0 

oder  symbolisch: 

il(0)  =  0 (5) 

Es  gehört  also  zn  jedem  Punkte  der  Ebene  ausser  einer  Geraden 
noch  ein  ganz  bestimmter  dem  Dreieck  umschriebener  Kegelschnitt. 

Sei  nun  /(i,  y,  z)  =  0  die  Gleichung  einer  Curve  dritter  Ordnung, 
80  stellen  bekanntlich  die  Gleichungen: 

T*U  LIX.  33 
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die  erste  und  zweite  Polare  des  Puulttes  (a-gyn^g)  boKüglich  dcrCnrve 
dritter  Ordnung  dar. 

Betrachtet  man  nan  das  Dreieck  als  eine  Carve  der  dritten  Ord- 
nung, dereu  Gleichung  f^  ABC  =  0  ist,  so  ergibt  sich  hierfür: 

fix)  =  ABco-^ACho-j-BCoo 

f'{y)  =  ABcj-{-ACh^-\-BCa^ 
.    f'(i:)^  ABö^-\-ACbi-\-DCat 
also  gellen  die   Gleichungon  der  ersfen  und  zweifon  Polaren  eines 
Punktes  {faVn^)  bezüglich  des  Dreiecks  ABC  gerade  über  in: 

P(0)  =  0    und    27(0)  =  0 

Man  kann  demnach  die  Gerade  I\a)  die  Polare  und  den  Kegel- 
schnitt n{0)  den  PolkegelBchuitt  des  Punktes  (ü)  bezüglich  des  Drei- 
ecks nennen. 

Mit  Anwendung  dieser  Bezeichnungen  lässt  sich  nun  Satz  (4) 
unter  Boracksicbtigung  der  Gleichung  (5)  in  folgender  Weise  aus- 
sprechen ; 

Dreht  sich  eine  Gerade  um  einen  feston  Punkt,  so  beschreibt  ihr 
Dreicckspol  den  Polkegelschnitt  dieses  festen  Punktes (6) 

Ebenso  gilt  der  umgekehrte  Satz: 

Durchläuft  ein  Punkt  einen  dem  Dreiecke  umschriebenen  Kegel- 
schnitt, so  dreht  sich  seine  Dreieckspolare  um  den  Droieckspol  dieses 
Kegelschnitts (7) 

Sobald  eines  der  entsprechenden  Polgcbilde  des  Dreiecks  gegeben 
ist,  so  lassen  sich  die  beiden  andern  unzweideutig  sowohl  auf  analy- 
tischem Wege  als  auch  conslructiv  ermitteln.  Ist  nlralich  ein  Punkt 
(II)  gegeben,  so  kann  man  seine  Dreiecks  polare  mit  Hülfe  des  Satzes 
(1)  construiren-,  zieht  man  alsdann  durch  den  Punkt  (0)  irgend  zwei 
Gerade  und  bestimmt  hierfür  nach  Satz  (3)  die  Dreieckspole ,  so  ist 
durch  diese  und  die  Ecken  des  Dreiecks  der  Polkcgelscbuitt  des 
Punktes  (0)  unzweideutig  bestimmt. 

Die  Gleichungen  der  Polgebilde  P(ü)  und  n(0)  sind  nach  (3) 
und  (fi)  von  vornherein  bekannt,  sobald  die  Coordinaten  des  Punktes 
(0)  gegeben  sind. 

Um  zu  einer  gegebenen  Geraden  P(0)  den  Dreieckspol  und  den 
Polkegelschniit  zu  construiren ,  wendet  mau  Satz  (2)  nnd  das  eben 
Erwähnte  an.    Ist  die  Gerade  durch  eine  Gleichung: 
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aA'j-ßB+yC  =  G 
gegeben,  so  braucht  man  iior  xn  berlicksichtigeit,  daas  im  Falle  Punkt 
{^oifo'H))  ibr  Dreicckspol  sein  soll,  ibre  Gleichung 
AlloC^  +  BAf,Co+CA^Ba  =  0 
sein  iDuss,  folglich: 

ka=BoC\\    kß  ^  A^Cy,    ky  —  A^Bc,    oder 
aA^,  -  ßB^  =  yC^ 

woraus  sich  die  Coordinateu  des  Poles  bestimmen  laesen (8) 

Da  nnn  ^0  ^  C'o  and  B^  ^  ^Cg  ist,  so  geht  die  Gleichnug  (5) 
des  Polkegelsclmitts  Aber  iu: 

i,ßAB-^nyAC+ßyBC  =  <3 (9) 

Ist  der  Polkegol schnitt  gegeben,  so  ergibt  sich  constructiv  sein 
Dreieckspol  als  Schnittpunkt  der  Drciockspolareu  irgend  zweier  Punkte 
dcssclbeu.  Nach  Satz  (1)  lässt  sich  dann  hierzu  die  Dreieckspolare 
construiren. 

Im  Falle  aber  der  Polkegelschuitt  durch  eine  Gleichung  von  der 
Form 

aBC+bAC-i-cAB  =  0 

gegeben  ist,  so  folgt  ans  Oleichnng  (5): 

i-a  =  ^o;     kb  =  B^;    kc  ^  C^     oder 
a:h:c  =  Ao:B^:Cg 

woraus  die  Coordinateu  des  Poles   sich   ergeben,  während   für  die 
Gleichung  seiner  Polaren  folgt: 

Abc+Bae+Ca/>  =  0 (10) 

Hiermit  ist   der  Znsammenbang  der  drei   Polgebilde  des   Dreiecks 
genugsam  erläutert. ' 

Einen  weiteren  Anfechluss  über  die  gegenseitige  Lage  der  Pol- 
gebildß  erb&lt  man,  wenn  man  von  der  Gleichung: 

n(0)  —  BCAf,+ACBo-\~ABC„  =  0 

ausgeht  und  sich  hieraus  durch  partielle  Differentiation  nach  x,  y,  a 
die  Gleichungen  verschafft: 

J7(0)'(«)  =  ^(BoC„+CA)-f  5(-^o<'o+C;)''g)  +  f-'('*o&o+-Bo"(.) 
/7(0)'(y)  =  A(B^,^,  +  C,b,)+B(A^c,-^-C^)-i-C(A^,+Baai) 
nCO)'(=)  =  A{Baü^  +  Cabt)-i-B(\Ci  +  Coa^)  +  CiA^,b^  +  B^) 

23* 
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Utiltiplicirt  man  dieso  Gleicbangen  der  Reihe  nach  mit  Xf,,  ^g,  a^ 
und  addirt,  bo  folgt: 

^„i7(0)'Cx)+yoJ7(0)'<y)  +  ^n{0)'W 

folglich: 

i-CO)  =iroin(0)'(«)  +  y„iJI{0)'(y)  +  ^o  jn(0)'W  =0 

Da  aber  der  Avsdrack  rechts  nichts  anderes  als  die  Polare  des 
Pnüktes  (0)  bezt^lich  des  Kegel achnitts  J7(0)  darstellt,  so  folgt: 

Die  Dreieckspolare  eines  Punktes  ist  zugleich  die  Polare  dieses 
Panktes  bezOglich  seines  Polkegelschnitts (11) 

£b  sind  also  anch  die  Vi?rbindungslinien  des  Polt»  mit  den 
Schnittpnnktfin  seiner  Polaren  und  seines  Polkegelscbnitts  Tangenten 
an  diesen (12) 

Um  die  Gleichung  der  Tangente  in  irgend  einem  Punkte  {x^y^zi) 
des  Polkegelscbnitts  zu  erhalten,  mnltiplicire  man  obige  drei  Glei- 
chungen der  Reibe  nach  mit  ic,,  ji,,  j^,  wodurch  folgt: 

*,n(0)'(«)+3,,n(0)'(y)-|-s,/7(0)'(2)  =0    oder 
^(BoC,+-B,Cu)-f  B(^C,-f-^iC'„)+C(JoiJ,+J,i(o)  -=  U 

Man  hat  also  insbesondere  für  die  Tangenten  iu  den  Eckpunkten  des 
Dreiecks,  da  hierfar  C\  ==  0  und  B,  =  0,  oder  ^,  ^  0  und  C\  =■  0, 
oder  ^,  =  0  und  Bj  —  0  sind,  die  Gleichungen ; 

BCo-i-BoC^O;    ACa  +  ^li,C  =  Oi    ABg+AoB'^O 

Diese  Gleichungen  rcpräscutircn  aber  nach  früherem  die  in  den 
Dreiecksecken  gezogenen  vierten  harmonischen  Linien,  welche,  wie 
eben  bewiesen,  zugleich  Tangeuten  des  Polkegelscbnitts  sind.  .   .  (13) 

Sollte  die  Dreicckspolare  eines  Punktes  diesen  I'ankt  selbst  ent- 
halten, so  müsste: 

Po(0)  =  0    oder    3AoBoCa  =  0 

sein;  dieser  Bedingung  gentkgen  aber  die  sAmmtlichen  Punkte  des 
Dreiecks,  und  es  folgt: 

Liegt  der  Pol  auf  einer  der  Dreiecksseiten,  so  ist  seine  Polare 
diese  Dreiecksseite  gelbst.  Es  kann  somit  eine  Gerade  der  Ebene 
nicht  mehr  als  drei  Punkte  enthalten,  deren  Polaren  durch  diese 
Punkte  selbst  gehen,  und  diese  sind  die  Schnittpunkte  der  Geraden 
mit  den  Drciecksseiten (14) 

Soll  der  Polkegels chuitt  iu  ein  Linienpaar  zerfallen,  so  hat  man 
die  Bedingungen: 
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n(0)'(:r)  =  0 

JJ(0)'(y)  =  0 

Elimmirt  man  ans  diesen  Gloiclmngen  die  Grössen  A,  B,  C,  so  folgt: 

I  ÄoCi  +  tiÄi,     ^jCi+^^o"!.    ^o*i  +  -öo''i|      =Ooder 
\  Bf,Ct-\-C^t,     ^Cj-f-CoOj,,     ^o*a+-So<^l 

!  Od     ^      «i)  j 

Da  ^er  die  letzte  Determinante  nicht  Null  sein  kann,  solange  die 

Drciecksseiten  sich  nicht  in  einem  und  demselben  Punkte  schneiden, 
so  bleibt  die  Bedingnngsgleicbung: 

4)B(,Ci  =  0 

welche  erlfiutort,  dasa  nur  den  Punkten  des  Dreiecks  selbst  als  Pol- 
kegelscbnitte  Linienpaare  zukommen. 

Liegt  also  der  Pol  (0)  z.  B.  auf  der  Dreiecksseite  A,  so  ist: 

and  somit  die  Gleichong  des  entsprechenden  Polkegelschnitts 
A{BC^-\-BaO=Q 

Es  besteht  demnach  ein  solches  Liuienpaar  einerseits  ans  der- 
jenigen Dreiecksseite,  auf  welcher  dor  Pol  liegt,  und  andrerseits  ans 
der  vierton  harmonischen  Geraden,  die  aus  der  gegenüberliegenden 
Dreiecksecke  gezogen  ist (15) 

Den  Eckpunkten  des  Dreiecks  entsprechen  als  Polkegelschnitte 
die  dnrch  sie  gehenden  Seitenpaare. 

Es  ist  nun  ferner  zn  nntersuchen,  wie  es  sich  mit  den  Dreiccks- 
polaren  verhalt,  deren  Pole  sämmtlich  einer  Geraden  angehören. 

Seien  xojio%  iid  x^y^^z^  die  homogenen  Coordinaten  ii^end  zweier 
Punkte,  so  sind  xo+i^i,  yo  +  i&n  =^4-A'j  die  Coordinaten  eines 
Punktes  ihrer  Verbindnngsliuie;  die  Gleichung  seiner  Dreieckspolaren 
ist  somit: 

^{Bo+l-ßi  J(Ci+ilC,)+-ö(-<4o+i^,)(  Co+A(^)-|-0(^+ A^i)(-Bo+i^j  )=0 
oder 
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AB^Ca+BA^Cg  +  CA^B^ 
-\-i.(A(B^Ci-}-B,Co)-\-B(A^C\+AiCn)  +  C(AuB,  +  A^B„)) 
+  i.'(AB^C\-{-BA,C,-\-CA,Bj)  =  0 
oder  der  Kürze  hfilber: 

«oo  +  i'^i  +  iVi  =  f 
Etiminirt  man  ans  dieser  und  aus  der  nach  l  difF^rcntürtcn  Gleichung: 

die  Grösse  k,  so  ergibt  sich  als  Gleichung  der  UmhUllangslime  sämnit- 
licher  Dreiockspolaren,  die  den  Punkten  der  Geraden  (0, 1)  eutsprechea : 

4uoo"ii  — "»1^  =  0 
Sei 

aA+ßB-\-yC  =  0 

die  Gleichung  der  Geraden  (0,  1),  so  ist  auch 
4»A^+PB^  +  yCo  =  0 

und  somit: 

Jia  =  BoC,— BiCß-,    A/3  —  ^,C'o  — 4,C,;    ky  =  At,B,  — A,B^ 
Berücksichtigt  man  diese  Gleichnngeu  bei  der  Umformung  der  Gleichung 

4"oo«ii  — «01^  =  0 

so  folgt  als  Gleichung  der  ümhüllungslinie  aammtiicher  Drciecks- 
polaren,  die  den  Punkten  der  Geraden  (aA-\-ßB~\-yC  -^  0)  ent- 
sprechen : 

qs  =  ^»o»-[-if*/J»4-CV'— 2-dfitt^--2^Ca)'— 2BC/Jj'  .    ,  (16) 

Da  aber  die  eAmmtlichen  Polaren  der  Punkte  der  gegebenen  Geraden 
Tangenten  dieser  Corvo  tp  sind,  so  mttssen  nach  (14)  auch  die 
Dreiecks  selten  selbst,  als  Polaro  der  Schnittpunkte  derselben  mit  der 
gegebenen  Geraden,  Taugenten  der  UmhüUungscurve  sein;  demnach 
folgt  der  zn  (6)  reciproke  Satz: 

Durchläuft  der  Pol  eine  Gerade,  so  berühren  seine  Dreieckspoiaren 
einen  dera  Gmnddreiecke  ein  beschriebenen  Kegelschnitt (17) 

Betrachtet  man  die  Gerade  [aA-\-ßB-\-yC  =  0)  als  die  Polare 
des  Punktes  (0),  so  ist: 

und  somit: 

V(0)  =  ^»VCo^  +  ß'-^'tö'+CX'So* 

—  2A^BoColABC^+BCAo-i-AC'Bo)  =0  .    .  (18) 
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Da  von  oiuem  Pnukto  ans  ao  eiaeii  Kegelachnitt  nicht  mehr  als 
zwei  Tangenten  gezogen  werden  kOnneii,  so  folgt  zugleich  der  Satz: 

Anf  einer  Geraden  kann  es  nicht  mohr  als  zwei  Punkte  gi'ben, 
deren  Dreieckapolaren  durch  einen  und  denselben  Punkt  geben.  .  (19) 

Denkt  man  sich  zu  den  sümmtlicheu  Punkten  einer  Geraden  G 
die  Polkegelscbnitte  gezeichnet,  so  enthalt  nach  (6)  jeder  derselben 
die  aämmtlichen  Pole  der  dnrch  den  jeweiligen  Punkt  der  Geradun  G 
gezogeneu  Geraden;  somit  euth&lt  also  jeder  Kegelschnitt  auch  den 
Pol  der  Goraden  G  seihst,  und  da  dieselbeu  überdies  noch  dnrch  die 
Ecken  des  Grunddreiocks  gehen,  so  folgt  der  Satz: 

Die  Polkegelscbnitte  der  Puuktc  einer  Geraden  bilden  einen 
KegelschnittbUschel ,  der  zu  Grundpunktcn  die  Ecken  des  Dreiecks 
uud  den  Pol  der  gegebenen  Goradon  hat (20) 

Da  aber  den  Punkten  der  Geradon  G  zunächst  Polaren  ent- 
sprechen, die  alle  den  Umbüllnngskegelschnitt  tp  berühren,  so  folgt: 

Die  Pol k egelschnitte  der  Tangenten  eiues  dem  Grnnddreiecke 
einbeschriebenen  Kegelschnitts  tp  bilden  einen  Kegelschnittbasuhcl, 
der  zu  Gmndpunktcn  die  Ecken  des  Dreiecks  und  den  dem  Kegel- 
schnitte q>  entsprechenden  Pnnkt  hat (21) 

Denkt  man  sich  zn  den  Strahlen  eines  Strahl büschels  mit  dem 
Mittelpunkte  j>/  die  Umhüllunpkegel schnitte  ip  gezeichnet,  so  bilden 
diese  eine  Kegel  sc  hnittscfaaar,  deren  Elemente  notwendig  die  Polare 
des  Punktes  M  zur  Tangente  haben  mQsseu,  wodurch  sich  der  zu 
(20)  reciproke  Satz  ergibt: 

Die  sämmtlichen  Umb (UInngskegel schnitte ,  welche  den  Strahlen 
eines  StrahlbQsohels  entsprochen,  berühren  die  Seiten  eines  Vierecks, 
das  aus  den  Seiten  des  Grunddreiocks  und  den  Polaren  des  BUscbel- 
raittelpunktea  besteht (22) 

Die  Polo  der  Strahlen  des  Strahlbüschels  sind  aber  die  den  Um- 
hüllungskegelschnitten  entsprechenden  Punkte  und  liegen  nach  (6) 
auf  dem  Pol k egelschnitte  des  Büschclmittelpunktea ;  somit  ergibt  sich 
der  zn  (21)  reciproke  Satz: 

Die  ümballungskegelschnitte,  die  den  Punkten  eines  dem  Grund- 
dreiecke umschriebenen  Kegelschnitts  entsprechen,  berühren  die  Seitea 
des  Grnnddreiecks  nnd  die  Polare  des  gegebenen  KegclschnitU.   (23) 

Verschafft  man  sich  zu  den  vier  einer  Goraden  angchörigen 
Punkten,  deren  Coordinaten; 

*(H  Vit  H\      *ii  yi'  Hy      ^^0  +  **»'   »o+%ii  %+^' 

ai»+*'i^.  yo+fyn  =N>+f»»i 
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seien,  die  PolkegolEChnitte,  so  siud  deren  CKeichnogon: 
AijBC-i-BoAC+CoAB  =  7Z(0)  =  0 
AjBC-\-BjAC-i~CtAB  =  /7(1)  =  0 

(.4u+fi4,)fi(7+(B„+fiÄ,MC+(Ci+(iC,MS  =  i7(0)H-|uJ7(l)  =  0 

Aach  ans  diesen  Glcichnngon  ist  ersichtlicb,  dass  dio  Polkegal- 
Bchnittc  der  Punkte  einer  Geraden  einen  KcgclschnittbQachel  bilden, 
ausserdem  folgt  aber  noch,  da  das  auharmoniBche  Verhaitnias  der 

vier  Punkte  -  ist,  nnd  das  aiitiarmonigcbe  Verbältuiss  der  vier  Kegel- 

schnitte  oder  reapective  das  ihren  Tangeuton.in  den  Grandpnnkten 

des  Baschels  ebenfalls  -  ist,  der  Satz: 

Das  anharmoniscbe  Verbftitniss  von  ii^eud  vier  Funkten  einer 
Geraden  ist  gleich  dem  anharmonischen  Verhältnisse  der  entsprechen- 
den Polkegelschnitte. (24) 

Insbesondere  sind  aach  dio  Polkegelscbuitte  von  vier  harmonischen 
Punkten  in  harmonischer  Lage (25) 

Verbindet  man  den  Pol  (0)  mit  den  Schnittpunkten  der  Polaren 
P(ff)  nnd  des  Polkegelscbnitts,  so  sind  die  beiden  Verbindungslinien 
rr(0)  und  V(0)  nach  (12)  Tangenten  des  Polkegelschnitts  iT(0}; 
somit  hat  man  die  Gleichung: 

77(0)—  AI7(0)K(0)  +  ^P»(0) 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung  statt  ü^z  die  Coordinaten  des  Pols, 
dann  gehen  J7(0)  nnd  J'(0)  Über  in  SA^BoCo,  während  D(0)  F{0) 
identisch  Null  wird,  da  beide  Tangenten  den  Pol  (0)  enthalten;  man 
hat  also  zur  Bestimmung  der  Orösse  f>  die  Gleichung: 


somit  ist  die  Gleichnng  des  Tangentenpaares: 

r(0)  =  3A,BoCo  77(0)  —  FW  =  0 
oder  umgeformt: 

7(0)  -  .4»VCo»-l-B%*Ci»-f-C«W 

-A^iB^CoiABCo-^ACB^  +  BCAo) '"0.    .    .(26) 
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Da  aber  nach  (18) : 
80  folgt: 


q)(0)  =  r(0)-^B(,Coi7(0) 


Zafolgo  dieser  Gloichnng  mass  der  Kogelschuitt  ^(0)  durch  die 
Schnittpunkte  dea  Tange ntCDpaares  T(0)  mit  dem  Eegclschnitte  17(0) 
gehen;  somit  ist  T(0)  selbst  Tangoutcupaar  des  Kegelschnitts  <plO). 

Es  berahrt  demnach  der  Umhallungskegelschnitt  eines  Punktes 
die  Seiten  des  Grunddreiecks  und  deu  PolkegelschDitt  dicsog  Panktes 
in  den  Schnittpunkten  desselben  mit  seinen  Dreieckspolaren.  .    .  (28) 

Die  Dreieckspolare  eines  Punktes  ist  also  die  Kegel  seh  niltspolare 
diesea  Punktes  sowohl  beztlglich  seines  Polarkegelschnitts,  als  auch 
bezQglich  des  entsprechenden  Umhallangskegelschaitts (39) 

Sind  zwei  Polkcgelschnitte  11(0)  und  i7(l)  mit  ihren  ent- 
sprechenden Polen  (0)  and  (t)  gegeben  und  denkt  man  sich  für  den 
Kegelschnitt  77(0)  die  Polare  des  Punktes  (1)  und  fOr  don  Kegel- 
schnitt i7(l)  die  Polaro  des  Punktes  (0)  gezeichnet,  so  werden  die 
Gleichui^en  dieser  Polaren  sein: 

^,JJ(0)'(«)+yiiI(0)'(y)+^n(0)'{j)  =  0    und 

Diese  beiden  Gleichungen  &llen  aber  in  die  einzige  zusammen: 

A(BoC^+BiC^)+B(,A^Ci  +  A^Co)+C(A^Bj+A,Bo)  =  0 

somit  folgt: 

Zeichnet  man  zu  zwei  beliebigen  Punkten  die  Polkegcischnitte 
und  zu  jedem  Punkte  die  Kegelschnittspolare  bezüglich  des  ihm  nicht 
entsprechenden  Polkegelachnitts,  so  fallen  die  beiden  Polaren  in  eine 
und  dieselbe  Gerade  zusammen (30) 

In  Bisherigem  wurden  nur  die  allgemeinen  gegenseitigen  Be- 
ziehnngen  zwischen  den  Lagen  und  Gleichungen  der  einzelnen  Pol- 
gebilde erl&ntert,  ohne  dabei  auf  besondere  Lagen  derselben  Rttck- 
sicht  zu  nehmen. 

So  kann  man  sich  zunftchst  die  Aufgabe  vorlegen:  Denjenigen 
Folkegelscbnitt  zu  bestimmen,  dessen  Mittelpunkt  sein  entsprechender 
Dreieckspol  ist. 

Sei 

J7(0)  -^  ABCn+ACBa-i-BCAa  =  0 

DiqllZüdbvGoOgk" 


362  Grtiaer:   Pol  nnd  Polart  du  Drtiait. 

die  Gleichnng  des  gesuchten  Kt^elgchDitts,  dessen  Mitfa^pnukt  aad 
Dreieckspol  znglei«^  der  Punkt  (0)  sein  soll,  so  hat  man  die  Glei- 
chungen : 

jn{0)'(ä!(,)  =  AoBaCn+AaCaba-\-BoC^  -  0 
in(0)'(„)  -  ^Äo<^  +  ^Ci6,  +  B^CoO,  -  0 
nnd  hieraus  ergibt  sich: 

k  k  l 

■^— i r~;    ■Äo  = ;     ^"0  =  ^"; — ~~T 

^       Vi  — Vo  cnfli— qon'        "       Vi  — '»1*0 

also  folgt  als  Gleicbnog  des  gesuchten  Kegelschnitts: 

Ji((Vi— iiöeJCtVi— c,«^)+-«?(Vi— Vfl)(<^  — "A) 
4-SC(coOi  — Ciao)(Vi  — «A)  =  0 
oder  die  symboÜBche  Gleichung: 

i7(*l  —  0  (31) 

FUr  die  Gleichnng  seiner  entspreclienäon  Polaren  folgt  aber: 

/-(.)  =  ^(Vi-6iCi,)+B<co»i-«iafl)+CK''i-«A)  =  0  (32) 
Nun  lässt  sich  aber  leicht  beweisen,  dass  die  Gerade  P(«)  nicht« 
andres  als  die  nnendlich  ferne  Gerade  der  Ebene  ist;  denn  sei 

aA-\-ßB-^yC  =  0 

die  Gleichung  derselben,  so  müssen  in  ihr  die  Coefäcienten  von  z 
nnd  y  Null  sein;  also: 

Durch  Elimiuation  der  Grössen  a,  fi,  f  aus  den  drei  Ictztea  Gleichun- 
gen folgt  nun  die  Gleichung  der  nnendlich  fernen  Geraden: 


welche  mit  Gleichuim  (32)  vollständig  zasunmcnföllt. 

Will  man  sich  aber  zur  unendlich  fernen  Geraden  P(i)  den 
Dreiockspol  verschaffen,  so  hat  man  nach  Satz  (2)  auf  den  Seit«n 
des  Grnnddreiecks  sich  zu  den  Schnittpunkten  der  unendlich  fernen 
Geraden  bezftglich  der  Ecken  des  Dreiecks  die  vierten  harmonischen 
Punkte  zu  zeichnen,  die  in  diesem  Falte  die  Mitten  der  Dreivcks- 
scitcn  werden;  die  Verbindungslinien  dieser  Punkte  mit  den  Gcgeu- 
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ecken  des  Dreiecks  Bclineiden  sich  alsdann   im  gesuchten  Pole,  der 
liier  nichts  andres  als  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  ist.  Somit  folgt: 

Der  Drfäcckspol  der  nnendlich  femcD  Geraden  ist  der  Schwer- 
pmikt  des  Grnnddroiecks;  oder  nmgokehrt: 

IMe  Dreieckspolare  zu  dem  Schwerpunkte  des  Gmnddreiecks  ist 
die  unendlich  ferne  Gerade.     (33) 

Diese  Satz«  sind  gleichlanteud  mit  denen  Über  Kegelschnitte,  da 
man  den  Schwerpunkt  auch  als  den  Mittelpunkt  dos  Dreiecks  an- 
sehen kann. 

Die  Yerhiuduugslinien  der  Ecken  des  Dreiecks  mit  den  auf  den 
Gegeuseiten  liegenden  Scbuittpunkicn  d<'r  unendlich  fernen  Gcradou 
sind  parallel  diesen  Gegeuaeifen  und  sind  nach  (13)  die  Tangenten 
des  Polkegelschnittes  IZ(<)  in  den  Eckeo  des  Dreiecks,  weshalb  der 
genannte  Kegelschuitt  der  an  Inhalt  kleinste  sein  mnss,  der  dem  Drei- 
ecke umschrieben  werden  kann.    Hieraus  folgt  zugleich: 

Der  einem  Dreiecke  umschriebene  Kegelschnitt  vom  kleinsten 
Inhalte  hat  den  Schwerpunkt  des  Dreiecks  zum  Mittelpunkt  .   .  (34) 

Die  Gleichung  des  dem  Schwerpnnkte  entsprechenden  Umhullungs- 
kcgclsclinittes  wird: 

—  2BC{,c^<H  — c,a(|}Coo5i — Oi*o)  =  0 
Mit  ZuhtUfonahme  der  Gleichungen   (31)  und  (32)  folgt  biefür  die 
Gleichung: 

P(»)»— 4n(«)  —  0    oder: 

n(.)-iPW-  =  o 

Nun  ist  aber  i/'(»)*  eine  constnnte  Grösse,  da  F[t)  -^  0  die  Gleichung 
der  unendlich  fernen  Geraden  ist;  somit  ist  der  dem  Schwerpunkte  . 
cnisprecbende  Umbüllungskegeisi'liiiitt  ähnlich  seinem  Polkegciscbnitte 
und  liegt  ansacrdem  mit  ihm  ähnlich  und  concentrisch;  hat  also  znm 
Mittelpunkte  ebenfalls  den  Schwerpunkt  des  Dreiecks (35) 

Für  jede  durch  den  Schwerpunkt  des  Grunddreiocka  gehende  Ge- 
rade ist  der  U raball nngskegolschnitt  eine  Parabel,  da  unter  den  Tan- 
genten dieses  Kegelschnittes  sich  such  die  Polare  des  Schwerpunktes 
oder  die  unendlich  ferne  Gerade  befinden  muss  nnd  diese  iinr  Tan- 
gente einer  Parabel  sein  kann.  Da  unter  den  Strahlen  eines  Strahl- 
büscbels  sich  immer  ein  und  nnr  ein  Strahl  befindet,  der  durch  den 
Schwerpunkt  des  Dreiecks  geht,  so  mnss  unter  den  UmhflUaugsk<%el- 


=dbv  Google 


364  Oreinen  Pol  und  Polart  du  Draedu. 

scbuitten,  die  den  Strshlen  dieses  BüBchelg  euteprechen,  Bich  imw:i 
eine  und  nur  eine  Parabel  befinden.  Sonach  folgt  unter  Berfick^ii^ 
tiguog  des  Satzes  (22): 

Unter  den  Kegelschnitten,  welche  die  Seiten  eines  Vierecks  l'.~ 
rühren,  befindet  sich  immer  eine  nnd  nur  eine  ParabeL 

Verlegt  man  aber  den  BDacbelmittelpunkt  des  Strahl bflschols  o« . 
dem  Schnerpnukt  des  Dreiecks,  so  entspricht  jedem  Strahle  als  l  oi- 
hfilluugskegel schnitt  eine  Parabel,  die  die  Dreieckssriten  berflhn. 

Den  simmtlichen  Punliten  des  dem  Dreiecke  nmschriebeaen  klcj> 
stcu  Kegelschnittes  entsprechen  als  Pularen  die  dnrch  den  Scbmr- 
pniikt  gehenden  Strahlen  und  sie  Umhtlllungskegelscliuitta  die  säni3.r- 
tächen  dem  Dreiecke  einbesehrieboiicn  Parabeln (3* 


Den  Bämmtlich  unendlich  fernen  Punkten  der  Ebene,  die  mn 
als  der  unendlich  fernen  Geraden  angehörig  hellichten  kann,  ent- 
sprechen als  Dreieckspolaren,  die  Tangenten  des  dem  Gmnddreiect' 
umschriebenen  kleinsten  Kegelschnittes;  nnd  als  Polkegelschnitie  'i> 
sämmtlichen  Kegelschnitte  eines  Büschels,  der  die  Ecken  dea  Gnin'I- 
droiecks  nnd  dessen  Schwerpunkt  zn  Gmndpnnkten  bat.  .    .    .   .  '^T 

Will  man  nnn  den  geometrischen  Ort  aller  Punkte,  deren  Pal- 
kcgclschnitte  Parabeln  sind,  so  braucht  man  blos  f&r  die  GleichnDg; 

BCAa+ACBo+ABCo  =  0 

in  welcher  die  Coefficienten  von  x*,  g*  nnd  zy  die  folgenden  sind: 

■^60  <=o+ -^0  »0 -^ + Co  «»o  *o 

^  <Ao  cj  +  fr,  Co)  +  £«  (oo  "i + %  Co)  +  q,  («0  6,  +  a,  V 
die  Bedingung  anfznstallen: 

4(  J0V0+ ■ßo<^<^o+ <^oVo)(A)6iCi  -f-BoOiCi  +  CoOi*i) 

-  (4,{ V. + *icft) + i?o(»o^i + 'S"!)) + <^Mi + «iM)*  = ' ' 
Formt  man  diese  Gleichung  am,  so  ergibt  sich  als  Gleidinag  •It' 
Ortes  der  Punkte  (0)  gerade: 

Vis)  =  0 

Den  sämmtlicben  Punkten  des  dem  Dreiecke  einbesuhriebenen  Kvpi- 
8Chnitt«s,  der  den  Schwerpunkt  des  Dreiecks  zum  Mittelpunkt«  hu. 
entsprechen  demnach  als  Polkegetschnitte  Parabeln,  welche  dem  Dk:- 
ecke  umschrieben  sind (■'''^ 

Da  aber  eine  Gerade  der  Ebene  mit  dem  Kegelscbnitte  ip(*)  siii' 
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mehr  als  zwei  Punkte  gemein  haben  kann,  so  folgt  unter  BerQck- 
sichtiguiig  des  Satzes  (20),  dasB  sich  in  eJBem  KegelBchnitthaschet 
nicht  mehr  als  höchstens  zwei  Parabehi  befinden  können. 

Den  Punkten  jeder  Taugente  des  Kegel aclinitteg  <p{t)  entsprechen 
also  PolkegulscLnitte,  welche  einen  EegelschnittbUschel  bilden,  der  nur 
eine  einzige  Parabel  enthält , (39) 

Ein  derartiger  Eegelscbnittbfiscbel  bat  aber  zn  6mndpunkt«n  die 
Ecken  dCB  Dreiecks  und  den  Drcicckspol  der  Tangente  des  Kegel- 
schnittes 7(8),  welcher  auf  der  uuendlich  fernen  Geraden  liegt;  es 
gehört  also  nur  einem  KegelscbuittbUschel  mit  einem  aoendUch  fernen 
Gmudpunkte  eine  einzige  Parabel  an (40) 

Es  ist  nun  von  einiger  Wichtigkeit,  den  Fall  zu  nntdrsuchen, 
wenn  der  Pol  in  den  Höhcnschuittpunkt  des  Dreiecks  rttckt. 

Die  Gleichungen  der  Dreiockshöhen  sind: 

-BK''o+«i'^i)-C'(Vo+Vi)  =  0    (1) 

C(aoio  +  »A)--^(Vo+Vl)   =0      (2) 

4(Vo+Vi)  — -»C«o'^+«i''il=0    (3) 

Seien  xo^oZq  die  Coordinaten  des  Höbenacbnittpunktes ,  so  folgt  ans 
deD  Gleichungen  (1)  nnd  (2) 

„        f,  Vo+Vi        .  ,.  "o^o+ai^i 

somit  ist  die  Gleichut^  der  Drcieckspolaren  des  Höhenschnittpunktes : 
AB^Co'\~BA^C^-\-CAaBn-'Q    odcr: 

oder  syrnholisch; 

i'(A)  =  0 (41) 

Fttr  die  Gleichung  des  Polkegelschnittes,  der  dem  Höhensohnittpunkte 
entspricht,  folgt  somit: 

-(-.0C(ao<:o+a,c,)(Vo+''A)  =  O.    .(42) 

Soll  unn  der  geometrische  Ort  aller  jener  Punkte  bestimmt  werden, 
deren  Polkegel  schnitte  gleichseitige  Hyperbeln  sind,  so  ist  der  Punkt 
(0)  btos  so  zn  w&blen,  dass  in  der  Gleichung 

ABCa-\-ACBa+BCA^  —  0 

die  Summe  der  Coel^cienten  von  x*  nnd  j^  gleich  Null  wird,  also: 
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(Coao6o^-'öo'^^C(,^-4A><^o)^-('>l^+So'^'•t+Alfrl<'I)  =  0 
oder: 

Der  gQometriBche  Ort  der  gesuchten  Punkte  ist  somit   die  Hoben- 
schnittspolare. 

Den  sSnunÜichen  Funkten  der  Hüheuscbuittspolare  eutsprecheu 
al80  als  PolkegelschnittG  lanter  gleichseitige  Hyperbeln (43) 

Diese  Hyperbeln  mflsaen  aber  zufolge  des  Satzes  (30)  emen  Eegel- 
scbnittbüschel  bilden,  der  zn  Grandpunktcn  die  Ecken  des  Dreiecks 
und  den  Höhenschnittpunkt  hat    Daraus  ergibt  sich  zugleich: 

Alle  gleichseitigen  Hyperbeln,  die  einem  Dreiecke  umschrieben 
sind,  geben  sämmtlich  noch  durch  ciuen  vierten  Punkt,  nämlich  durch 
den  HOhenschnittspunkt  dieses  Dreieclis. 

Unter  den  dem  Grunddreiecke  umschriebenen  Kegelschnitten  be- 
findet sich  inabesondero  auch  ein  Kreis,  dessen  Gleichung  erhalten 
wird,  wenn  man  in  der  allgciuciues  Gleichung  fttr  die  dem  Dreiecke 
umschriebenen  Kegelschnitt«;: 

aÜC+ßAV-yyAB  =  0 

den  Coefficienten  von  rg  gleich  Null  und  die  vod  x'  nud^'  einander 
gleich  setzt;  folglich: 

<.(V,+*iC())4-|3Cao<'i+a.Co)+j'(Vi+o,^)  =  0      " 
niot^  +  PooCa  +  yVo  ="  "^i^i  +  ^ai^i  +  rVi 
Aus  diesen  beiden  Bedingungsgleichuugen  folgt: 

.  - .  I  ""+'•''  '^'+">;''  1  -  K^'+..')(v.-».^) 


^      I  00*1  + «1*01     Vi  +  Vi  I 

I  a^bo — Ol*!,    Vo — Vi  I 

«  =  „  I  Vi+Vo.    <h'i  +  'h<^\ 

'  bgCd  —  bfCi,    %(;(,  — OiC,  I 

Somit  erhält  man   als   Gleichung  des  dem  Dreiecke   umschriebenen 


I  c^öo — "i*n    Vo — Vi  I 


I  ^        ,  I   •  f»(V+V)CVi— «iW 

1  oo*'o~*i<'ii    ''o''o~''i''i  ' 


Die  Coordinaten  seines   Mittelpunktes  0  ergeben  sich  aus  den  Glei- 
chungen: 
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X'{yo)  -  0 
oder: 

A„(?c^-{-f\)-\-B^{€,c^-\-ya^)-\-C^{uh^-\-ßa^)  -  0 

woriu  R,  ß,  y  der  Kürze  halber  wieder  vorige  BedeutiiDgeii  haben. 
Eb  werden  somit: 

I  I  I     1   0      t  I       "o       *o       "»  ! 

1  ncj-|-¥n„     ii6,-|-p<i,  1 

I  — B        ^        )-   I 

I        U    —ß       J-     1 

c--j'»^«+j'*o.  «^+)"^r    ,|  ""  '^  "^l 

I  ß',,  +  yi„    ...  +  ,.,  I       '  j      ^     ^'  _J'  I 

SnbsÜtnirt  man  in   diesen  Ausdrucken  die  Werte  fOr  a,  ß,   y  and 
rodncirt,  so  hat  man: 

^  =  v(a^*+a,»)  CVc.+ Vi)f 

wobei  der  den  Grossen  A^,  B^,  C^  gcmeiDachaftliche  Factor  q  den 
Wert:  (Vi— S>eo)C<'o<»i— ciOoXVi  — »A)  •>»*■ 

Ftlr  die  Gleichung  der  Dreieckspolaren  des  Ereismittelpunktea  M 
ergibt  sieb  unn: 

p,„, ^  I ? 

+  (.."  +  . ,>){aÄTVi)     ■■■'"' 

iiDd  fOr  die  Gleichung  des  Polkegelschnittes ,  der  dem  Mittelpunkte 
des  dem  Dreiecke  omschriebcneD  KreigcB  eiitsprictit,  hat  man: 

n(m)  -  ^s(c„'  +  c,')("ii»o+"i»i)+^C(V+»i')('Vo+»i<'i) 

+i)C(o,'+o,!)(V.+''i''.)  =  0   •    ■(«) 
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Betrachtet  man  dud  die  Gleichnngeu  dor  Polkegeisclinitte: 

i7{*),   n[m),   n(h) 

welche  beziehungsweise  dem  Schwerpunkte,  dem  Mittelpunkte  des 
ninschriebenen  Kreises  und  dem  HähcuachnittaptiaktG  des  Grnnd- 
dreiecks  entsprechen,  so  findet  sich,  dass: 

JJ(g)  +  /I(m)  =  /7{A)  ist 

Ans  dieser  Beziehung  geht  aber  hervor,  dass  sich  diese  drei 
Kegelschnitt«  ansser  in  den  Eckpunkten  des  Grunddreiecks  noch  in 
einem  und  denselben  vierten  Punkte  schneiden (46) 

£s  folgt  also  nach  (20)  der  bekannte  Satz: 

In  jedem  Dreiecke  gehören  der  Schwerpunkt,  der  Mittelpunkt  des 
umschriebenen  Kreises  uud  der  Höbonschnittpunkt  einer  and  der- 
selben Geradon  an. 

Sei  nun  M  der  Mittelpunkt  dos  dem  Breiecke  umschriebenen 
Kreises,  S  der  Schworpunkt  und  H  der  HOfaenschnittspunkt;  seien 
ferner  An,  ö»,  G«;  A,,  B„  C,\  Ah,  Bk,  Ci,  die  Werte  von  A,  B,  C 
die  sich  ergeben,  wenn  man  in  ihnen  statt  der  Grössen  x,  y,  >  die 
Coordinaten  der  Funkte,  M,  S,  H  einsetzt,  so  wird  die  Gleichung  der 
Geraden  MSH: 


A,      B,      C 

A,,     ß,,     C, 

=  0 

Ak,     Bh,     C\ 

Setzt  man  nnn  der  Kürze  halber: 

Vi-Vo  =  ">    "o«!— =1«^  ^-P.    "oSi— Vo  =  r 

Vü +  *!<'.  =  «1 

CkOo+c,«,  — 

ßx.    <hh+'hh  =  7x 

80  sind  nach  Frtlberem: 


Ak  = 


-S*  = 


a- 


wodnreh  die  Gleichung  dor  Geraden  MSH  Qbei^oht  in: 
\A,        B,        C 

[  Py-,     «y,     "P 

i  ßiti',    «lAi    "i?. 
oder  in: 
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Sei  Punkt  0  nun  der  Pol  der  Geraden  MSH,  so  bat  man  hiefUr  die 
Gleichnngen; 

Ci  -=  - 


■vlo  = 


""lißiY— ßri)' 


-y"i) 


'mi^iß-^ß,) 


Der  Polkegolschüitt  n(q),  der  dem  nnendlich  fernen  Punkte  Q  der 
Geraden  MSH  entspricht,  geht  zufolge  (6)  und  (37)  durch  den  Punkt 
0  (als  Pol  der  Geraden  MSH)  und  durch  den  Schwerpunkt  S  des 
Orunddreiecks,  so  dass  seine  Gleichung  wird: 


AC, 
A,C,, 


BoCg 
B.C, 


I  AB, 


JÄ«jJ((oft-|-<r,|S)r,- 
Nun  ist  aber: 


AC,  BC 

ß, 

+B0yi(ßy^+ß^y)^^-~2ßif,<i)  ~  0 

«j-i  +«iy  =  —  (V+6i»»J 

Die  Gleichung  des  Polkcgelschnittes  n{q)  geht  somit  über  in: 

-lit((^»-|-Ci»)y,+2n,ß,)+^6t(io*+6,»)ft+2«,ri>f-Öa(«o»-hh*)''i 

Da  aber  nach  (45): 

und  nach  (42); 

ABa,ßt  +  AC\Yj  +  BCß,y,  —  iI(A)  =  I) 
ist,  so  wird: 

n(q)  —  n(n»)+2/Z(A)  =  0 

Nach  Vorigem  ist  aber 

-n(,)-iJ{m)-n(A)  =  0 

Somit    ist    das   anharmonischc   VerbKItniss    des   Kegelschnittspaares 
n(ni),  n(k)   zum  Kegelschnittspaare    JI(»),  n(g)  gleich  — J;  und 
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folglich  ist  nach  (24)  auch  das  anhaimoiiisclie  Verhältniss  der  Punkt- 
paare  Af,  H  und  &',  Q  gleich  — J;  also: 


HS' HQ  ' 

Weil  aber  Q  der  uneudlich  ferne  Fuakt  der  Geraden  MSH  ist,  so  ist: 


nnd  somit  ergibt  sieb: 


MS  _ 


d.  h.  in  jedem  Dreiecke  liegt  der  Schwerpunkt  mit  dem  Uittelpnnkte 
des  dreiockumschriebenen  Kreises  und  dem  Hahcnachnitte  anf  einer 
Geraden  und  zwar  bo,  daas  oraterer  von  den  beiden  letzten  Ent- 
fernungen bat,  die  im  Verhältniss  1 : 2  stehen. 


'  Es  soll  nun  untersucht  werden,  wie  es  sich  mit  den  entsprechen- 
den Polen  einer  Reihe  von  Polkegelschnitten  verhiLlt,  welche  einander 
ähnlich  sind. 

Sei  aw^-\-aup*-\-afi~\-2a^,iry-\-2a^-\'2aity=0  dio  Gleichung 
eines  Eegclschnittes,  so  besteht  fttr  den  Winkel  u  seiner  Asymptoten 
dio  Gleichheit: 


Da  nun  alle  Kegelschnitt«  mit  gleichen  Asymptotenwinkeln  einander 
ähnlich  sind,  so  mQsscn  für  ähnliche  Kegelschnitte  die  Ausdrücke  fUr 
X  einander  gleich  sein. 

FOr  den  Polkegelschnitt  des  Punktes  0  hat  man  aber: 

Oll   =-  -^iCl+Äp'^'^l+CÖ'»!*» 

'und  somit  ergibt  sich  als  Gleichung  fttr  den  geometrischen  Ort  aller 
Punkte  0,  deren  Polkcgelscfanitte  einander  ähnlich  sind: 

i  =  [V(V.-Va)*+*ü'('^«i-''i<^i)'+^o*(Vi-«i*o)* 

--2yloÄo(  Vi  —  6iCu)(eo°i  —  "lOo)  —  2AC>,ik,Cy  -  1','^X'^t  —  %6o) 
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oier,  wenn  man  die  Bezeichnungen  von  (S5)  nnd  (11)  einführt,  so 
folgt: 

Betrachtet  man  den  Pnnkt  0  als  variabel,  so  stellt  die  Qleichnng; 
tf>[s)—lP[k)*  =0 (47) 

dio  gesachto  Ortscnrve  dar,  welche  ein  Kegelschnitt  ist,  der  den  Um- 
h  Dllungskegel  schnitt  <(i{x),  vrolchcir  dem  Schncrpunkte  des  Gmoddrei- 
ecks  entspricht,  in  den  Schnittpunkten  desselben  mit  der  Höhen- 
schnittspoiaren  P{A)  berührt. 

Legt  man  der  Qrösso  ;i  nach  nnd  nach  alle  möglichen  Zahlen- 
nerte  hei,  so  erhält  man  lauter  Kegelschnitte,  deren  Punkte  die  Drei- 
eckspole  einer  gewissen  Gruppe  ähnlicher  dem  Dreiecke  umschriebener 
Kegelschnitte  sind. 

Jede  Gerade  der  Ebene  hat  aber  mit  jedem  der  Kegelschnitte: 


im  Allgemeinen  zwei  Funkte  gemein;  und  da  den  Punkten  einer  Ge- 
raden Polkegetschnittß  zukommen,  welche  einem  Bttschel  angehören, 
so  folgt  der  Satz : 

Unter  den  Kegelschnitten  eines  Boschels  gibt  ea  höchstens  zwei 
die  derselben  Aehnlicbkeitsgruppe  angehören. 


Aus  der  Gleichung: 


geht  hervor,  dass  man  fikr  i  =«  U  den  Ort  aller  Punkte  erhfdten  mnsa, 
deren  Polkegelschnitte  Parabeln  sind ;  die  Gleichung  dieser  Ortscurve 
ist  also :  (f(*)  =  0  was  mit  dem  in  (38)  Gefundenen  abereinstimmt: 

FOr  i  =  oc  ist  der  Kegelschnitt  eine  gleichseitige  Hyperbel  nnd 
folglich 

P{A)  =  0    • 

die  Gleichung  des  geometrischen  Ort«s  aller  Pnnkte,  deren  Polkegel- 
schnitte lauter  gleichseitige  Hyperbeln  sind,  was  schon  in  (43)  er- 
wähnt wurde.  Da  jede  Gerade  der  Ebene  den  Kegelschnitt  höchstens 
in  zwei  Punkten  und  die  Gorade  Plh)  hios  in  einem  Punkte  treffen 
kann;  ao  folgt,  dass  nuter  den  Kegelschnitten  eines  Bascbels,  sich 
höchstens  Parabeln  nnd  immer  eine  and  nnr  eine  gleichseitige  Hyperbel 


84' 
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Die  Taagentfn  des  KegelschoittCH  (p(»)  haben  unendlicli  ferne 
Punkte  ZQ  Dreieckspolen  und  haben  mit  dem  Kegelschnitte  ip(»y  nnr 
einen  einzigen  Punkt  gemein;  daraus  gebt  hervor,  daas  wenn  von  den 
Grandpunkten  eines  Kegelachnittsbüschela  der  eine  in  der  Uuendlicb- 
keit  liegt,  so  geht  durch  diese  vier  Grundpnnkte  nur  eine  einzige 
Parabel,  Durch  die  Richtung,  in  welcher  der  unendlich  ferne  Punkt 
gelegen  ist,  ist  dann  zugleich  die  Richtung  der  Parabelaxe  gegeben. 

Irgend  eine  feste  Gerade  G  der  Ebene  wird  nun  von  den  Kegel- 
schnitten, welche  von  der  Gleichung:  qii») — AP(A)'  =■  0  bei  sich  stets 
Ändernden  k,  vorgestellt  werden,  in  Puuktepaaren  gesehnitten,  denen 
als  Polkcgcischnittc  immer  die  Kegelschuittpaare  einer  nnd  derselben 
Aehnlichkeitsgruppe  im  Kegel  sehn  ittba  scbel ,  der  znr  Geraden  G  ge- 
hört, entsprechen. 

Da  aber  die  durch  die  Gleichnis  cp(»)  —  AP(A)^  ^  0  repr&sentjrteu 
Kegelschnitte  selbst  einen  Büschel  bilden,  so  sind  die  auf  der  Ge- 
raden  G  von  ihnen  ausgeschnittenen  Pnnktcpaare  in  Involution.  Es 
folgt  somit  der  Satz: 

Die  Polenpaaro  der  paarweise  auftretenden  einander  ähnlichen 
Polkegel  schnitte  eines  und  desselben  BSscfaeis  gehöreu  einer  Involution 
an (48) 

Dieser  Involution  kommen  aber  stota  zwei  Doppelpunkte  zn,  wo- 
von der  eine  immer  der  Schnittpunkt  der  Geraden  G  mit  der  Hohen- 
scbnittspolaren  r{h)  ist,  wJLhrend  der  zweite  als  Berahrpnnkt  des- 
jenigen Kegelschnittes  erhalten  wird,  der  abcrdicss  noch  den  Kegel- 
schnitt 9>(e)  in  den  Schnittpankten  der  Ilöhensuhuittspolaren  berührt. 
Den  Doppelpunkten  entsprechen  nur  gleichsam  Doppelkegelschnitte, 
wovon  der  eine  immer  eine  gleichseitige  Hyperbel  ist,  der  andere 
aber  einer  Achnlicbkeitsgruppe  angehört,  die  von  vornherein  durch 
die  gegenseitige  Lage  der  vier  Qrundpunkte  bedingt  ist. 


In  Frühcrem  wurde  erläntert,  daas  die  Kcgelschntttspolare  des 
Punktes  0  bezüglich  seines  entsprechenden  Polkegelschnittos  zugleich 
seine  entsprechende  Drcici^fspolare  ist,  dass  also  die  Tangenten, 
welche  vom  Punkte  0  au  den  Kegelschnitt  il(0)  gezogen  werden 
können,  denselben  iu  Pnnkten  1  und  2  berühren,  die  der  Dreiecks- 
polaren  P(0)  angehörcu. 

Da  aber  die  Punkte   1  und  2  als  Berührpunktc  des  Polkegel- 
Bchnittes  anch  diesem  angehören,  so  bestehen  die  Gleichungen: 
J^(0)  =  ^,B,Co-j-^iC;iJo-|-fiiCj^  =0 
7^(0)  =  AiBfCg-\-AtCtBQ-\-BtC\A^  =  0 
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Die  Gteichangon  der  Drcieckspolareu  der  Punkte  1  und  2  siud  aber: 

Aas  dicscD  uDd  den  beiden  obigeu  Gleichungeo  folgt  aber  so- 
fort, dass  die  Polaren  der  Punl^te  1  und  2  auch  den  Punkt  0  ent- 
halten  (49) 

Die  Gerade  0,1  hat  aber  als  Tangente  des  Kegelschnittes  i7(0) 
im  Punkte  1  die  Gleichung; 

oder: 

^(ÄoCi+5,C(,)+-B(y1o6',+^iC'o)+C'(^oJ3i+^iBo)  ~0 

Sei  Punkt  l  der  Pol  der  Linie  0,1.  so  muss  sein 

A l  l 

'*'  ~  BoCj-i-B^C^'     ^*  =  A^Ci-{-A^Co       *"*  ~  ^^,+^0.4, 

Da  aber  Punkt  1  auch  auf  den  Dreieckspolarcn  dos  Punktes  0  liegen 
soll,  so  ist: 

und  hieraus: 

4,C',+y!,C, lg'   1 

AB,+A,JI.--?i-V!! 
ond  somit: 

^'-^      A,B^C^'  ""  ~  ^  B^A^C^''  ^*  —  ~C^AoBf, 
oder: 

—  AiB^Cg       ^p.  —BiApCg  _  Ba,  -  CiA^ßp  _  C^ 

l"        Äj'  k          ~  Bf'  X          '^  C, 

Dividirt  man  die  Gleichung: 

n^iO)  =  B,CiAf,+AiC\Bo+AtB,Co  =  0 
mit  der  Grösse  AjBjC'j,  so  folgt: 

and  folglich : 
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d.  b.  der  Pol  k  der  Goraden  0,1  li«gt  aaf  dor  Dreicckspol&ren  des 
Punktes  0.  GaDz  ebcDso  lässt  sich  n^gea,  duB  der  Dreieckspol  des 
PanktoB  2  ebenfalls  auf  der  Geraden  P(0)  liegt 

Nach  (41)  mflBseu  aber  die  DreieckBpolareo  der  Punkte  1  nnd  2 
darcb  den  Punkt  0  gehen,  und  somit  kann  unter  Berllcksichtigniig 
duB  Satzes  (19)  der  Pol  der  Geraden  0,1  nur  zuBammeDfaUen  mit  dem 
Punkte  2  und  der  Pol  der  Geraden  0,'i  nur  zasammcnfallen  mit  dem 
Punkte  1. 

Das  Dreieck  0,1,2  hat  also  die  Eigenschaft,  dass  die  Verbindnogs- 
liuie  zweier  Eckpunkte  die  Dreiockspolare  des  dritten  Eckpunktes 
ist     (50) 

Ist  eine  Ecke  dos  Dreiecks  gegeben ,  so  sind  die  beiden  andern, 
als  die  Schnittpunkte  der  Droieckspolaren  und  des  Polkegelachnittcs 
vollBtändig  beBtimmt. 

Der  Polkegelscboitt  irgend  einer  Ecke  des  Dreiecks  geht  dorcfa 
die  beiden  andern  Ecken  und  berührt  hierin  die  beiden  Seiten  dea 
Dreiecks. 

Bekanntlich  stellt  die  Gleichung: 

A.B.C-iXÄ''  —  0 

eine  Curve  dritter  Ordnung  dar,  welche  durch  die  Gerade  A'  in  drei 
Wendepunkten  geschnitten  nird,  deren  Tangenten  die  Geraden  A, 
B,  C  Bind.  RQckt  aber  die  (Gerade  A'  in  die  Unendlichkeit,  so  geht 
die  Currengleichong  Aber  in: 

ABC+n  =■  0 

worin  fi  eine  Constante  bedeutet 

FOr  diese  Cnrve  der  dritten  Ordnung,  die  also  drei  unendlich 
ferne  Wendepunkte  hat,  gelten  nnn  ganz  dieselben  Polarbeziehungen 
wie  fOr  das  Dreieck  ABC,  da  mau  hiefOr  ebenso  als  Gleichungen 
der  ersten  und  sweiten  Polaren  eines  Punktes  0  die  Gleichungen 

P{0)  =  0    und    ji(0)  -  0 

hat,  die  unabhängig  von  der  Grösse  ^  sind. 
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xxu. 

Lm  polygones  rayoiin<!s  et  len  polygnes  ^toil^. 


Georges    Doslor. 


1.  Söflnltioii.  Nons  dounerons  le  nom  de  polygone  rayoDii6 
k  tout  polygonc  compOB^  altematiTement  d'angles  saillants  et  d'angles 
reob-anU,  et  tels  que  les  cöt^B  de  cea  angles  sont  deux  par  deox  en 
ligne  droite. 

Teis  BOnt  les  polygones  ABCDE  (tig.  1)  et  ABCDEF  (fig.  2) 

2.  Chaqae  cötä  da  polygonc  rayoonä  Joint  los  sommeta  de  deux 
angles  saillauts,  eu  passant  par  les  sommets  de  deaz  angles  rentrants 
qui  lenr  sont  contigaB. 

ÄinHi,  dans  le  polygone  rayonnd  ABCDE  (fig.  1),  la  droite  AB, 
joignant  loa  Bommets  des  angles  saillants  A  et  B,  cn  passant  par  les 
Bommete  a  et  £  des  deux  angles  rentnuits  contigus,  est  un  cötä  du 
polygone. 

De  meme  dans  le  polygone  ADCDEF  (fig.  2),  les  droitea  AB 
et  EF  sont  des  cöt^s. 

3.  Un  polygone  rayonn^  a  antant  de  cöt^s  qae  d'angles  saillants 
et  que  d'angles  rentrants. 

Qaand  nous  parlerons  des  sommetB  on  des  angles  d'nn  polygone 
rayonnä,  nons  n'entendrons  parier  qne  des  angles  saillants  do  co 
polygone,  abstraction  faite  des  angles  rentrants,  &  moins  d'avis  contrairo. 

4.  II  est  Evident  qne,  si  Ton  parcourt,  dans  le  meme  sens,  le 
contonr  d'ua  polygone  rayonn^,  on  trouvem  an  ni€me  nombre  j>  de 
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aommcts  k  droitc  do  chaqne  cöte  et  anssi  un  mSmo  nombre  q  de 
sommets  Jt  gaoche  de  chaqne  cöte;  et,  si  n  designe  lo  nombre  des 
cötfis  do  ce  polygone,  od  aura  n=p-\~q-\-2. 

Dans  le  ppiitagone  rayonn^  ABCDE  (fig.  1),  on  a  p  ^  1  et 
9  =  2;  et  dans  l'hoxagODe  rayoDD^  ABCDBF  (fig.  3),  p  est  4gal  ä  I 

et  q  est  6gat  k  3. 

5.  Un  polygone  rayouuä  est  dit  de  l'cspgce  e,  lorsqae  leplos 
pctit  des  deux  nombres  p  et  g  est  ägal  k  e — 1. 

6.  Si  Tun  des  deux  nombrea  p  et  g  est  nul,  l'autre  sera  ^gal 
ä  »—2,  et  l'on  aura  e=:l-,  dans  ce  cas  lo  polygone  aera  conveie. 
Doiic  lea  polygones  convexes  sont  de  premifere  ospece.  Les 
anglos  rentrants  y  sont  ^gaux  iha^nn  k  deux  angles  droits. 

7.  Au  moyen  d'un  polygone  convcxe  abcrk/g...  (fig.  3)  do  n 
cöt^s,  OD  pent  avoir  tone  les  polygones  rayonn^s  de  n  cötes. 

8.  Le  polygone  convoxe  est  de  premiäre  espSce. 

Pour  obtenir  le  polygono  rayonn^  de  denxieme  espäce  ayant 
n  cöt6a,  OQ  Buivant  le  p^rimetre  dans  le  memo  sena,  on  prolonge  les 
cöt^  de  dem  en  denx,  jusqu'ä  lenrs  interaecticus  mntuelles. 

Ainsi  lea  cöt^s  ai  et  cd  se  coupent  en  A',  lea  cöt^s  od  et  ef 
en  B';  lea  cAt6s  ef  et  ga  se  rencontrent  on  C,  les  cöt^  ga  et  id> 
en  D';  et  ainai  de  snite. 

Si  le  polygone  convexe  donn£  a  an  nombre  impür  de  ci^t^s, 
c'est-i-dire  si  n  est  premier  avec  2,  toua  les  cöt^s  de  ce  polygone 
aurons  ilk  prolong^a  dans  lea  deux  aens,  et,  apr^s  avoir  dätemÜD^  n 
iutersections  de  deux  cöt^a  adjacents  k  an  mSme  troisi^me  cöt£,  on 
sera  revenn  au  premier  point  d'int«rsection  obtenn. 

Si,  au  contraire,  le  nombre  n  est  pair,  comme  le  cas  se  pr^Bente 
dans  la  fignre  2,  on  partira  du  premier  cöt£  ab  de  l'hexagone  abaijf. 
et  Von  prolongora  los  cflt^a  de  deux  en  deux,  ce  qui  fonmira  les 
troia  sommeta  A,  B  et  C;  puis  on  partira  de  memo  du  second  ettv 
he  eu  effectuant  des  prolongoments  auaiogues,  co  qui  donue  les  trots 
antrea  sommets  D,  E  et  F. 

9.  On  obtient  le  polygone  rayonn6  de  troisi^me  espöce 
ayant  »  cötäa,  en  prolongeant  de  trois  en  trois  les  cöt^s  du  poly- 
gone convoxe  do  n  c6t6a  juaqu'Jl  leara  intersectiona  mntnellea.  Ainsi 
lea  cAt^s  <A  et  de  se  coupent  en  A\  les  c6t^s  (2e  et^n  ae  rescoiitrcDt 
en  S;  ga  et  cf!  se  coupent  en  C\  et  ainai  de  auite. 

Si  le  nombre  n  dea  cdtöa  da  polygone  convexe  est  premier  avec 

DiqllZüdbvGLIOgk" 


Dontor;    Lei  polygones  ragnaaSi  et  Iti  polj/goit»$  Soilia.  377 

3,  touB  les  cöt^s  de  cc  polygonc  anront  6t6  proloog^s  dans  les  deax 
seas,  et,  apt^s  avoir  d^termin^  n  inteTBections  de  deux  cöt^B  adjaconts 
ä  dem  c6t&i  cootigas,  ou  aera  revena  an  premier  point  d'iDlersection 
obtena. 

Si,  an  contraire,  lo  nombre  n  est  divisible  par  3,  comme  cela 
86  präsente  ponr  Tcnu^agone,  on  fera  les  proloDgements  indiqD^s,  en 
partant  d'abord  da  premier  cöt4,  puis  da  eecond  et  enfin  dn  troisi^me 
c6te.  On  trouvera  ainai  qnc  rcnn^agon«  rayonnä  de  troisi^tne  esp^ce 
(fig.  4)  se  composc  de  trois  triangles,  doiit  las  ncuf  sommets  termi- 
neot  tea  nenf  rayons  d'anc  Stoile. 

10.  Oll  obtiendra  lea  polygonea  rayouiiäs  de  n  cöt^a,  qui  sont 
d'nuo  csp^co  aup^ricure  ä  la  troisi^me,  en  prolongcant,  dans  les  dcnx 
aena,  loa  cötös  dn  polygone  convexe  de  4  en  4,  de  5  en  5,  . . .  de 
n  — 2         n  — 2  ,      n~l  n  — 1         . 

Q  -  en  — g—  on  de   -  „      en  -  ö~   snivant    qne   «   est   pair   ou 

impair. 

11.  Ou  voit  ainai,  d'aprda  ccs  couatrncüona ,  qu'il  y  a  autant 
d'especes  de  polygones  de  n  cöt6s,  qu'il  eiiate  de  nombrea  entiers 
inferienrs  k  la  inoiti6  de  n  ou  de  n+1,  auivant  que  n  est  pair  ou 
impair.  La  premi^re  eap^ce  de  ces  polygones  est  le  polygone  con- 
vexe  de  n  cöt^s. 

II  y  a  2  esp^cea  de  pentagones,  2  eap^ces  d'hoxagonea,  3  d'hepta- 
gonea,  3  d'octogoncs,  4  d'ennäagones  et  de  däcagones,  et  ainsi  de  snite. 

12.  n  est  aiB6  de  s'aasnrer  que  le  polygone,  ayant  n  c6t4s,  de 
l'esp^ce  p,  peut  s'obtenir  au  moyen  dn  polygone,  ayant  n  uAt^a, 
de  Teap^ce  p — 1,  en  prolongeant  dans  ce  demier  les  cdtäs  de  deux 
en  deux,  dans  les  denx  aens. 

Ainsi  le  polygone  ABCDEFG  (fig.,  3)  s'obtient  ansai,  en  pro- 
lougeaut  de  deax  en  denx  loa  cötfis  dn  polygone  A'B'C'li'Ji'F'G' 
de  reap^ce  lmm6diatcment  infärienre  d'une  anit£.  En  effet  lea  cAt^ 
A'B'  et  CD'  BC  coupeut  en  C;  C'I/»tA.  E'F'  en  B;  E'F'  et  G'A' 
en  A\  G'A'  et  B'C  en  (?;  B'C  et  D'E'  en  F\  D'E'  et  F'G'  en 
E;  F'G'  et  A'B'  en  D. 

13.  On  Toit  encore  que  les  sommets  des  angles  Baillanla  dn 
polygone  d'nne  eapfice  quelconqne  sont  lea  sommets  dea  angles  ren- 
trants  du  polygone  de  l'csp^ce  immädiatement  sup^rieure. 

Dana  le  polygone  A' B' C' D' E' F' G'  (fig.  3),  les  sommets  A',  B', 
C,  ...  des  angles  saillants  aont  les  sommets  des  angles  rentrauts 
dn  polygone  ABCDEFG  de  l'espäce  imm6diatement  snp^rienre. 
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14.  Thtertaie  I.  La  diff^rünce  des  angles  BailUnts  de 
deax  polygones  rayonn^s,  ayant  le  meme  nombre  de 
cAt^s  mais  ^tant  de  denx  espöces  cons6cutiTeB,  est  con- 
stanto  et  ägale  ä  quatre  angles  droits. 

DÖBignoDS  par  8p-i  et  ^  lee  aomines  des  angles  saUlants  des 
dem  polygones  coiu6cntifa  de  «  cöt^s  A'B'C  ...  et  ABC. . .  (fig.  3>, 
qiie  noBB  snppoBeraiiB  Tun  de  l'espäce  p — 1  et  l'atitre  de  l'eap^ce  p. 

Tirons  les  droitea  AF,  FD,  DB, ...;  nouB  formonB  ud  polygone 
convexe  de  n  cöt^B  AFDB ...;  Bor  Iob  c6t&a  do  ce  polygoue  s'ap- 
paieet  les  n  triangles  AFüf,  FDB',  OBF",  ...  dont  les  aogles  aa 
sommet,  E',  B',  F",  . ..  soot  egaus  aux  an^es  saillanls  de  Tespece 
p — 1;  noDs  avouB  donc 

^1  —  2n  droita  —(ErAF-\~JeFA-\-B'FD+B'DF+  . . .). 

Hub  la  somme  des  ao^es  entre  parcutböses  49a]e  la  somme  des 
anglea  do  polygone  conTexc  AFDB...  de  n  c4t^,  moins  la  eonune 
des  angles  sailtants  dn  polygone  rayonn6  ABCD...  de  l'espjice  p; 
eile  ögalo  par  snite 

(2»— 4)  droits  — ^. 
On  a  donc 

5p.-i  =  2n  droits  — [(2n-4)  droits  -Sp], 
d'ob  OD  tire 
(I)  .^1  ~Bf  =  4  uigles  droits. 

15.  Corollalre.  Dans  tont  polygone  rayonn^,  la  diff^- 
rence  entre  la  somisu  des  angles  reutrants  et  uelle  des 
angles  aaillants  est  constante  et  6gale  &  qnatro  angles 
droits. 

16.  Th^orime  II.  Dans  tont  polygone  de  u  cAtes  et  de 
l'eBp^ce  p,  la  somme  Sp  des  angles  (angles  saillants)  est 
^galo  i  aatant  de  foiB  denx  angles  droits,  qa'il  y  a 
d'unitis  dans  le  nombre  de  cdtäs  diminne  dn  donblc 
nombre   de   l'esp^ce.         , 

Par  l'ägalit^  (I)  noas  avons 

Sp  —  Sp~i — 4  angles  droits-, 
tlonnant  i.  p  sncccsBivement  les  valcnrs  2,  3,  . . .  p-i,  p  et  observant 
qne  S^  —  (2« —  4)  droits,  on  forme  les  ^galitte 

S,  —  (2«— 4)  droitB  —4  droits, 
S,  =  £^—4  droits,. 

a,  —  Sp-i  —  4  droits. 
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Ajontant  ces  p — 1  egalit^s  membre  i,  membro  et  r^nisant,  on  ob- 
tient  la  valenr 

Sp  =  (2n—i)  droiU  —  4(p  — 1)  droiU  =  (2ii— 4p)  droits, 
ou 

(II)  ^  =  2(»—  2p)  angleg  droit«. 

17.  Corollafre.     Si  n   est  pair,    l'espfece  la  plus  iimic   sera 

ti — 2 
marqute  par  ie  nombre  —k~;  donc  on  anra 

(III)  Sj(«_2)  =  2[»— (»— 2)]  droits  =  4  angles  droitB-, 

et  Bi  n  est  impair,  l'espÄce  Ja  plus  ^Icv^e  sera  marquöe  par  le  nombre 
—5—  i  par  snite  il  Tiendra 

(IV)  Snn~i)  —  2[n— (n— 1)]  droits  =  2  angles  droita. 

ü  s'enBuit  qae  La  eomme  des  angles  du  polfgone  ray- 
onn6  de  l'esp^ce  la  plus  ^levgc,  parmi  ceux  d'nn  meme 
nombre  de  cötSs,  est  ^gale  ä  qnatre  ou  ii  denx  angles 
droits,  suivant  que  le  nombre  des  cAtSs  dn  polygone  est 
pair  OD  impair. 

Ainsi  la  somme  des  angles  dn  triangle,  dn  pentagone  de  2*^' 
csp^ue,  de  l'heptagono  de  S*""  esp^ce,  de  l'ennöagonc  de  i*"*  esp^ce, 
etc.  est  ^gale  ä  dem  angles  droite. 

18.  Th^OT-ime  HI.  Dans  tont  polygone  rayonnä,  la 
somme  des  angles  eit^rienrs,  qn'on  obtient  en  prolon- 
gcant  les  cöt^s  dans  le  mSmo  sens,  est  ägalo  iL  aatanl  de 
fois  qnatre  angles  droits  qu'il  y  a  d'uuit^s  dans  l'esp^ce 
du  polygone  rayonnä. 

En  effet  la  somme  des  angles,  tant  ext^enrs  qne  saillants,  est 
4gale  k  antant  de  fois  deoz  angles  droits  qne  le  polygone  a  de  som- 
mcls  ou  de  c6t£s;  mais,  si  le  polygone,  snpposö  de  n  cöt^a,  est  de 
l'eep^  p,  la  somme  des  angles  süllants  sera 

Sp  =  2(n—2p)  angles  droits; 
on  a  par  snito,  ponr  la  somme  8  des  angles  ezt^rleors 

.S  =  2n  angles  droits  — 2(n — 2p)  angles  droits 
on 

S=  (2n  — 2n+^)  angles  droits; 
donc 
(V)  S  =  p  fois  4  angtes  droits. 

Dans  le  pentagone  de  2^**  espto,  la  sommo  des  angles  extdrienra 
est  de  bnit  an^cs  droits. 
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§  n.     Lca  paljrgviet  riiynn«ei  rcgalien. 

19.  TMordine  I.  Dans  ud  polygonc  rayonnä  regulier, 
de    n   cöt^B   et   de   I'esp^cc  p,   chaqne  angle  saillant  e:: 

Ägal  i.  l'exc^s  de  deux  angles  droits  Bur  ~  angles  droit«. 

et  chaqne  aogle  ren  tränt  eat  §gal  ä  1 'exe äs  de  dem  angW: 

droits  Bür  — angles  droits. 

Car  les  n  angles  saillants  sont  ^aux  entre  em  et  teor  sohhdl' 
est  egale  ii  {2n—Ap)  angles  droits;  de  meme  lea  n  angles  rentraot: 
sont  äganx  entre  enx  et  lear  somnie  est  egale  ä  2n — 4(}t  —  1}  angli^ 
droits. 

20.  CorolUlre.  Daus  on  polygoue  rayonn^  regulier,  la  difference 
oDtre  un  angle  rentrant  et  an  angle  saillant  est  6gal  k  I'anglc  aa 
centre  da  polygone  r^galier. 

21.  Th^oräme  II.  La  snrface  da  polygone  regalierdc 
n  cöt6s  et  de  l'esp^ce  p  est 


Joignons  le  centre  O  &  an  sommet  A  de  ce  polygone  (fig.  h- 
et  aax  dem  sommets  voisins  A'  et  £*  da  polygone  r^golier  de  • 
cölis  et  de  I'espfece  p  — 1,  qui  sont  sita^s  sar  les  cöt^  ieans  ds 
Hommet  A  dans  le  polygone  de  l'espäce  p.  La  sarface  de  notn 
polygone  se  composera  de  n  qaadrilat^res  tels  qne  AA'OEf  ou  di 
2n  triangles  tels  qae  AA'O.    Kons  arons  douc 

P—2a.AA'0. 
Or,  dans  le  triangle  AA'O,  le  cöt£  AO  est  4gal  an  rayon  R  dn  coti1< 
cjrconscrit  an  polygone  donn6;  Tangte  OAA'  est  la  moitiä  de  Tan^rti 
A'AE  on  la  moiti^  de  la  «*"•  partie  de  (n — 2p)«,  de  sorte  qne 

OAd'  =  ^— -«; 

et  l'angle  AOA'  est  la  moiti6  de  la  «*■•  parüe  de  qnatre  angl« 

2»       n 
droits  on  6gal  h.  ^  =  -      La  surface  de  notre  triangle  AA'O  er 

ainsi  ^gale  ä 

.  »       P 

■      A^.i     •     ^  .  .1  Hin  — COB-Ä 

,    , siu.^ 0.A'. Bin  OAA'  ,       n        w     . 

^^  sin^^'O  =*"         P^^T'' 
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22.     Oorollaire  I.     Le   rayon   r  du   cerde   inscrit  dans   Dotre 
polyganc    rayoDu6    regulier   est    ^videmment   ägal    k  RiiaOAA'  = 


ÄBinig  — -w)  =  ÄcoB-n;  par  coDs^aeot  n 


23.  Coroll^re  II.    Le  demi-cAt4  ^  —  -ö-  da  polygone  regulier 

^tant  £ga]  ä  ScoaOAA' ^^  äcobI-„  — -«J  -=  Äsin-w,  il  vient  en- 
core 

siD  —  cot  -  K 

(vni) 

24.  Corollftin)  111.    On  d4duit  de  U  que 

(IX)  .   Ä  .   «  .   «     .P 

Bin—  sin—  am— cot-re 

P=i«ar. ~ -. .nr'— ~ ^ ina» "         ", 

■  P          P~l  P  P — 1  ■   P  P— 1 

sm-nco8^^ «  cos -Ji  coB*^— n  8in*-«coB*~« 

§  III.    Lcfl  p^jsaiei  itMH. 

25.  DefinltloM.  Farmi  1»  polygones  rayonn^s,  leB  noB  se  com- 
posent  de  polygones  convexes  distineta,  d'antres  an  contraire-ont  tin 
p^rimStre. 

Selon  Tosage,  nous  donneroDS  le  uons  de  polygone  6toil6  k 
tont  polygone  rayonnä  dont  les  cöt^s  forment  une  snita  continiie) 
tele  qn'en  Ics  parconrant  dans  le  meme  sens,  on  revienue  au  sommet 
de  d£part,  apr6s  avoir  pass^  par  t^ns  les  antres  Bommets  et  nne 
senle  fois  par  chacan  d'eux, 

TelB  sont  le  peutagone  (fig.  1),  l'lieptagone  (fig.  3) 
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26.  TliMr^me  1.  Etaut  donn^e  dne  conrbe  convese 
divis^e  en  n  parties  cons^cntivea  aux  points  0,  1,  2,  3,  ... 
(fig.  6.),  lorsqu'oa  Joint  ces  points  par  des  droitta,  de  p  en 
P,  i.  partir  de  Tun  d'eax,  do  0  par  exempte,  on  formera 
nn  polygoae  6toiU  si  les  nombres  n  et />  sont  premiers 
entre  eax  et  l'on  n'en  formera  qn'an. 

Eu  efiet,  si,  k  partir  dn  point  0,  on  Joint  leg  points  de  division 
de  p  en  p,  jusqu'ä  ce  qu'oo  ait  tir4  n  droites,  on  aura  franchi   sac- 
cesBivement  des  nombim  de  division  de  la  conrbe  exprim^  par 
(1)  p,     2p,     3p,     ...     np. 

Pour  tronver  tes  points  de  divisioh  par  les  quels  on  anra  pasa^ 
it  sofära  ^Tidemment  de  snpprimer,  dans  chacnn  d«  ces  n  nombres, 
le  plus  grand  maltiple  de  n  qni  y  soit  couteun;  les  restes  obtenns 
marqneront  tes  points  de  division  do  la  conrbe  qn'on  aura  reliös.  Or 
je  dis  que  les  n  restes  ainsi  obtonns  sont  tons  diff^renta. 

Car  Boicnt  r  et  r'  denx  quelconqncs  de  ces   restes;   les   deox 
nombres  correspondants  de  la  s^rie  (1)  seront  de  la  forme 
<,p  =  ß«+r,     «'p  =  ?"»  +  ••'■ 
Si  les  dcux  restes  r  et  r'  ponvaiont  etre  egaux,  on  anrait 
«p— «'p  —  (Jn  — |S'»    on    («  — «')p  ■=  (?  — |3'K 

et  le  prodait  (a — o')p  sentit  ainsi  divisible  par  n;  or  n  est  premier 
avec  p,  par  snito  U  difiscrait  la  diffärencc  tt  —  a',  ce  qni  est  impos- 
sible,  pnisqne  «  et  er'  sont  moiudres  qne  n. 

Douc  les  n  rcBtes  do  la  suite  (I)  sont  tons  differcnls;  et,  conimc 
11  sont  moindres  que  »,  ils  sont  form^s  par  lea  n  nombres  entiers 
0,  1,  2,  3,  ...  (n  —  1)  inf6rienrs  k  n,  pris  dans  nn  certain  ordre. 
Ainsi,  en  joignant  lea  n  pointa  de  division  de  notre  conrbe,  de  p  eu 
P,  par  nne  lignc  briste  continne,  on  aura  pasaä  par  tous  cgb  n  points 
et  nno  aeule  fois  par  chacou  d'onx;  donc  Ic  jiolygone  r^anltant  sera 
^toil^  et  de  l'esp^ce  p. 

27.  C*r*IUlre  L  n  est  Evident  qne  le  pärimätre  de  notre  polf - 
gone  6toiI6  sona-tend  np  divisiona  de  la  coorbe,  on  p  fois  la  courbe 


28.    Corollalre  II.    Si  les  nombres  »  et  p  avaicnt  un  divisenr 
conunnn  d,  on  vcrrait,  par  un  raisonnement  analogne,  que  le  poly- 

gone,  forma  en  les  points  de  p  en  p,  n'a  qne  -^   cCt^   et    qne    Bon 
p6rim6tre  sona-tend  -^  la  conrbe. 
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39.  TMttrime  II.  II  eiiste  autant  de  polygones  6toiI4« 
de  n  cöteB,  qa'il  y  a  d'anit^s  moins  nne  dans  la  iBOiti^ 
du  nombro  qai  exprime  combien  il  y  a  de  nombrea  en- 
tiera  inf^riears  ä  n  et  premierB  avec  Ini. 

Soieat,  en  effet,  1,  a,  b,  e,  ...  a—c,  n — b,  n— o,  n— 1  leg  nom- 
bres  entiers,  qai  Bont  infärietirs  fk  n  et  premiers  avec  loi.  BivisoDB 
une  coDrbe  fermäe  couveze  en  n  parties,  et  joignons  les  points  de 
diviBion  de  1  ä  1,  de  a  en  a,  Ae  b  &d  b,  ...  de  n— 1  i  n— 1.  Chacna 
des  nombres  1,  a,  b,  ...  (n— 1}  ätaut  premier  avec  n,  on  obtieudra 
de  la  Sorte  autant  de  polygones  i.  p^rim^tre  continu,  qn'il  jr  «  de 
nombrea  entiers,  iuf^rieurs  k  u  et  premierB  arec  lui. 

Mais  ces  polygonea  sont  dcux  k  deus  do  m§ine  esp^c«.  Cor  le 
polygone,  qa'on  obtient  en  joignant  les  points  de  diviaion  de  p  en 
p,  a  p~l  sommets  d'une.part  de  cbacnn  de  ces  c6t6s  et  «— p— 1 
sommets  dn  cöt£  opposä;  et  le  polygono  qn'on  obtient  en  joignant  Icb 
points  de  divisioa  de  « — p  k  »  —  p,  a  anssi  n — p  —  1  sommets  d'one 
part  de  ctiacan  de  cea  cdt6B  et  par  auite  p — 1  sommets  d'aatre  part; 
donc  ces  denx  polygones  sont  de  m@me  espöce. 

Or  dcnx  de  ces  polygones  aont  convexos;  parsnite,  Bt  n  eipiime 
combien  il  y  a  de  nombrea  inf^rienrs  it  n  et  premiers  avec  Ini ,  il 
existera  antant  de  polygones  ätoil^s  ayant  n  cöt^  qu'il  j  a  d'nnit^a 


On  troove  ainsi  qu'il  y  a  1  pentagone  ^toil6,  2  heptagones  Stoil^a, 
1  octt^one  6toiI4,  2  ennäagonoB  ätoiles,  1  d^cagone  6toil6,  etc. 


§  IV.    In  palyfain  iUlli»  rigülen. 

30.  Consid^rons  un  polygone  r6gBli«r  de  n  eöt^  et  de  l'esp^ce 
p;  ce  polygone  aera  itoilä  ai  p  eat  premier  avec  ».  Le  cAtä  C  de 
ce  polygone,  exprim6  en  valenr  du  rayon  R  do  cercle  circonscrit  sera 


Cette  fonntde  nouB  donnera  les   cAt^s  des   polygonea  r^goliers 
ftoit^s  de  5,  8,  10,  12,  16,  20  et  24  cAt^B. 

31.    PentafVM  rif aller  HMi.    None  avona  n  —  5  et  p  =  2; 
il  viendra  donc  poar  la  valeur  du  cöt£ 

C  =  2fiBin  y -=  2Äsin72«  =  jfi  yiO+äyS 
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On  tronvera  ensaite  la  sarface  P  de  ce  pcutagono  an  moyeD  de  la 
formiile  (VI),  qni  donne 


p=jgÄ»yöo-22  ys 

32.  Oetorone  r^r^«!*  ^toU^-    Paisqae  n  —  8etp'='3,  oni 

C=2ÄBin^  =  2ÄC0B|  =-Äy2+y2j 

.    I»        3«  -.  ,» 

Bin  ä  COB  ^  8in*ö- 

P=8ä». ^— 2;^ SB*.-~  -4ä*(V2-1). 

cos  -g-  COSj- 

33.  DicM^nne  regulier  ^toil^.  Ona  ici  «^•lO,  p  =  3-,  parsnite 


Appelona  C^  et  C^q  les  cöUs  da  pentagone  et  du  d^cagone  4toiI4s. 
qui  Bont  inacrits  dang  le  m6me  cercle  de  rayon  lt.    Nona  avons 

-Ä-+V. 

DoBC  lo  c6te  du  pentagone  regulier  6toil4  est  l'hypo- 
tönnse  d'uD  triangle  rectangle,  dont  les  deux  cdtäs  de 
1'angle  droit  Bont  le  rayon  et  le  cAt6  du  d^cagone  rägn- 
Her  ätoiU. 

Si  nouB  repräseutoDH  de  meme  par  P^  et  Pg^  Iob  sorfaces  de  ces 
dem  polygones,  nous  aorons 
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1  Sorte  qae  I\a  =  SP^,    Donc 

La  sDrfaco  da  ddcagooe  rägnlier  6toil£  est  double  de 
.  surface  du  pc^ntagone  regulier  ^toill 


§  V.    Les  pvljgvies  rollen  MiTem  i'mn  ■•■bre  pair  4e  eiM», 

34.  Tli^urömc.  L'aire  d'an  polygone  regulier  convexe 
d'un  Dombrc  pair  de  cdtäB  est  6gale  an  p^rim^tro  du 
polygoue  regulier  convexe  d'un  norobre  de  cöt^s  deux 
fois  moiiidrc  et  inscrit  dans  le  meme  ccrcle,  multiplid 
par  ta  moitiä  do  rayon  de  ce  cercle. 

Soit  AB  (tig.  7)  le  cöte  dn  polygono  regulier  do  2»  cöt^B  inscrit 
dans  le  corcle  0.  Tirous  ies  rayons  AO  ut  HO  Dt  monons  rapotheme 
Ol.    La  surface  1'  de  cc  [lolygoiic  sera 


McnoDB  la  corde  Aü  pcrpendicolairc  snr  le  rayou  BO,  qu'elle 
coupe  en  D.  Les  donx  triaugics  roctanglcs  ABD  et  BIO  6tant 
scmblables,  nons  avous  l'ägalite 

AB       AD 
BO        Ol  ■ 
qui  donoc 

BD 
AB X  Ol  =  AD  X  HO  —  ACX  -2^- 

II  TJendra  par  auite 

BO 
F=aACX-2-' 

ob  nAC  est  le  p^rimötre  du  polygone  r^gnlier  inscrit  do  n  cdt^  et. 
BO  le  rayon  de  co  cercle.  Notrc  proposition  se  trouve  donc  d6- 
moDtr^. 

35.  Co  th^or^me  foarnit  immediatement  rexpression  de  la  anr- 
face  dos  polygones  rögnliers  convexes  de  6,  8,  10,  12,  16,  20  et  24 

cflt^. 

Surraee  de  Thexafone  r^rulte''  Neos  avona  r  '^  3  et  AC  = 
^yS;  par  coDsäqneut  il  vieut 


96 
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Snrbees  de  r6«t«rone  r^^len    Posant  n  >=  4  et  AC='=  By'i. 
noDS  avons 

Pg  =  2JI»y2. 

Snrhee  da  d^csfOBe  rt^aller.     Pour  n  :=  5,  nom  avons  AC^ 
JfiV  10— 21/5,  d«  Sorte  qne 

Pjo  =  iÄ»yiO-2y5. 

Sarfiice  du  d«d6ea^iie  r£fiill«r.    Si  n  ^  6,  il  vieodra  AC^R 
et  par  suite 

PoljroM  riffulier  de  1«  edMs.    n— 8  donne  AC'~JiV2—y2; 
on  a  donc  

i\6  =  wy2-y2.  I 

Polygone   rtiinlier  de   20  viU^.    Fonr   n  =-  10,   ob  a   ^C  -= 

iBiVl—l),  de  Sorte  qne 

i*«,=-IÄ*(V5-l). 
Polygne  rtigmlier  de  21  cSt^.     Si    «•=12,   on  anra  AC -= 
y2— yS;  par  Buite  U  viendra  | 

/>M  — 6R*V2— ya.  ! 
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xxm. 

Beitrag  znr  Theorie  der  Unterdetermbumten. 

Von 
F.  Hosa. 


1)  Bekanntlich  lässt  sich  jede  Determinante  nt«a  Grades  in 
Teilprodnct«  zerlegen,  deren  jedes  ans  2  Unterdetermiaanten  heBteht, 
wovon  erstere  den  Grad  k  and  letztere  (n—t)  besitzt    Z.  B. 


■'^1 

ow  Ol»  «1*  <hi 

<^ 

°«  «M  »H*  "is        ,"11  «1»  '^aj 

Ol,    O«    «13 

■fcä 

°*1 

«»    «M    "„    03J,    -   1««    «M   «M 

"«  a«  «M  »«         «31  «a«  «aJ 

■1"1|-|"«  "«""!■ 
'""  '^'      lau  ««  <»«! 

i"»« 

"et  »63  <^  «fts! 

«11  «hj  <»ia 
+  "«  ««  «»s  . 

"Sl  »M  "«: 

:0„   a„  0„! 

«11  "w  «la 
—  ja»!  «ai  «»  • 

1«81   »U  «M 

|„       „              j"ll   «»U  <^» 

loa*  «fei 

V  «M  <>m[ 

—  j<»31  <hi  «m\  ■ 

lo*i  «M  O«' 

■41  "w  «w 
—  "«  a«  «la  . 

«äl  "M  "M 

,„       „1          l«»!  «M  «Ml 
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Fabrt  man  eine  kürzere  B ezeicb au ngg weise  ein,  nach  Art  jener, 
deren  sich  Sylvester  bedient,  indem  man  die  Indices  in  2  Reiben 
schreibt,  oben  die  der  Colonnen  und  unten  die  der  Zeilen,  so  tantet 
die  frühere  Formel 


11  2  3  46] 

|i  2  3  4  er 

112  3! 
■  ll  2  S| 

["l-l"!! 

14  6]  ,  jl23| 
!3  6|^!l25| 

\tl 

:i23:      :45|_ 

|l3  4|     12  5| 

112  31 
|l3  6| 

\imi\ 

14  5:  11  2  31 
ja  31     i2  3  4! 

:4  5 

|l5 

■12  3;     [4  51 

i2  3  sr  tl  4| 

-ins 

VH'ä 

n 

Hieraus  ist  das  Bildungsgesetz  der  Partialproducte  ersichtlich. 

Die  oberen  Indices  folgen  in  natürlicher  Ordnung,  die  unteren 
aber  bilden  Combinationen  der  tten  und  (n  — t)ten  Classe  der  Ele- 
mente 1,  2,  3  ...  «. 


Die  Anzahl  sftnuntlicher  Teilpunkte  ist 


Das  Vorzeicheo  richtet  sich  nach  der  Anzahl  der  Inversionen 
sämmtlicher  unteren  Indices,  dieselben  als  eine  Complexion  betrachtet. 

Diese,  wie  allgemein  bekannt,  von  Laplace  herrührende  Ent- 
wickelung,  lOsst  sich  jedoch  verallgemeinern,  indem  man  die  oberen 
Indices  auf  dieselbe  Weise  combinirt;,  wie  die  unteren. 

Auch  für  das  Vorzeichen  jedes  Teilproductes  Iftsst  sich  eine  all- 
gemeinere Regel  anfstellon,  die  auch  dann  gilt,  wenn  die  oberen 
Indices  nicht  in  natürlicher  Ordnung  folgen.  Unseres  Wissens  ist 
eine  solche  VeraUgcmeinening  noch  nicht  versucht  worden  und  daher 
darfte  die  nachfolgende  Abhandlung  als  eine  wesentliche  Vervoll- 
ständigung der  Laplace'schen  Zerlegnngsforrael  ganstige  Aufnahme 
erwarten. 

3)  Es  sei  eine  Determinante  nton  Grades 

"■-! hu»:::::-         <" 


Betrachten  wir  ein  beliebiges  Element  apq,  welches  in  der  pten 
Zeile  und  ^ten  Colonne  liegt. 

Entwickelt  man  Jn  nach  Elementen  der  pten  Zeile  oder  <;ten 
Colonne,  so  erh&lt  man  bekanntlich 
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A  =  £i—\)P*i.ari.^„-i.  (2) 

Hier  bedeutet  ^«-i  jene  Uutcrdctcrmiuante  erster  Ordnung  und 
{n  — l)ton  Grades,  welche  eutateht,  wonn  in  ^h  sowohl  die  pte  Zeile 
als  aucb  «ite  Colounc  weggelassen  wird.  Das  Summenzeichen  S  be- 
zieht sich  auf  Summanden,  welche  dadurch  gebildet  werden,  dasB  einer 
von  den  Indiccs  pq  constant  ist,  während  der  andero  alle  Werte  von 
1  bis  n  der  Reihe  nach  durchläuft.  Die  Anzahl  aller  Summanden  ist 
daher  n  und  ihre  Vorzeichen  werden  dnrch  (— 1)p+«  bestimmt,  wobei 
{p-\-q)  die  Anzahl  aller  Zeilen  und  Colonnen  bedeutet,  welche  man 
durchschreiten  mQsstc,  um  vom  ersten  Elemente  qj,  bis  zum  Ele- 
mente dp,  zu  gelangen,  wozu  aber  auch  die  Zeilen  und  Colonnen  üu 
rechnen  sind,  in  denen  «i,  und  opq  liegen. 

3)  Auf  ähnliche  Weise  Ifisst  sich  auch  A-i  entwickeln.  Zu 
diesem  Zwecke  wählen  wir  uns  aus  ^o  ein  beliebiges  Element  on 
heraus,  welches  mit  a^q  weder  in  der  nämlichen  Zeile  noch  Colonne 
liegt  and  bestimmen,  in  der  wievielten  Zeile  nnd  Colonne  von  ^h-i 
dieses  Element  erscheint.  Wäre  p  !>  f,  so  hätte  die  Weglassung  der 
ptcn  Zeüe  auf  die  Anzahl  der  Zeilen,  welche  in  /*b-i  zwischen  dem 
ersten  Elemente  nnd  an  liegen,  keinen  Einfluss.  Wäre  jedoch  jxCr. 
so  Stande  iä  Jh-\  das  Element  an  in  der  (r— l)ten  Zeile,  weil 
zwischen  der  ersten  und  rten  Zeile  eine  weggelassen  wurde.  Dasselbe 
gilt  bezüglich  der  Colonnen.  Hieraus  ist  ersichtlich,  dass  wenn  die 
Indices  pi-  eine  Folge  bilden,  d.  h.  in  natorlicher  Ordnung  folgen, 
die  Anzahl  der  Zeilen  um  1  vermindert  werden  muss'  nnd  wenn  die 
Indices  qa  eine  Folge  bilden,  dass  dio  Anzahl  der  Colonnen  nm  1 
vermindert  werden  mnss.  Bezeichnet  daher  a  die  Anzahl  der  Folgen 
in  den  Complexioneu  pr  und  q«,  so  mnss 

^»_,  -  Z(-l)'-^— .o,,.J„_2.  (3) 

Hier  bedeutet  /^n— 2  jene  Unterdeterminante  2ter  Ordnung  und 
(n  — 2)tßn  Grades,  welche  aus  ^«-i  entsteht,  wenn  man  jene  Zeilen 
und  Colonnen  weglässt,  in  denen  das  Element  on  vorkommt.  Auch 
kann  man  .^«-3  unmittelbar  aus  *^ii  erhalten,  wenn  man  jene  Zeilen 
und  Colonnen  weglässt,  welche  durch  die  Elemente  Ofq  and  on  geben. 

4)  Nnn  sind  wir  auch  im  Stande  die  Frage  zu  beantworten: 
Welches  ist  die  Summe  aller  Glieder  einer  voUBt&ndig  entwickelten 
Determinant«  Jn,  in  denen  zwei  beliebte  Elemente  opf  und  a„  als 
Factoren  vorkommen?  Die  verlangte  Summe  folgt  ans  den  Formeln 
(2)  und  (3)  und  bat  den  Wert 

S^  _  {~\)'->.a„.ar,.Jn-i,  (4) 

wo 
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So  z.  B.  iat  in  der  DetermiDaüte 

j  «li    ■  ■  ■   «16  I 

I  «51   ■  ■  ■   O»  l 

<lje  Snmme  jener  Glieder,  welche  dio  Klcmonto  a^a,^  enthalten,  gleicb 

j  «11   "is   «1*  { 
l«5I   «M   «m! 

oder  die  Stimme  jeuer  Glieder,  welche  oji"«]  enthalten,  gleich 

j  "it  "M   «IS  I 

I  a,j  (1^4  aa  I 

5)  Eine  weitere  Frage  wftre,  wie  viele  solche  Summen  S^  Ober- 
haupt aus  ^H  möglich  sind.  Gewiss  so  viele,  als  Prodncte  ay^.an 
so  gebildet  werden  können,  dass  p  verschieden  sei  von  r  nnd  q  von  «. 
Hierbei  kann  p  mit  q  sowie  r  mit  ■  auch  gleich  sein.  Sie  Indices 
pr  und  qs  bilden  daher  Combinationen  der  Elemente  I,  2,  3,  ...  n 
zur  2ten  Classe.  Da  jede  aolclie  Combination  sowohl  fQr  pr  als  anch 
q*  gesetzt  werden  kann  und  weil  os  erlaubt  ist,  sämmtliehe  Combi- 
nationen, die  an  Stelle  von  pr  oder  gt  stehen,  nmzukehren  (zu  vaiiireD), 

so  ist  die  Anzahl  aller  möglichen  Prodncte  Ofq.an  gleich  ^(q)  ■ 

Entwickelt  man  die  Dctenninante  J»—i,  so  erhält  man  (n — 2)! 
GliejJer,  welche  mit  o^-otm  multiplicirt  und  den  entsprechenden  Tor- 
loichen  versehen,  die  Snmme  S,  geben.     Solcher  Summen  sind  aber 

2|n|  ,  folglich  entsprechen  sie 

26)'.(»-2)!-0..! 
Gliedern  der  nrsprauglichen  Determinante  dn.    Hieraus  ist  ersichtlich, 
dass  wir  auf  diese  Weise  („jmal  mehr  Glieder  erhalten,  als  durch 

unmittelbare  Entwickolung  von  ^n.  Wählen  wir  eine  beliebige  Com- 
bination  pr  ans,  behalten  dieselbe  constant  nnd  lassen  q»  alle  mög- 
lichen Variationen  durchlaufen,  so  erhalten  wir  2Lj  Werte  far  .S, 
und  hiermit  zusammen 


it) 
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von  einander  vcrschiodene  Glieder  der  Determinante  d»,  die  also 
znaammeu  ^h  gcbon  mOBB«D.  Daher  lässt  sieb  d^  in  Teilproducto 
von  der  Form  Sj  zerlegen.    Nun  können  aber  die  coustanten  Indices, 

seien  es  pr  oder  qi,  auf  („]  verschiedene  Arten  gebildet  werden, 

folglich  sind  („I  verschiedene  Entwicklungen  von  ^„  in  Teilprodocte 

S^  möglich.     Endlich  können  wir  noch  bemerken,  dass  die  Summe 

aller  8^  jedes  Glied  von  ^„  (qjmal  enthalten  mnss. 

6)  Betrachten  wir  pr  als  constant,  so  werden  je  zwei  Werte  von 
Sg  sich  bloss  durch  die  Ordnnng  der  Indices  q»  also  bloss  durch  das 
Vorzeichen  anterscheiden  und  können  vereinigt  werden,  wodurch  die 
Summe 

T,  -  i~»-\TZ[^-'-^-»-\i  ;!■<'-»    (*) 

{  Qrf  On  I  I P  »^  I 

entsteht     Dasselbe   gilt,   wenn  q»  als   constant  angesehen  werden. 

Solcher  Summen  7,  gibt  es  daher  (»)  ,  von  denen  ( „1  genügen,  nm 

alle  Glieder  der  Determinante  ^h  zu  bilden.     Es  Iftsst  sich  also  dn 

Arten  in  Teilprodncte  von  der  Form  T^   zerlegen,   indem 

man  die  constanten  Indices,  seien  es  pr  oder  qa,  ans  den  Elementen 
],  2,  3,  ...  n  combinirt  ond  jede  solche  Combination  mit  allen  Com- 

binationen  derselben  Elemente  der  Reihe  nach  zn   1  vereinigt 

Z.  B.  '''  "" 

11  2  3  41  _     1121    iS  41      1131    12  41  1141   12  31 

|l  2  3  4|  —      I2  4!  ■  |l  31  +  I2  4' '  |l  31  I2  4I  ■  jl  3I 

|23]    11  4[      1241    113!      13  41    ]1  21 

;24!"!i3i+l24r!i3J   I24I  |i3r 


K^) 


I12  3  4l_il2|   |34|_ 
k  2  3  4|  ~  12  31   |1  4! 


12  41   11  31      j3  4|    1121 
,2  3[   |14]T^|2  3|    14" 


112  3  4|_|231   |14]      1231    jl  41  ,12  31    114 
3  41      Il3!'i2  4i  +  ll4n2  3 


|1  2  3  4l  —  ll  2|   !3  4 


1231    114]      '231   1141      |23i   1141 

i23ni4i  i2  4ni3!+|3  4rii2r 
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Solcher  EutwickluDgeu  aiud  (q)  =  6  möglich.    Ans  diesem  Beispiele 

iat  ersichüicb,  wie  praktisch  unsere  ßegel  fUr  das  Torzeichen  jedes 
Teilprodactes  ist,  indem  dasselbe  bloss  sns  den  ludices  der  ersten 
Vulcnleteiminaute  folgt.  Auch  musa  bemerkt  worden,  dass  dies« 
VorzeicboQ  auch  ails  der  zweiten  Untcrdctcrminantc  auf  gleicbe  Weise 
folgen  würde,  wie  später  allgemein  nachgewiesen  werden  soll. 

7)  Beschränken  wir  uns  bei  der  Entwicklang  der  Determinante 
Jk  bloss  auf  solche  Arten  der  Entwicklang,  bei  denen  die  Indices  pr 
und  3«  in  natOrlicher  Ordnung  folgen,  so  wird  immer  «  =  2  sein 

und  setzen  wir 

80  mass 

^„  =  Z(— l)'-..h'!.J„_2.  {6} 

Ans   dieser  Formel   ersieht  man,    dus  das  Vorzeichen  jedes  Toil- 
prodnctes  bloss  von  der  Summe  ig  der  Indices  der  Determinante 
abhängt. 

,  8)  Kehren  wir  nun  zur  Formel  (4) "  zurück  nnd  vorsnchen  die 
Unterdeterminante  .^n-a  zn  zerlegen.  Diese  Determinante  entsteht 
bekanntlich  dadurch,  dass  man  in  J„  jene  Zeilen  nnd  Colonnen  wog- 
lässt,  in  denen  die  Elemente  o/,^  und  an  vorkommen.  Es  sei  nun 
aiu  ein  beliebiges  Element  von  ^h,  jedoch  so  gewählt,  dass  es  mit 
keinem  der  beiden  Elemente  opq,  oi,  in  einer  Reihe  liegt. 

Um  ^n-i  nach  der  Formel  (2)  zerlegen  zn  können,  ist  es  not- 
wendig zu  wissen,  in  der  wievielten  Zeile  und  Colonne  von  <*»_ä  da« 
Element  ata  vorkommt.  "Wäre  p>r>i  und  5>«;>-u,  d.  h. 
bildeten  die  Complexionen  pri  uud  qeu  keine  Folgen,  so  hätte  das 
Weglassen  der  pten  und  rten  Zeile,  sowie  der  gten  nnd  »ten  Colonne 
keinen  Einfluss  auf  die  Position  des  Elementes  («„.  Wenn  jedoch 
diese  Complesioncn  auch  Folgen  euthaltcu,  so  entspricht  jeder  solchen 
Folge,  die  bezüglich  der  letzton  Indices  i  oder  u  stattfindet,  eine 
Verminderung  der  Anzahl  der  Zeilen  oder  Colonnen  nm  1.  Wenn 
z.  B.  p<;(  wäre,  so  würde  zwischen  der  ersten  und  (ten  Zeile  die 
pte  Zeile  feblea  Dasselbe  kann  man  von  den  Colonnen  sagen. 
Bezeichnen  wir  daher  mit  ß  die  Anzahl  der  Folgen  in  den  Com- 
plexionen  prt  and  qua  bezüglich  der  letzten  Elemente  t  nnd  u,  so 
stellt  i-f-B— 13  die  Anzahl  der  Zeilen  und  Colonnen  der  Unterdeter- 
minant«  ^„-a  dar,  welche  vom  ersten  Elemente  an  bis  znm  beliebten 
a(«  vorbanden  sind.    Daher  kann  nach  der  Formel  (2) 

^„-2=  i(— 1)'+«  ^,„,„.4„_^  (7J 
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gesetzt  worden,  wobei  ^h-s  jene  Unterdeterminanto  Stcr  Ordnung 
und  (>i  —  3)  ten  Gradoa  bedeutet,  welche  ans  J«-^  ontsteht,  wenn  man 
jene  Reihen  neglässt,  in  denen  atm  vorkommt  Jn-a  kann  auch  an- 
mittclbar  aus  j1„  durch  Weglassnug  jener  Reihen,  in  deocn  ap,,  an 
und  1(1,  vorkommen,  gebildet  werden.  Das  Sammeuzeichen  £  bezieht 
sich  auf  solche  Summanden,  welche  entatehcn,  weun  einer  von  den 
lüdicGS  (u  (konstant  ist  und  der  andere  alle  Werte  mit  Ansnahme  der 
gleichnamigen  Indices  in  ip,  und  «n  nacheinander  annimmt,  ^cnn 
z.  B.  i  constaut  ist,  so  kann  u  alle  Werte  von  1  bis  »  mit  Ausnahme 
von  q  und  «  annehmen.  Jedenfalls  enthält  also  die  Summe  21  hier 
immer  (n — 2)  Summanden. 

9)  Bezeichnen  %,,  a,,,  at„  drei  beliebige  verschiedenen  Zeilen 
und  Colonnen  angehürigo  Elemente  der  Determinante  Jn,  so  ist  die 
Frage,  welches  die  Summe  jener  Glieder  dieser  vollständig  entwickel- 
ten Determinante  ist,  in  denen  alle  drei  Elemente  als  Factoren  vor- 
kommen. Ans  der  Vereinigung  der  Formeln  (2),  (3)  nnd  (7)  folgt 
die  verlangte  Summe 

S^  =  (—ly.-^.ap^or.aiu'^n-i,  (8) 

wenn 
und 

/j  bedeutet  also  die  Summe  der  Indices  der  iicgcbenen  Elemente  nnd 
ilj  die  Anzahl  siLmmtlicher  Folgen  in  den  Coniplexionen  pri  und  f«». 

So  z.  B.  wäre  die  Summe  jener  Glieder  der  Determinanto 


darzustellen,  in  denen  die  Elemente  otsfa^a  »'s  Factoren  vorkommen. 
Die  Summe 
V  ■  H  =  ^ 

und 

is=-4, 
folglich  ist 

Anf  gleiche  Weise  erhielten  wir  die  Summe  jener  Glieder,  in  denen 
die  Elemente  <hi<hi''u  vorkommen: 
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Glieder  ans  der  Deteriniaante  ^a.    Da  letztero  bloss  n!  Glieder  eDt- 
bält,  Eo  niUsson,  wie  spHter  bowieson  werden  wird,  anf  diene  Weise 
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10}  Fragen  wir  nach  der  Anzahl  aller  Sammon  Sg  binsicfatlich 
der  Determinante  ^m,  bo  ist  leicht  einzusehen,  dass  dieselbe  f^eich 
ist  der  Anzahl  aller  möglichen  Producte  apg-art-aim-  Da  die  Anzahl 
der  Coznbinatlonen  von  n  Elementen  1,  2,  3,  ...  n  znr  3ten  Classe 

gleich  iBt(„l  nnd  jede  solche  Comhioation  sowohl  fbr  die  Indices 
prt  als  anch  qsu  gesetzt  werden  kann,  nnd  weil  entweder  die  ersten 
oder  die  zweiten  Indices  nebstdem  anch  permatirt  (variirt)  werden 

können,   eo  erreicht  die  gesuchte  Anzahl  die  HOhe  3!(„j  • 

Entwickelt  man  ^»-s,  so  erhält  man  (n — 3)!  Glieder,  daher 
repräscntirt  jedes  S^  im  Ganzen  (n— 3)!  verschiedene  Glieder  tob 
Jh  und  sUmmtliche  S^  enthalten  also 

iro; 

1  S] 

immer  1„|  gleiche  Glieder  zum  Vorschein  kommen.     Es  ist  hiermit 

der  Schlnss  nahegelegt,  die  Determinante  Jn  lasse  sich  anf  ( « j  Arten 

in  Tcilprodncte  von  der  Form  S^  zerlegen. 

11)  Nehmen  wir  an,  die  Indices  pH  und  qm  folgen  in  natfliücher 
Ordnnng,  so  mnss  sein 

nnd 

St  =  (— l)'..<l„flri<H«A-8.  (9) 

Permntirt  man  entweder  prt  oder  qm  und  zwar  durch  snccessiTe 
Vertanachnng ,  so  ändert  sich  bei  jedesmaliger  Vertanschung  zweier 
Indices  die  Anzahl  der  Folgen  um  eine  ungerade  Zahl,  folgUcb  ent- 
spricht jeder  Verlauschang  eine  Yerändening  des  Vorzeichens. 

Vereinigt  man  aber  sämmtlicbe  so  erhaltenen  Prodncte  8^,  so 
erhält  mau 

,apq  opt  Oj.»! 

aiq  att    atu\ 

-'-»'■\l'rl\''-'-  <"» 

Tg  repräsentirt  die  Snmme  von  3 !  Prodncten  von  der  Form  S^  Die 
Anzahl  aller  möglichen  7j  ist  daher  j„|  ■ 
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Weil  nun  ^»-3  bei  vollständiger  EDtwickolnnfi;  («  — 3)!  Glieder 
ODthält,  so  kommen  in  T^  im  Ganzen  3!(n — 3)!  verschiedoDe  Glieder 
vOD  Jh  vor,  und  weil 

3lQ.<.-3)!-»!, 

80  genUgen  f^l  solche  Teilprodncte  Tg  zar  vollstAndigen  Entwii;k6- 

lung  von  Jn.    Folglich  mnss  sein 

4._i(-l)'..j«^»|A-,  (II) 

WO  das  Snmmenzeichen  £  sich  auf  Somm^uiden  bezieht,  welche  ent- 
stehen, wenn  eine  Zeile  der  Indices,  entweder  q»u  oder  prt,  constant 
ist,  während  die  andere  alle  Combinationen  der  StenCtasso  der  Ele- 
mente 1,  2,  3  ...  n  der  Beihe  nach  dnrchl&nft. 

Da  nno  die  constanten  Indices  auf  l„  j  Arten  aas  den  Elementen 
1,  2,  3  ...  n  combiüirt  werden  können,  so  stellt  die  Formel  (11)  im 
Ganzen  l„)  verschiedene  Entwicklungsorten  von  ^n  dar,  d.  fa.   Jn 

lässt  sich  auf  In)   Arten   in   Teilprodncte   von   Unterdeterminanten 
3ter  nnd  (n— 3)ter  Clasae  zerlegen. 
So  ist  z.  B. 

112345'      |2  351    II  41      ^2  3 .".      14'      |2  3  5j    [14; 

|l  2  3  45|~|l  23M45I  12  4r,35|  +  |l  2  5] '[341 
,  '2361  ]14|_|23.'i!  l  4  .2  3  .')|  1  4|  2  3  6:  jl  41 
"•"  il  3  4]  ■  i2  5|      |l  3  51'  2  41  +  il  4  5;  ■  ,2  ;i:      ,23  i'  |l  b\ 

;235j    |14|__|235l    1  4|      2  3  5    141 

"'"i2  8  5r  |l4i       |2  4  5r  'l  3i"'"i3  4  5; '  ;1  2!' 

Diese  Entwicklnng  enthält  (~|  =>  10  Teilprodncte  und  könnte 
auf  10  verschiedene  Arten  geschehen.  Bio  Bestimmung  des  Vor- 
zeichens ans  der  Summe  der  Indices  ist  höchst  einfach  nnd  daher 
fUr  die  prakUsche  Berechnung  geeignet.  Anch  ersieht  man  ans  dem 
angeführten  Beispiele,  dass  das  Vorzeichen  ebenso  aus  der  Summe 
der  Indices  des  zweiten  Factors  jedes  Teilprodnctes  folgt.  Denn  die 
Summe  sämmtlicber  Indices  ist  stets  eine  gerade  Zahl,  folglich  mUssen 
die  Snmmen  in  den  Factoren  zn^^eich  entweder  gerade  oder  ungerade 
Zahlen  sein. 

12)  Durch  fortgesetzte  Zerlegung  erhält  man  auf  gleiche  Weise 
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^n-a  ■=  i(— !)•+»-'/.<.„.  J„-4.  {12) 

Hier  bedeutet  orz  ein  beliebiges  Element  der  Dctermiuante  Jh,  jedoch 
darf  dasselbe  mit  keinem  der  Elemente  a„,  a,„  ai„,  denen  eben  ^m-i 
eutspricht,  in  derselben  Reihe  liegen.  ^«-4  ist  jene  Unterdetermi- 
nante 4ter  Ordnung  und  (n — 4)ten  Grades,  welche  aus  -^„  dorcb 
Weglassnng  der ;i ten,  rten,  tten  und  vten  Zeile  nebat  der  qten,  «ten, 
Mten  und  jcten  Coloune  entsteht,  y  bedeutet  die  Anzahl  Folgen  in 
den  Gomplexionen  prtv  nnd  qtva  bezüglich  der  letzten  Elemente  c 
und  X.  Das  Summenzeichen  £  bezieht  sich  auf  Summanden,  welche 
cutstehen,  wenn  einer  von  den^Indices  «,x  constaut  ist,  während  der 
andere  alle  Werte  von  1  bis  »,  mit  Äueaabme  der  eutsprochenden 
Indices  von  op^,  on  und  «/,,  der  Reihe  nach  annimmt.  Wäre  z.  B. 
f  constant,  so  würde  x  die  Werte  1,  2,  3,  ...  «  mit  Ausnahme  von 
g,  s,  u  annehmen. 

13)  Wählen  wir  uns  aus  den  Elementen  von  dn  vier  beliebige 
jedoch  verschiedenen  Zeilen  und  Cotonnen  angehörige  Elemente  opf, 
Ort:  i(»  und  a^i  auB,  so  mnss  die  Summe  jener  Glieder  von  ^h,  welche 
dieselben  als  Factoren  enthalten,  durch 

S*  -  {—iy'-*'.ap,ar,aiua.4dn-4  (13) 

dargestellt  werden,  wobei 

und  Xf  =  ''+ß+Y- 

k^  bedeutet  die  Anzahl  sämmtilicher  Folgen  in  den  Compensionen 
prtv  nnd  qtute. 

So  ist  z.  B.  für  die  Determinante 


die  Summe  jener  Glieder,  in  denen  die  Elemente  ou,  a^j,  0,7  und 
oy,  als  Factoren  vorkommen: 


'4  =  (— l)'*'^6'*ls"lJ°6» 


Ojl  "M  <»SS  <^| 

«M   <^U  "«  °ä8 

•»ji  'ht  <h6  tht  r 

ogi  ÖM  «ga  oggl 


14)  Wie  gross  ist  die  Anzahl  aller  mdglichen  Prodncto  S«?  Sie 
betrtlgt,  wie  leicht  za  erweisen 


=  ö- 
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Da  i^«-4  aus  (n~4)!  Gliedern  besteht,  bo  repr&sentiren  alle  Si  im 
Ganzen 


4,  Q-(.-4„  _(;;)..! 


Glieder  der  entwickelten  Determinaate  ^n-  Weil  aber  ^«  bloss  n! 
Gliedei'  enthalt,  so  werden  je  I  .  I  gleicbe  Glieder  vorkommen,  woraas 

man  schon  schliessen  könnte,  doss  Jk  anf  ( .1  Arten  in  Teilproducte 

von  der  Form  S^  zerlegt  werden  kann.  Nehmen  wir  an,  die  Indices 
prtv  und  (j>nuc  folgen  in  natürlicher  Ordnung  anf  oinander.  Dann  ist 
Af  jedenfalls  eine  gerade  Zahl  nnd  in  Folge  dessen  wird 

16}  Dnrch  blosse  PermutatioD  der  ersten  oder  zweiten  Indices 
ändert  aber  S^  bei  jedesmaliger  Vertanscbung  zweier  Indices  das  Vor- 
zeichen.  Folglich  müssen  alle  anf  diese  Weise  gebildeten  S^  die  Snmme 

I-._(-l)...!'7i.A-.  (15) 

•        '        '       \prtv  I  ' 

geben.  Da  4!  Frodncte  von  der  Form  £4  ein  Product  von  der  Form 
Ti  geben,  so  ist  die  Anzahl  aller  T^  gleich  ( .1  .  Weil  femer  ein 
Teilprcdnct  r^  entwickelt 

4l(n-4)! 

Glieder  von  Jn  liefert  nnd  weil 

4lQ.(.-4)I  =  »l, 

SO  reichen  (  .  I  solche  Teilproducte  7«  hin,  um  alle  Glieder  von  ^h 
ZD  bilden.    Folglich  mass  sein 


wo  das  Snmmenzeichen  £  sich  auf  Summanden  bezieht,  welche  ent- 
stehen, wenn  eine  Zeile  der  Indices  constant  ist,  wilhrend  die  andere 
alle  Combinationen  der  4teu  Classe  der  Elemente  1,  2,  3  ...  n  der 

Reihe  nach  durchläuft.  Ihre  Anzahl  ist  Li,  d.  h.  so  viel  als  gerade 
nötig  ist.    Da  die  constanten  Indices  anf   Li     verschiedene    Arten 
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combinirt  werden  kOonen,  so  Bind  I  .  j    verschiedene  Entwidmungen 
nacii  (16)  mögiicli. 


112  8  4667.      11234!    16671      |1  2  3  51   14671 

|l  2  3  4  6  6  71  ~  |3  4  6  71  ■  ll  2  5|      |3  4  6  71 '  |l  2  s] 

,11236     i457|_11237|     4  6  61 

+  |3  4  6  7;  ■  |l  2  5i      Is  4  6  7|    11  2  61 

+ 


Die  AnzabI  aller  Teilprodact«  ist 


(I)  =  (3)  = 


und  Ulf  ebensoviel  Arten  könnte  die  Zerlcgang  geschoben. 

Dos  Vonteiclien  jedes  Toilprodactes  folgt  sowohl  ans  den  lodices 
des  ersten  als  auch  ans  denen  des  zweiten  Factors,  denn  die  Sanunen 
dieser  Indices  mfissen  in  beiden  Factoren  zugleich  entweder  K^rade 
oder  ungerade  Zahlen  sein. 

Iti)  Wenn  wir  auf  diese  Weise  in  der  Zerlegung  fortfahren  würden, 
kämen  wir  zu  folgenden  allgemein  giltigen  Resultaten : 

a)  Die  Summe  jener  Glieder  der  entwickelten  Determinante  nten 
Grades  J^,  welche  k  beliebige  aus  verschiedenen  Zeilen  und  Colotmen 
genommene  Elemente 


als  Factoren  enthalten,  ist 

Sk  =  (— l)'*"^».<iMOnau  ...  a,,.4.-i  (17) 

wobei 

»  =p  +  ,  +  r+.  +  J+„+  ...  +,+.. 

i.k  bedeutet  die  Anzahl  oller  Folgen,  welche  in  den  Complexionen 
pr(  ...  y  und  qm  ...  "  stattfinden. 

Jn-k  ist  jene  Unterdeterminante  fcter  Ordnung  und  (n— i)teu 
Grades,  welche  ans  ^n  entsteht,  wenn  man  jene  Zeilen  und  Colosnoa 
w^läflst,  in  denen  die  Elemente  a,^,  an,  otv  ...  a,,  vorkommen. 

b)  Die  Anzahl  aller  möglichen  Summen  Sk  betragt  ^'  (  l)  - 

c)  Alle  diese  Summen  St  enthalten  im  Ganzen 
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Glieder  der  entwickeltoii  DetermiDaute  ^h,  ^ao  f?|maliaebr,  als  in 
^H  Torkommen. 

d)  Wenn  die  Indices  pri ...  y  und  qm . . .  z  in  natürlicher  Ordnung 
aufeinander  folgen,  so  bedeutet  It  stets  eine  gerade  Zahl  und 

St  —  {,—  \)'^.apqartatu  ■•■  O/fn^ii-t  (18) 

e)  Lässt  man  die  einen  Indices  constant  und  i>ermatirt  die  an- 
dern, so  entapriclil  jeder  Vertanschnng  zweier  Indices  eine  Aenderung 
des  Vorzeichens,  und  vereinigt  man  alle  so  erhaltenen  Werte  von  Sk, 
HO  entsteht 

«='-"''!?:  ::;;h-'  <«> 

f)  Die  Anzahl  aller  möglichen  'D,  ist  l"j  ,  weil  I:!  Summanden 
von  der  Form  S„  zu  einer  Summe  71  vereinigt  werden. 

g)  Zur  vollständigen  Entwicklung  der  Determinante  <^h  genOgen 
Teilproducte  von  der  Form  21,  weil 

"•©■<"-'"-"' 

h)  Folglich  muBS   sein 

^.-£(-i)'..j^-;-;;j.^._.  (20) 

wobei  S  eine  Snmme  von  1 .  |  Summanden  darstellt,  die  gebildet 
werden,  wenn  eine  Zeile  der  Indices  constant  ist,  während  die  andere 
aUe  Combinationen  £ter  Classe  der  Elemente  1,  2,  3  ...  n  darchlänft. 


C) 


(:)' 


i)  Weil  die  constanten  Indices  anf  ( ,  I  verschiedene  Arten  com- 

binirt  werden  können,  so  gibt  es  nach  obiger  Formel  (. )    verschie- 
dene mCgliche  Entwicklangen. 

k)  Da  der  erste  Factor        ,     "     i  eine  Unterdelerminante  ftten 

\prt   ...  y' 
Qrades  ist,  so  kann 
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J^  -  S(~l)'iJiJ^-l,  (21) 

gesetzt  worden,  wo  Jt  eine  beliebige  UnterdetermiDante  tten  Grades 
and  ^n~k  die  atljancte  Unterdcterminanto  (H  —  k}tea  Grades  bodeotet, 
welche  ans  Ja  entsteht,  indem  man  jene  Reihen  wcglässt,  die  in  Jt 
erscheinen,    i»  bedeutet  die  Summe  der  Indii'ca  von  Jt. 

I)  Weil  aber  die  Ordnung  beider  Factoren  umgekehrt  werden 
kann,  so  kann  man  unter  it  auch  die  Summe  der  Indices  von  dn-t 
verstehen.  Das  Vorzeichen  jedes  Tcüproductea  resultirt  also  sowohl 
aus  dem  ersten,  als  auch  aus  dem  zweiten  Factor  des  Teil  pro  duct^^s. 
was  auch  ans  dem  Grande  folgt,  dass  die  Summen  der  Indices  beider 
Factoren  zugleich  gerade  oder  ungerade  Zahlen  sein  müssen,  weil  die 
Summe  aller  Indices  stets  eine  geratle  Zahl  ist. 

17)  Um  also  eine  Dctermiuaute  utcn  Grades  in  Teilproduete  aus 
je  einer  Untcrdeterminanto  fcten  und  einer  (ii  —  i)tcn  Grades  zu  zer- 
legeu,  bilde  man  aus  den  Indices  1,  2,  3...n  eine  beliebige  Com- 
binatiou  iter  Classe.  Diese  set/o  mau  entweder  als  erste  oder  zweite 
Indices  der  Unterdcterminaute  kUm  Grades  und  heliatte  sie  coustant 
in  allen  Tcilproducten, 

Die  constantou  Indices  der  Uutcrdetcrmiuaute  {«  — t)t^n  Grades 
erhält  man,  wenn  mau  alle  Indices,  die  in  der  früheren  Combiuatton 
nicht  vorkommeu,  in  natürlicher  Ordnung  in  dieselbe  Zeile  des  zweiten 
Factors  setzt. 

Die  vanablen  Indices  des  ersten  Factors  bilden  alle  Combinationen 
Ater  Classe  sämmüicher  Indices.  Die  variablen  Indices  des  zweiten 
Factors  enthalten  immer  alle  übrigen  Indices,  die  in  der  ersten  Com- 
bination  nicht  vorkommen,  in  der  uatürliclien  Ordnung. 

Das  Vorzeichen  jedes  TeUproductcs  ist  +  oder  — ,  jeuochdem 
die  Summe  sämmtlicher  Indices  eines  der  beiden  Factoren  eine  ge- 
rade oder  ungerade  Zald  ist. 


=dbv  Google 


Hold:    Veber    Valtrdtierxiiaanltit  «i 


XXIV. 
Ueber  Unterdetermiiuiiteii  einer  adjunglrten  Determliunte. 


Der  folgende  Satz  wurde  nrspraDglicli  tod  Jacobi  gefunden  aber 
von  Borchardt  allgemein  bewiesen  *).  Ich  erlaube  mir  diesen  Beweis 
anf  eine  Art  zu  reprodacireo,  die,  meiner  Ansicht  nach,  Anfängern 
beflser  entsprechen  dflrfte. 

Satz.  Jede  Untcrdctenoinanto  ^r'  des  rten  Grades  einer  ad- 
jnngirten  Determinante  ^'  ist  gleich  der  (r — l)ten  Potenz  der  ur- 
sprQnglichen  Determinante  J  multiplicirt  mit  jener  Unterdeterminant« 
Jn-r  derselben,  welche  bei  deren  Eotwickclnng  als  Coefficieot  der 
Unterdetcrminaute  rten  Grades  Jr  auftritt 

Veweis.    Es  sei  gegeben  die  Determinante 


nnd  ihre  adjnngirte 


Bilden  wir  aas  J  und  J'  Uaterdeterminanten  rten  Grades,  in- 
dem wir  r  beliebige  Zeilen  p„  p^  ...  pr  und  Colonnen  g,,  qt  ■■■  qr 
aoBWäblen,  so  erbalten  wir 


')  Sieho  Baltcer,  DeUnaloantea,   I8T5,  S.  58.     Vergleiche  h 
r,  Determinkntenihcorie,  I8TS,  S.  77. 
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Nach  dem  .Laplacescbea  DetermiDantenBatze  ist  nan 


^„. ....  A..., 

Ar.< 

..  '*p.(JI-l)Al(I.+»)  . 

■  ■<,,. 

I 

^p,l 

u 

^v 

0    ...      0 
0    ...      0 

m 

1 
0  1 

..0           0 
..0           0 

0 
0 

0    ...      0 

0 

..0           0 

1 

Die  mit  I  bezeichnete.  Abteilnog  eoth&lt  die  Elemente  von  ^r' 
in  r  Zeilen  und  Colonnen;  II  enthält  die  in  diesen  r  Zeilen  fehlenden 
Elemente  von  ^'  in  natürlicher  Ordnung  und  besteht  daher  blo^  ans 
(n  — r)  Colonnen;  III  enthält  in  (» — r)  Zeilen  und  r  Colonnen  lanter 
Nullen,  und  IV  besteht  aas  (n  —  r)  Zeilen  nnd  ebenso  viel  Colonnen 
von  Nullen,  bloss  die  Diagonale  dieser  Abteilung  enthUt  lauter  Ein- 


"PA,        -"PAr 

Op.l           .-.<Ij>,(g,-ll 

«MMD 

■■<^."       ' 

I 

"^1       -"P^iu-» 

II 

-,,-    ! 

"«.     ■■■'hl. 

"ii         -«hC».-!) 

•hls.+i) 

■.Hin 

1 

III 

'•(f.-I)S,-«(P.-l)«, 

<iC,_i,,..ji(,,_i)(,, 
"iP.  \  lH-«(f,+l)(i, 

IV 
-iWC-lKf.+i) 

"(»,  +  »1-. 

a-,.         ..^«,^ 

a«l          ..-Und , .  1) 

«■(«■  1 1) 

'«m 
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Die  Abteilnug  I  enthalt  die  Elemente  von  ^r  und  IT  die  Ele- 
mente lier  adjungirten  Unterdet«nniii»nt«  Jn~r-  Die  Anzahl  der  Zeilen 
und  Colonnen  jeder  Abteilung  stimmt  mit  der  Anzahl  in  der  gleich- 
namigen Abteilung  von  ^t/  tkberein. 

Durch  Mnltipjication  der  beiden  Determinanten  /i/  und  ±  ^  er* 
hält  man,  indem  man  jede  Zeile  der  letzteren  successive  mit  ollen 
Zeilen  der  ersteren  maltiplicirt: 


±JJr'  • 


Nach  dem  Laploceflchen  Detarminantensatze  mnsB  daher  sein 
d 
Kaniggrftz  am  8.  Uai  1876. 


d  0  . 
0  J  . 

..0 
..0 

00  . 

.  J 

o,^«,^  . 

■     ■»,■ 

00  . 
00  . 

.  0 
.  0 

«11    «it   ■ 

■    Ol. 

00  . 

.  0 

Onl       O-i     . 

.«« 

XXV. 

üeber  das  KnltlplleatlODBtheonm  zweier  DetormliuiiteB 
nten  OradM. 

Von 
F.  H9%tt. 


Wenn  man  2  Determinanten  •>  ten  Grades 
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nnd 


Hoza:    Uehtr  Jas  Mulliplicatloinlittima 


bfbtbg  ...  b 
!   1  2  3    ...  « 


mit  einander  mnltiplicirt,  bo  erhält  taha  wieder  eine   Determiiiknte 
nten  Grades 

1  2  3  ...  n 

l  "Hl   ...  Cnn  l  ' 

in  welcher  Cff   im  Allgemeinen  auf  4  verschiedene  Arten   gebildet 
werden  kann*). 

BoschrSnkcn  wir  uns  bloss  auf  die  erste  Art,  da  die  Qbrigen  aas 
ihr  folgen,  so  muss  sein 

cp,  —  a,,b,,  +a,fy^+af,bq,  -\- . . .  +a,«6^. 

Wir  wollen  nnn  versnclien  auf  combinatorischen  W<^  darzatan,  daaa 

d"=  J.d'. 

Entwickelt  man  die  einzelnen  Elemente  der  Determinante  /f,  so 
erhtUt  man 


\at,\li„-\-<hatiii+  ...  +aK«ii» 


»li>ii+<iiia6i.2+ ...  ■\- ai,Jha\ 


Diese  Determinant«  enthält  n  Coloiincn.  wovon  hier  nnr  die  erste 
nnd  nte  auftteschriebcn  wurde.  Jede  dieser  Colonuen  besteht  aus  n 
Tdicolonnen.  Um  nnn  ^'  in  einfache  Determinanten  zn  serlcgen, 
nehmen  wir  aus  jeder  grossen  Colonne  nnr  eine  der  Teilcolonnen 
and  betrachten  diese  »  Teilcolonnen  als  Colonnen  einer  Teildeterini- 
nante  ^t,  deren  allgemeine  Form: 


"l*.  ■*!*,    «1*1    V. 


. .  a^k.bni 


'■■*,    Vi   O"*,-*»*»    --■  ""»B*"*. 


•)  Bahier,  D«teniiinanl«n,   1875.  S.  49. 
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Die  DetermiDaDte '  entbtUt  in  ihren  Colonnen   gemeinacbaftliche 
Factoren,  die  man  herausheben  kann,  wodurcb  man  erhält 


"*»  — ■  i|*,  ö»t,  ■  ■  -  *»*j 


=  6|t,  6it,  -  -  -  i>Kjt^ 


«,  at,  ...  »^1 


Die  Indiccs  k^kf  . . .  Hh  sind  Variationen  ntor  Classe,  mit  belie- 
biger Wiederhoinng,  1,  2,  ...  n. 

Die  Anzahl  solcher  TariaUoDen  ist  n",  folglich  mnss  <^'  ans  n" 
Teildeterminanten  von  der  Form  ^t  bestehen. 

Unter  den  Variationen  (jt^^  ...  kn)  sind  erstens  Bolcho,  in  denen 
sich  kein  Element  wiederholt.  Das  sind  blosse  Permntationcn  nnd 
ihre  Anzahl  betragt  n  I 

Jede  Bolcbe  Permntation  kann  ans  der  nrsprflnglichen  Compleiion 

1,  2,  3,  ...  n 

durch  snccessive  Vertaascbnng  von  zwei  Elementen  ge|>ildet  werden. 

Der  ersten  Complexion  entspricht  die  Determinante 


f»!»!  ...  Off  ...  (U  ...  c 

1  '2  ...  g   ...  k    ... 


Jgi,  =  bf^bij  ...  bgj  ...  biA  ...  £■■ 
Vertauscht  man  g  mit  k,  so  erhält  man 

As  -  i„6„  ...  V  -  l>Ks  -  *"  I  1  2  ...  p  ...  A  ...  „  I 

Ka,  ...  fl,. ..<»...  «1.1 
=  -6„*«...6^...Ä»,...A.«|j  2  ...  i,  ...  A  ...  «  I 

=  —  *iiAw  ".  V    -  **»   -  *"»■  ^- 
Jeder  Vertauschnng  entspricht  also  htoss  eine  Ver&ndemng  des 
Vorzeichens  des  Prodacten  b^k,b^t  ...  bnk  ■ 

Äddirt  man  nnn  alle  so  erbaltcnen  Teildeterminanten,  BO  kann 
man  ^  als  gemeinschaftlichen  Factor  herausboben  nnd  bekommt  znr 
Summe  der  andern  Factoren  die  Determinante  J'. 

Folglicb  wird  die  Snmme  jener  Jt,  die  dnrcb  blosse  Permntation 
entstehen,  dnrcb 
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dargestellt  werden. 

Zweitens  betrachten  wir  solche  Teildel«nninanten  ^t,  welche  den 
flbrigen  Variationen  {k^k^  ■■■  kni  unlsprecben.  In  jeder  solchen 
Variation  sind  wea^stens  2  gleiche  Elemente 

fci-t- 

nnd  die  entsprechende  Teildeterminante 

'^"  '  "  "I  1   *  ...  i    ...  m    ...»    I 

Sei  nun 

SO  mass  sein 

^'=  A'-|-^t"-^^'+Ji". 

Jede  Determinante  von  der  Form 

I  ni, «»,...  «n^  ...  «^  ...  «^  i 

II  2    ...     l    ...     m    ...»  I 

cnthtklt  aber  2  gleiche  Colonnen,  welche  den  Elementen  ak^    and   o*^ 
eutsprccben,  folglich  ist  dirsclbo  ■=  0  und 

somit  auch 

^k"  =  0, 
worans  folgt,  dass 

KöDiggräz  am  7.  Mai  1876. 


*)  Siehe  Salmon-FieillGr,  Vorleinngen  lor  Binnthrnng  in  Hie  Algebra 
Her  linearen  Tranitorm.     Leipttg  18C3,  8.   I&. 

and  OöQther,  L-ihrbnch  dar  DeteminantcDtheori«,  ErUtiBcn  1875,  S.  fli. 
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Beispiel  der  Bestimramig  einer  FlSehe  ans  der  Indiestrix 
der  Normale. 


Von 
B.  Hoppe. 


Die  Richtniigscosiiius  p,  q,  r  der  Normale  einer  gesuchten  Fläche 
seien  in  Parametern  der  Hrttmmongslinien  u,  v  bestimmt  durch 

p  +  9  =  yäT«)a±«);   r  =  Vw 

Die  Werte   von  f>,  q,  r  als  Coordiuaten  eines  mit  u,  v  variirenden 
Pnnkla  gedacht,  steUen  auf  der  Kugelflftche  - 


!-'+'f+' 

r»  = 

1 

denn  erstlich  ist 

p'+'l'-i(p  +  9)'  +  i(p- 

-1)' 

=  1  — „e-=  1. 

und  ferner  findet  man: 

S(p±,)Hp±,)    . 

du            dt) 

-i; 

RS"* 

Sind  diese  beiden  Bedingungen  erfallt,  so  werden  nach  N.  XVI[.  g.  25. 
die  HaaptkrflmmuDgsrtkdieD  der  gesachteu  Fläche  p,,  «,  durch  die 
Gleichungen  bestimmt: 
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WO 

gesetzt  ist,  und  nach  Integration  der  Gl.  (1)  ist  die  FIftche  d&rgestdlt 
dnrcti 


-Jhi^+'-t^) 


nebst  analogen  Aasdrftcken  für  y,  i. 

Im  Tortiegenden  Falle  findet  man  die  Werte: 

'        4«1-»"'       -^        Sl-i,» 
worans: 

und  die  Gl.  (1)  (2)  lauten: 

8"».   ,   ,     1     »f,  ,   .     1    8t.      „  ,,, 

»,  ~,,+2(»+.)'j^  (4) 

Der  Gl.  <3}  kann  man  duroh  homogene  ganze  Functionen  jcmIcs 
Grades  genUgen.    Um  sie  fttr  solche  Lösnngcn  einKuriuliU'n,  setzen  wir 

dann  gebt  sie  Aber  in 

Ihre  Lösnng  bat  die  Form 

p,  —  ti"H'—  B"w,(a+6(r,)  (5) 

iro   W,  iFj,  ip,  Functionen  von  >v  bezeicbnen,   nitd  n  eine  podtiv« 
ganze  Zahl  oder  0  sein  mag.    Nach  EinfUbrubg  erb&lt  man: 

)2w(w4-l).r,"— [(2ii— 5)w+2n— l]«-,'— SnifiKa+ftw,) 
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also  inr  sncceesiveo  Bestimmting  von  ir^  and  ir,: 

2«.  {«■ +  !)»•,''=  [(2n— 5)w  +  2»— l]w,'+3nK.,  (6) 

V"^    ".  2»(»+l) •  f^' 

Da  fttr  a  -°  1,  &  —  0,  W  nnd  u-^  identisch  werden,  so  masa  aach  sein 

2w(ie+l)ir"— [(2«— 5)«'+2«— l]W'  +  3n»' 
Gl.  (7)  giebt  integrirt: 


Gl.  (6)  wird  erftUlt  durch 

Ji=ii  I 

=■  £{— !)*(«)»  w--*/(l—0*"'*""**13* 

wo  (n)i  den  BiDomialcoefßcicnteD  bezeichnet.  Jeder  aolchen  ganz(M] 
Function  »ten  Grades  Wt  entspricht  dann  ein  logarithmischcs  Integral 
«■( ;  ans  beiden  setzt  gjch  das  entsprechende  H'  znsanimen,  und  hier- 
an&  geht  durch  Snperposition  der  allgemeinste  Ausdruck  des  ersten 
Hauptkr  U  m  muugsradius 

p,  ="l\''.r,(a+Aw,)  (8) 

enthaltend  zwei  unendliche  Keibcn  willk lirlicher  Constanten  a,  b, 
gloichgcitcnd  zwei  willkttrlicheu  If'nnctionen  einer  Tariabcin,  hervor. 

Um  ti  zu  finden,  hat  man  erst  die  Gl.  (4^, welche  ftlr  nnahhftn^ge 

ängige  V,  ip  zu  roduciren.   Hier! 

8pi     w  9p,       npi     w  Sp, 

gUltig  ftlr  die  homogene  Spcciallösang.  Dem  Werte  (6)  entapricbt 
daher 

t,  =  (2nM-+2«+l)p,  — 2«-{«-+l)  |j 

=  B"|[(2mr+2n+l)ir,— 2u'{«4-l)«'i '](«+*«'»)  — 26w(aH-l)wi«'t'l 
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Berechnet  man  den  Wert 'der  mit  a  maltipticirten  Klsäimer,  die  wir 
mit  iO|  bezeicbaen,  so  fiodet  man: 

_/|,(„+l,_l|.B,|/l=i 

nnd  der  zom  Werte  (6)  von  p,  gebCrigc  Wert  dos  zweiten  Hanpt- 
krttmmnngsTftdins  ist 

p,  ="2!^)«,g(o  +  6'r,)  — 26w>(«>  +  l)uJii<^'|  =  ie-IF, 

wo  die  a,  b  iu  tf  mit  den  o,  i  in  pi  identisch  sind. 


Die  Coordinaten  ergeben  sich  leicht,  wenn  man  zu  den  anab- 
hftDgigen  v,  le  abcrgebL    Hier  wird 

^!=«(       yaT"«')a±'')  KIT»"! 

Sei  znr  Abkttrzmig 


S, 


dann  lautet  das  Integral: 

«±v  =  ±  i"^1(  W»-H',1S.  +  ( I)'+B',)S.«1 

DasB  keine  Fnnction  von  le  bienn  zn  addiren  bleibt,  ergiobt  die  par- 
tielle Differentiation  nacb  <c. 
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am  der  InJicairlx  der  Normalt.  4 

Zur  BeBtimmnng  von  8»  ergiebt  sich  die  recnrrent«  Formel: 
2»+l 


p»Q  — nS»-i  + - 


-(«.- l)S.+(n+l)»a.ti. 


wo  Q  —  Vci  T«^)(l  ±e)-    Eliminirt  man  S,,  ä», ...  &.-1,  80  kommt: 

a±^^     »0         0    ...     0  0 

■Q-S,        ±3^^     2»  0      ...        0  0 

•«  —2       ±6?^      3»     ...        0  0 

1^0  0         -3      ±7^^  ...      0  0 


f  'Q 

0            0             0  ...  ±(2»-3)-5- 

i,"-i(H-««.s, 

0            0             0    ...     -(»-1)    + 

DDd  zwar  ist 

^-^f,"»^|/.^=^ 

In  gleich. 

r  Weiic  ergiebt  sieb: 

-8.- 

,,y,.8y«+f,V.8y» 

ftV-syss+ftV^ay. 

!4'-V.8.+  ä»^8- 

■l!^^v...-^+-^„} 

oDd  nacli  IntegratioD : 

._  "5V« -"•+"'■>'; 

\ 


Da  der  Coefficient  von  8t/-  den  Factor  »"+'  bat,  so  ist  ersicbtlicb, 
dass  zom  Integral  keine  Function  von  w  hinzutreten  kann. 


DiqllZüdbvGoOgk" 


Hoppt:   Btiipitl  dtr 


/ 


Die  FnnduneatalgrfiasCD  der  im  voi^ea  (UrgeBtcUtOD  Fl&cbe  und 

.-ey+(i)V(i)-v.. 

und  /  ~  0;  F •=  0,    Geht  man  zu  den  Parameteni  u,  —  z,  (•,  —  ^ 
Aber,  wo  die  FnDctioiudetermiDaiite  den  Wort  hat 

8«     dir 

3t>  9v  rf  du 


?|9?. 


8i>      f  I  clp 


wird,  so  entsprechen  dou  neuen  Parametern  die  Fnndamentalgrössen 

'.-s)'+.(i)--(^)'i(«.i)"+(«.sr! 

— (ir+»(|)=(^:?)-!('^',:)-+(«.S'l 
^.-MI)'+"(s)'=f^;{'.(«.S'+'.(«.S'! 

''.-(I)+''(I)'-^^S(-(''.|)'+4«.|)1 

woraus: 

0"  ©)■ 


(!)• 


D„„....,Gooj>|. 


t  der  ladicatrix  dtr  Normtdt. 


folglich 


Die  Differentialgleicbnng  der  KrOmmuDgalinien  fOr  die  Parametrr  se,  y, 
in  denen  sie  firftber  anaBchliessticb  aufgestellt  zu  werden  pflegte,  lautet: 

I  «1  /i  I  I  ft    «1  I  \/i    St\ 

daher  entspricht  die  hier  dargestellte  Fläche  dem  von  Fuchs  in 
Crelle's  Jonmal,  Bd.  58.  behandelten  Falle,  wo  das  Mittelglied  der 
DifferentUlgleichung  oitll  ist  Er  stellt  die  Gleichung  der  Ftäche 
durch  ein  bestimmtes  Integral  dar,  welches  als  Losung  der  Gleichung 


bestimmt,  woraus  dann  die  einzelnen  Coordinaten  dnrch  partielle 
Differenüatiou  gefunden  werden  (vergl.  Grelle  J.  Bd.  58,  Seite  369,). 
Der  gegenwärtige  Scibcnausdnick  der  Fläche,  welcher  zu  dem  eben 
genannten  Integralausdruck  in  keiner  so  nahen  Beziehung  steht,  daaa 
sich  einer  ans  dem  andern  auf  kurzem  Wege  ableiten  Hesse,  hat  du 
besonders  fQr  sich,  dass  er  die  Coordinaton  diroct  in  Parametern  der 
ErtlmmnngsliDieD  darstellt,  und  die  Werte  der  HauptkrOmmangsradien, 
die  sich  ans  jenem  nur  durch  sehr  nmstfindliche  Rechnung  ergeben, 
auf  die  leichteste  Weise  als 

Pi )  9*"^  ^  hzhw.  fQr  constantes  r,  u 
zn  entnehmen  gestattet. 

Bei  der  Methode  des  dtirten  Aufsatzes  musste  znr  Bestimmung 
der  Krümmungslinien  von  den  Parametern  x,  y  auf  neue  Parameter 
Qbergegaugeu  werden.  Es  ist  bemerkenswert,  dass  auch  in  diesen 
das  Mittelglied  der  Differeutialgleichnng  nnll  wird.    Sei  nämlich 

£  =  cotu,;     -  —  cot»» 

woraus : 

1  ....  1  —cos*«,  cos*», 

~,  =  cot»».  +  cotS  + 1  =     ^,^^aS  *** 
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414   Hopp'-    Btitp.  d.  Bittiaim.  tiner  Ftldw  auK  d.  hidieatrix  d.  AonM^ 

dann  wird 


»lao 

t>-f-»  =  T- ^~'\     «■— «  "  2r*cot«, eotp. 

'  sinutBinffi'  ^        ' 

woraus,  mit  Anwendung  Ton  (9): 

_     BJniijBintit  _     aintttgini-i  . 

"         l-)-COB«,COSPs'         *  ~  1  — COSUjOTSUt  ^    ' 

Darob  partidle  Diff^utiation  ergeben  sich  die  Relationen: 

8u       sinuj  9u  ,       9t>.  ainui  dv 

dvf      aiu«)|  0U] '       dvf  Bin  01  ouf 

daber  werden  die  neuen  Fandamentalgrössen: 

woraus  Bofort  die  zu  beweisende  Relation 

hervorgebt    Ga  zeigt  sieb,  daas  dies  von  allen  Parametorn  gilt,  welebe 
die  Oleicbuug 

du   Otr        du    du 

erfltllen. 

Infolge  der  Proportion 

<t :  ffi  —  ii :  G» 
redücirt  sieb  die  Differenüalgleichang  der  KrDmmungsliDien  suabbfti^ 
von  ff  nnd  F^  sofort  auf 

das  ist  auf  die  Oleicbnng 


{^A'=  (  ^  V 
\Bin*«t/       VrinV 


in  welcber  die  Variabelu  getrennt  erscheinen.    Die  Integration  wtrde 
uns  nur  zu  den  vorher  bekannten  Olcicbongen  (10)  zurOckfOhren. 
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xxvu. 

Veber  dne  Classe  Imtloiuler  l^fBiiBetriqtiinhte  des 
Dreiecks. 

Von 
Smil   Hain. 


Es  gibt'eiaen  Symmetriepnnkt  P  des  Drriedu  ABC,  für  welchen 
die  Snmme  der  PA  ein  MiDimom  wird.  Wir  bezeichnen  ihn  mit  M 
und  nennen  ihn  den  Minimnmpankt.  Es  ist  ^  BMC  —  120".  Hicr- 
Euis  ergeben  sich  drei  Oleichnngen  für  die  MA.    Ihre  AnflOmug  gibt: 

MA  =  ^-^^ 


BC  =  a,    A  ABC  —  F 

Diese  Werte  bestimmen  den  Flftcheninhalt  des  Dreiecks  BMC 
und  die  Nonnale  von  JZ-auf  BC.  Wshlen  wir  trimetrische  Punkt- 
coordinaten,  so  ist  dann  lf=&c(ni* — b'*)(in,*—c*)  ein  Symmetriepunkt 
&  DimeDBion.  Da  aber  F  dnrch  die  Seiten  a  nicht  rational  ans- 
gedrackt  werden  kann,  so  gehört  M  znr  Grappe  der  irrationalen 
Sjnunetriepnnkte  d.  i.  jener,  deren  trimetrische  Psnktcoordinaten 
dnrch  keine  rationale  Function  der  &eit«n  a  ansgedrOckt  werden 
können. 

n. 

Constroirt  man  ttber  den  Seiten  eines  Dreieks  nach 
Aussen  gleichseitige  Dreiecke,  so  schneiden  sich  die 
TerbindungBgeraden  der   Ecken   des    Dreiecks    mit   den 
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Oegenecken    der   gleichseitigen  Dreiecice   im   Uiniinnii- 
pnnkt 

AjßC  sei  das  aber  BC  nach  Anssen  errichtete  gleichseitige  Drei- 
eck.    Daan  ist  mit  der  Abkorzung  «'  ^  60"-}-'' 

Ä  =        1  0  0 

J,  =  — Bin60»    +8iny'    +rin/J' 
AAi  =       0  — sinß'    +siny' 

Äif,  =4-iin«'  0  — siny' 

CCi  ^  — sin«'      +sin^  0 

BBj  und  CCi  treffen  sich  im  Symmetriepankt: 
sin  ß'  sin  y'  =  ein  {eO"  -f  ß)  sin  (60"  + )-) 

Wird  nach  Jnnen  dieselbe  Coustmction  yor^nommen  nnd  lind 
A,  die  Spitzen  dieser  gleichseitigen  Dreiecke,  so  ist; 

^,  =  +8in6ü0    — sin{6ü"— y)     —siii(&y>—ß) 
AÄt~       0  sin{60»— 13)    — 8in(60*— 7) 

Die  AA,  treffen  sich  im  Pnnktc:  sin(60"— |3)sin(60»— )>).  Er 
fällt  nicht  mit  Af  znsBmmeu.  Er  werde  bezeichnet  mit  N  und  beisse 
der  co^jngirte  Punkt  von  M.    Es  ist: 

ÄE  »«(.'-»')("•-«'),   ''--.f-Yi 

Die  Coordinaten  von  M  und  N  unterscheiden  sich  nur  im  Vor- 
zeichen von  ys.  Und  zwar  ist  yä  im  Anadnick  ■»  positiv,  in  ■ 
negativ. 

m. 

Verbindet  man  den  Hinimnmpnnkt  einea  Dreieckes 
mit  den  Ecken  desselben,  so  verhalten  sich  dieUmkreis- 
radien  der  drei  so  entstandenen  Dreiecke  wie  die  Seiten 
des  Urdreiecks.  Die  dreifache  Snmme  der  Qnadrate 
dieser  Radien  ist  gleich  der  Snmme  der  Quadrate  über 
den  Seiten  des  Urdreiecks.  « 

Für  den  Umkreisradins  r«  des  Dreiecks  BMC  hat  man: 

_  BM.  CM.  BC         a 

*■•*"    il^BMc    ~  ys 
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Auf  dieselbe  EigonfictiEtft  ^  BMC  °=  lao"  grOndet  sicli  anch 
der  Säte: 

Werden  vom  Minimnmpnnkto  eioes  Dreiecke  zu  den 
Ecken  Gerade  gezogen  and  die  HSbeaacbnitte  der  so  eiit- 
standeneD  Dreiecke  mit  einander  verbanden,  so  hatdiesea 
Dreieck  der  HObenscknitte  mit  dem  Urdreieck  gleichen 
Flacheninbalt    (Archiv  LVII  418).  ' 


IV. 

Die  Harmonikale  dea  Ponktee  fa  ist  die  Gerade  !»£<.  Far 
£n  =- Binß'sin/  ist  ioEt^Bino;'.  Die  Harmonikale  von  Jlf  ist  die 
Gerade  8in(60*-j-i>)  =  «(m* — «*).  Der  Abstand  dos  Funktos  mit 
den  Seitcnnonnalen  pa  von  der  Geraden  0^  ist:  Sa^pa:Nj,  wo 
AT,»  -.  Xa,»— aXijCiCOS«.     Für  o,  =  «(«*— a')  ist: 

—  ÜjCiCOS«  =  JE;(m»  — J»)(m»  — c*){a»— 6'— c»)  = 

Somit  ist: 

Es  ist  also  2^1  nnabbüngig  von  m.  Ist  also  m  eine  beliebige 
Grössff,  so  haben  die  Hannonikalen  aller  Punkte:  beim* — ft*)(m*— c*) 
denselben  Dietauznenner.  Somit  bat  auch  die  Harmouikale  von 
A'  =  6<;(n' — 6'}(n'~e*)  denselben  Distanznenner  Nj.  Ausserdem 
stimmt  der  im  Archiv  LYHI  168  anfgestellte  Wert  von  Ä,  für  die 
Harmonikale  des  Inkreiscentrums  dos  Jlittendreiecks  (des  Spieker'schen 
Punktos)  mit  dem  Werte  von  N^  für  M  und  N  überein. 

Der  Spiekcr'scbe  Punkt  und  der  Minimumpnnkt  eines 
Dreiecks  haben  also  for  ihre  Harmonikaien  denselben 
Distanznenner. 

Der  Abstand  d  eines  Punktes  mit  den  Seitennormaleu  pa  von 
der  Hannonikalen  des  Minimnmpunktes  ist  also: 

Ferner  ist  der  Abstand  d'  desselben  Punktes  von  der  Hannoni- 
kalen des  Punktes  Ns 

d'  =  £apa(»*  —  a^:N, 
Somit  ist: 

d-  d'  =  (m*— n*)i:apB:A',  —  2F(m»— n*):JV, 
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Wenn  die  beiden-  Harmonikalen  einen  Winicel  bilden ,  so  hat  für 
jedes  pa  die  Gleictanog  d  —  d'-=^  cousL  keinen  Sinn,  ebenso  kann  tiier 
dann  auch  nicht  d~\-d'  =  consL  sein.  Die  Hanuonikalen  und  also 
parallel  and  d'  ist  negativ  zu  nehmen ;  somit  gilt  der  Satz: 

Die  Harmonikaien  des  Minimumpnnktes  and  seines 
conjagirten  Punktes  sind  einander  parallel;  ihr  Abstand 


V3' 


Werden  Aber  den  Seiten  eines  Dreiecks  als  Grandlinien  Ähnliche 
gleichschenklige  Dreiecke  entweder  nach  Aussen  oder  nach  Innen 
constniirt;  so  schneiden  sich  die  Verbindnngsgeraden  der  Scheitel 
dieser  gleicbscbcnkligfcn  Dreiecke  mit  den  Gegenecken  des  Urdrciecks 
in  einem  Punkte  und  zwar  für  die  Construction  nach  Anssen  im 
Punkte:  Biu(il-{~^)Biii(i4'}')  ^^^  ^  die  nach  Innen  im  Punkt«: 
8in{— it  +  |Sy8in(— A  +  j"),  wenn  i  die  Winkel  an  den  Grundlinien 
dieser  gleichschenkligen  Dreiecke  sind.    (Archiv  LV  333). 

Nennen  wir  den  Punkt  sin(i.-J-^)sin(l-)-}'}  den  Punkt  X.  Die 
Barmonikale  von  i  ist  die  Gerade  sin(A-|-«).    Die  Determinante 

I  8in(l-}-«)    sin(i+ß)    8in(A+r)| 

cos«  COS^  COB)' 


kann  in  zwei  Determinanten  zerlegt  werden,  von  denen  jede  Nnll  ist. 
Die  Barmonikale  cosn  ist  die  Barmonikale  des  HOhcuschnittGs.  So- 
mit sind  die  Harmonikaien  der  l  einander  parallel  und  zwar  der 
Harmonikalon  des  HObenschnittes,  welcher  der  Punkt  A  =  +  90"  isL 

Die  Verbindungsgerade  «weier  conjugirten  Punkte  +1,  — i  ist: 

I  Bin(     l+<«)8iu(     i  +  y)    sin(     l+«)8in(     l+ß)  \ 
i  sin{-A+«)8m(-i-)-y)    sin(-i+a)sin{-i+/J)  | 

=  8iu(|3  — )')[8inl»-8ino»3 

Die  Gerade  (+i,  — i)  geht  somit  durch  den  SrhuiUpnnkt  der  Ge- 
raden 8in(^— y)  und  8in*asin(/I— j-): 
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!8iu(a-P)     sm;'«Bii.{«-«  [  =  ■''»('*+''>  =  **' 

Die   Geraden   (-]-l,   — i)   bilden  soniit   ehi  Stralenbttschel ,    dessen 
Ceutrnm  der  Schwerpunkt  iat 

Der  Ort  der  Punkte  ieo,   deren   Harmonikalen  dea  Fnnktes  p» 
parallel  sind,  ist  die  Curve 

X^c      ^^tt       ^t^ 


Sio  ist  ein  dem  Urdreieck  umschriebener  Kegdschnitt.  Fflr 
a-o  =  sin(i-|-jJ)8in(14-j'))  P'  "  cob|Scos)'  erhalten  wir  die  Determi- 
nante eingangs  dieses  Paragraphen.  Ihr  Wert  ist  Null.  Somit  liegen 
die  l  Baf  einem  dem  Urdreieck  umschriebenen  Eegelschaitt 

Wien,  Jänner  1876. 
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Allgemeine  BesiehnDgen  der  Sxnmetrlepankte 
eines  Dreiecks. 


Emil  Hain. 


I. 

P  B6i  ein  Punkt  in  dor  Ebene  des  Dreiecka  AßC.  Die  PA  treffen 
die  BC  in  Pa.  Die  Geraden  PA  heisscn  die  Ecktransversalen  von  P 
oder  korz  die  Transversalen  dieses  Fanktes;  die  Streuken  PA  die 
oberen,  die  PPa  die  anteren  Abschnitte  der  TransTersalcn,  die  APt 
die  Tran Bversals trecken,  die  BPa  die  Seitenabscbnitte. 

Das  Dreieck  P^PhPe  werde  das  TransverBatenfnsspunktdreieck 
genannt;  es  liegt  mit  dem  Urdreieck  collinear.  Die  PtPe  treffen  die 
BC  in  Packten  einer  Geraden,  der  Harmonikal^n  von  P. 

Die  Senkrechten  von  P  auf  die  BC  heissen  die  Soitennomalen 
Ton  P\  ihre  Fnsspnnkte  seien  mit  Af  bCKCicbnet,  ihre  L&ngeo  mit  pn- 
Befreit  von  einem  gcmeinschaftlicbcn  Factor  kftnnen  letztere  als 
trimethsche  Pnnktcoordinateu  gelten. 

Diese  Bezeichnungen  reichen  zur  Definition  einer  grossen  Reihe 
von  Sjrmmetriepunkten  ans.  So  z.  B.  ist  der  Schwerpunkt  der  Punkt 
gleicher  Seitenabschuitte.  Das  Inkreisceutnim  cbaracterJEiren  die 
gleichen  Seitennormaten ,  das  UmkreiBcentrum  die  gleit  hen  oberen 
Transversalabschnitte.  Der  Hflbenpunkt  ist  derjenige  Punkt,  dessen 
TraasTersalen  mit  den  Seiteunonnalen  znsammenfiiUen. 
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PA  trifft  BC  in  Pa.    Für  P^p»  ist  P-4  =  0,  ji»,  pe-    Somit 
sind  dio  Seitennormalen  iJer  Pa:    . 

i*.=     0        iap»      Aap« 
Pl  =  hpa        0         A(;te 

p,  =  i<pfl   i,p4    0 


h~  ; 


2/- 


Der  Schwerpunkt  <S,  des  Dr^ecks  PaPiPc  tat  der  Symmetriepnnkt: 

po(il  +  lc)=pn(Jpb  +  cpe)(2apo  +  ip»  +  cpe) 
Liegen  die  :Sj  «nf  einer  Geraden  Oj,  so  ist: 

itiiPo(6pi+cpe)(2apo+6p»4-cpc)  =0 
d.  h.  Liegen  die  Schwerpnnkto   von  TransTerssIanfiiBs- 
puBktdreiecken  anf  einer  Oeradon,  so  liegen  die  ColH- 
neationscentra  dieser  Dreiecke  mit  dem   Urdreieck  anf 
einer  Cnrve  dritten  Orades. 

ffind  Ap  die  Fnsspnnkte  der  Seitennormalen,  so  gibt  die  Fignr: 

Ap=  0  p»  +  paCOSy       pe  +  peCOsß 

B,  =  pa+ptV<iey  0  pe  +  |HC08« 

Cf^=pa+pcCO»ß       pt-^peCmtl  0 

Somit  ist  der  Schwerponkt  Sj  des  Dreiecks  ApBpCf  der  Synunetrie- 
pnnkt: 

2p«+p»C0BJ'  +  pcCOS(J 

Es  sei  Xa  der  Ort  jener  Punkte  P,  fOr  wolcbe  S,  anf  der  Geraden  o, 
li^    Ea  ist  dann; 

Xa,{2a-.+«'tCOS)'  +  *cC0S(J)  —  £(2(1, +6,C0Sy +  ejC08iJ)a-fl  =  0 

Liegen  die  Scbwerpnnkte  der  Normalenfnsipnnkt- 
dreiecke  anf  einer  Oeraden,  80  liegen  die  Scbaittpnnkte 
dieser  Normalen  anoh  anf  einer  Geraden. 


Die  Fnsspnnkte  der  Seitennormalen  eines  Fnnktes  bilden  als 
Ecken  ein  Dreieck,  das  im  Allgemeinen  mit  dem  Urdreieck  nicht 
Gollinear  liegt    Es  ist  die  Bedingung  der  CoDinearitftt  zn  bilden. 
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P  =  pait&  ein  Pankt,  velcher  derselben  genQ^    Eb  ist: 
^  =    1  0  0 

Af=:     0  p»  +  J>o  cos  y  pc  +1"«  «>8  ß 

AA,=    0    +(pt+p^cosß)     -(pt+pocosr) 
Die  AAf  treffen  dch  in  einem  Pnnkt,  wenn: 

I  0  p«+paCOB(J        — (pi+poCOB)-)  ] 

\—(pt+ptCOBa)  0  PoH-piCOB)-. 

I     pt+pccosa       —(pa+pc  cos  ß)  0  I 

=  IHp,-{-ptC06Y)  —  n(pa  +  p,COiß)  =  0 

Nun  ist: 

i7(|)a-4-p»C08)')  =  (l-^ncOBa)npa-\-£piiPc*C08a-^Spapt'cOsßeOKY 

i7(pa4-piCos(3)  =  (l-j-ncosa)/7pa-t-£pai)»*coaii-|-^PaPc*eos0cosy 

Somit  ist  der  Ort  der  Punkte  P,  fOr  welche  sich  die  AAp  in  einem 
Punkte  Bcbaeiden,  die  Cnrve: 

£xaCO&v{xi*—rc')-\-£xaC0sßcosr(xe' — rt*) 

—  Sraln*  —  !C(*)(c09n— COS^COS)-)  =  0 

IV. 

Die  Distanz  d  zweier  Punkte  P  and  Q  mit  den  Coordinaten  pa 
und  So  wird  aasgedrAckt  dnrch  die  Formel: 

d*=  — jp^flCpii,— 9ilj)(p«ip— gt*i) 
wo 

F  —  A  ABC 

^'°"  iap.'  *«"Xago 

Eine  einfache  Umwandlnng  ^bt: 

^ abe£a(pi£aqa  —  qiSapa)  (pe^aqa  —  qe£<g><t) 

(£apu.£aqa)* 

Sonach   ist  ft)r   die  Entfemang   a'   der  Pankto   Plpa,  pi,  pe)   nnd 
^(1,0,0): 

Setzen  wir  £a''  =  consU  =  «*,  so  folgt: 

«"(iEop«)?—  £dc(£pk-|-(^c)(£pe+(7>»)  — o^'^aptpc 
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Nnn  ist: 

{£axa)*  =  Ea*ira*-\-^£bextXt 

Somit  iet  der  Ort  der  Punkte  P,  für  welche  £a'*  —  «*  ist,  der 
Kegelschnitt: 

Fttr  £n]a'*  =  e',  wo  o,  beliebige  Constanten  von  d^r  DimensioD 
Null  bezeichnen,  erhalten  wir  ebenfalls  einen  Kegelschnitt  Es  kOnncn 
also  die  PA  ebenfalls  wie  die  FAf  für  ein  trimetrisches  Coordinaten- 
syitem  verwendet  werden. 


Sind  A'  die  Seitenmitten  nnd  ist  die  Gerade  A'A"  parallel  sn 
PA,  so  ist: 

PA=         0  4-p.  — p» 

A'Ä'  ^  a{bpi  —  epc)      -j*i(6p»+cjis)     —e(bpi-\-epe) 

Die  Gleichung  der  letzten  Goraden  genBgt  nemlich  zunächst  dem 
Funkte  ^'^0,  c,  b  und  ansserdem  verschwindet  die  Determinante: 

I  a{hpi—epc)      +*(ip»+cp.)      — c(ip»+ep«)  I 
0  +p,  — p» 

Somit  ist  PA  \\  A'A". 

Die  Geraden  A'^'  bilden  ein  Dreieck  von  der  Fläche: 

Und  2war  ist  hier: 

I       a(*pi  — cpe)  -\-b(bpi,-\-epe)  —e{bpb-\-epe)\. 

A  =     —a{cpc  +  apa)  +6(cye  — opa)  +c(cp(+opa)  j  —  0 

I  +a(opo-f-*P»)  — 6(opa+*P»)  +"{<•?■  — 6p»)  1 

Femer  wird  Aa  =  4a£c£apa'<>r>n'  Die  Determinanten  des  Nenners 
werden  also  fllr  endliche  Punkte  pa,  die  nicht  in  den  Dreieckseiten 
liegen,  nicht  Null.  Kein  Paar  der  A'^'  bildet  ein  System  von  Pa- 
rallelen. Diese  Geraden  treffen  sich  also  in  einem  Punkte  und  zwar 
im  Sytnmetriepnnkt: 

be{bph-^cpt). 
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VI 

Die  DiBtsnzformd  in  IV.  ^bt: 

Der  Ort  Aex  Paukte  P,  fOr  weli^e 

APa  =  BPi,=  CPc  =  / 
ist  ein  Panktsystem,  gegeben  durch  drei  Gleichangen  Ton  der  Ponn: 

Die  beiden  andern  Gleicbnngen  werden  durch  c^dische  VertauBcfamig 
erhalten.    Wir  erhalten  aus  der  ersten: 

pt* 
woravB  folgt: 


p^       ö[  2{(?-f*)  \ 

WO 

„  V{ft»+<,»  — a»)»— 4ftV4-4«y* 

—  aVaV»— 4F* 
wo 

16F»  =  {a-\-b-\-c)  n(S+«— o) 

Ist  nun  pa  ein  Symmetriepunkt,  so  mosB  f  oino  symmetrische  Fnnction 
der  Seiten  a  sein.    Also  ist  der  Ansdmck:  .  | 

ft»+e*— «»— 2/<i*„  —  2a, 
nach  b  vnd  e  symmetrisch.    Es  ist  sonach 

£»      £       °i 
ttnd 

£?      *      '^ 
woran«  sich  ergibt: 

[6»+c'-o»-2/»±2Voy»-4F^»  -  4{i»— /»)(<:»-/■») 
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±4Cft»+<;»— o*— 2/»)yoy*— 4P*+4(aV»— 4F»)  -  0 

Nun  ist 

(i»+c*— o»— Z/-»)*— 4(6»— /'ä)(c»— /^  —  *.»  —  Ma*f*—iF*) 

Hieraus  erbalteo  wir: 

2ya*f*  —  iF*  ±  lb*-{-e»—a*—2f*)  =  0 

4ay*-16/*»  =  (6»+<J—n*)»  — 4/^(6»+ c»—a»)+4/* 

/*—/■'(»»+ <^  =— 6V 

Hier  erBcbeint  /  nnr  nach  b  und  e  symmetrisch;  mitbin  gilt  der  Satz: 

Es   gibt  kein    ungleichseitiges  Dreieck    mit    einem 
Symmetriepnnkte   gleicher   Transversalstrecken. 

Wien,  Uai  1876. 
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XXIX. 
Untersuchmig  ttber  die  Maftren  latersIeD  Geraden. 


Erster  Abschnitt. 

Tob  den  lateralen  Oemden  in  eln«r  »f  der  CeordlnateDebeme 
senkrecht  Bt«henden  Ebeie. 

g.  1.  Ea  Bei  PMO  Fig.  1.  eine  Ebene,  in  welcher  PJIf  senkrecht 
anf  OMti;  durch  MP  lege  man  eine  Eben»  QMPR  senkrecht  anf  der 
der  ersten  und  zwar  sei  MQ  senkrecht  anf  OMP.  In  der  letzteren 
Ebene  ziehe  man  ABD  \  OM  und  mache  BD  =  AB;  femer  ziehe 
man  in  der  Ebene  QMPR  die  Gerade  BC  aonkrecht  anf  MP,  daher 
auch  parallel  zu  MQ,  und  mache  BC  <=  BA  •=>  BE.  Betrachtet  man 
MP a\B  Ordinatenacbse,  so  wird,  wenn  man  BA'^-\-a  setzt,  BD=' — a 
annehmen,  so  da«s  man  bei  dem  Uebergange  von  der  einen  Seite  der 
OrdinatenachBC  anf  die  andere  mit  — 1  zn  multipliciron  hat.  Bei 
dem  Uebergange  von  BA  anf  BC,  in  der  verticalen  Ebene  mnlüplidre 
nun  mit  i,  BO  dasa  BC  —•  i.  £.<1  —  m  ist.  Geht  man'  von  BC  aaf 
BD  ttber,  so  macht  man  dieselbe  Operation  als  vorher,  ea  ist  daher 
BD  =  .'.  BC  d.  i.  — o  =  fl.a,  oder  i*  =  —  1  d.  i  i  =  V^.  Geht 
man  daher  von  einem  Pnnkte  der  Ebene  PMO  anf  den  entsprechen- 
den Funkt  der  Ebene  QMPR  ttber,  so  hat  man  den  senkrechten  Ab- 
stand von  der  Ebene  mit  t  =  V^  zu  mnltipliciren.  Ebenso  wird 
man  achliessen  ist  BE  =:  —  ia,  daher  BA  ^  — 1*0  =  -)-  o. 

Die  Coordinatenebene  hcisse  die  Fnndamcntatebene,  die  senk- 
rechte Ebene  die  Lateralebene,  die  Schnittlinie  beider  die  Lateral- 
achae. 
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Nimmt  man  die  Ordinatenachse  als  Lateralachse,  so  eDtsprechen 
den  Fnnkten  der 

Fnodamentalebene  -h/i+a^i  -fff. — ''>  — yi-H"?  — y,  — «  die  Pankte  der 
Latcralebene         +j,4-w;  -f*» — w;  —yi-H«;  — y,— rä. 

Verlegt  man  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  in  den  Pnnkt 
— Vii  — 'ii  st)  (l^B  *''^  neuen  Achsen  den  alten  parallel  sind,  so  er- 
hält man  als  Coordinaten'y -f-y„  i(x-|-iEj), 

g.  2.  Zieht  man  in  der  Fundamentalebene  die  Gerade  MA,  in  der 
Lateralebene  die  Gerade  ifC,  so  dass  ZI  AMO  =  ^  CAfQ  ist,  dann 
ontopricht  jedem  Punkt«  der  Geraden  MA  ein  Punkt  der  Geraden 
MC  der  Lateralebene;  wenn  die  erste  Gorade  dargestellt  wird  durch 
y  —  (M,  so  wird  die  Gerade  der  Lateralebene,  die  laterale  Gerade« 
bestimmt  durch  y  —  tax.  Hier  sind  MO  und  MB  die  zugehörigen 
Abscissenacbsen,  so  dass  a  ~  tg  CMQ.    Die  Gleichung 

y  =  lOE 

bezeichnet  daher  eine  Gerade  in  einer  auf  der  Fuudamentalebene 
senkrecht  stehenden  Ebene;  diese  Gerade  geht  durch  den  Anfangs- 
punkt der  Coordinaten. 

£benBo  bezeichnet 

eine  Gerade   der  vertikalen  Lateralebene,  welche  durch  den  Punkt 

—  yi.  — »,  geht. 

FQr  zwei  in  derselben  Lateralcbene  enthaltene  Gerade  deren  Achse 
parallel  zur  Ordinatenachse  ist,  muss  xj  immer  denselben  Wert  haben, 
während  die  eine  Gerade  y,,  die  andere  y,  als  Ordinaten  hat. 

$.  3.    Die  beiden  Gleichungen; 

60  wie  auch  ihr  Product: 

g>  +  iiA  +  B)9X~AB^*  +  {j,,+S,+HA  +  B)x,-]y 

-\-[-iABxi+i<^S»+By,)]x+y^yt-^Bx,*-{-ix,lAyt+By,)-0     (I) 

stellen  zwei  laterale  Gerade  dar,  wovon  die  eine  die  Fundamental- 
ebene  in  dem  Punkte  —  yi,  — a^,  die  andere  in  dem  Punkte  —  yt, 

—  xj  die  Fundamentalebeno  schneidet;  die  Tangente  des  Winkels, 
welchen  die  eine  mit  der  zugehörigen  Absdesenachse  bildet,  ist  — A, 
bei  der  andern  — B. 
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Hm  stelle  Gi.  (I)  aUgemMa  dar  dnicta 

Vorgleicht  man  Gl.  (U)  mit  Gl.  (I),   so  ist  a  —  0,  d  =  0,  n  dua 
daher  die  Gleichung  wird: 

Es  ist  b  —jl-\-B,  c  —  — AB;   bat  daher  e  eiaen  negativen  Wert, 
80  ist  6»>4<!i  ferner  ist  A  —  ^-f  jy6»+4ci  fl— J6— iVii+fc; 

«  —  yi+yi>    /  ■= 

A  =  Av,+  By^  -  i%,+y,)+i(y,-y,)yii=R;,  y,-,i— ^^  . 

V**-|-4<; 

U—ha 
Dies  giebt  folgende  Bedingnngsgleichnngen: 


4<i»  +  4c)' 
nenn  e  negativ. 

Es  sind  fünf  Elemente  zu  bestimmen,  dafür  acht  CoDstante  ge- 
geben, daher  drei  Bedingungsgleicbongen. 

Löst  man  61.  (III)  in  Beziebang  auf  y  und  tragt  die  entsprechen- 
den Werte  ein,  so  ergiebt  sich : 

woraoB  man  die  beiden  Gleichnngen  der  latenJen  Geraden  erb&lt: 
Hiernach  erhalt  man  ans  der  Gleichnng 
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^+6v«—ar»+{4+J20y-(83—4.>— 44+83  —  0: 
jF-2+2»(!e+2)  — 0  d.  L  y— 2  —  i(ir+2)tgll6'' 34', 
y+6+4i{a!+2)  =  0  y+6  -  .■(j=+2)tgl04''  2'. 

%.  4.  Wenn  die  Winkelnder  lateralen  Geraden  mit  ihren  Ab- 
Bcbsenachsen  sich  za  l&ifi  ergSnzen,  so  wird  ans  61.  (I),  da  A-\-B=(i 
Ist: 

Gl.  (II)  erbftlt  die  Form: 

y*+«r«+«y+((,  +  a)a+t-}-a  -  0  (IV) 

Die  Bedingnngsgleichnngon  sind: 


Dnrch  Eintragung  dieser  Bedingni^Hgleiclinngen  erhält  man  fflr 
die  beiden  lateralen  Geraden: 


.+i.-äf.+.V"(-+|)-a 


S.  5.    Treffen  sich  die  beiden  lateralen  Geraden  ia  deBiaelbeB 
Paukte  der  Lateralacbse,  so  iat  in  Gl.  (I)  Ht  =Vi  «ad  man  erhält: 

+  [-2^Bi,  +  iy,U  +  B)>+y,*— ^fe,»+£r,y,(^+B)  -  0. 
Dadurch  wird  Gl.  (II): 

y*+.-6y^  +  «»+(«+(/),  +  (y+A)a:+i+»i  (V) 

Die  Bedingnngsgleicbnngen  sind: 

i»  >  —  4<!, 
wenn  c  negativ; 

Trägt  man  diese  Werte  ein,  so  erbftlt  nun  als  Gleichnng  der  beiden 
lateralen  Geraden: 

»+i<+  iii»-ys>+5)  («+f )  -  0. 
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Weno  aach  noch  die  Winkel,  welche  die  lateralen  Geraden  mit 
ihren  AbBcisseuachsen  bilden,  sieb  zu  180^  ergänzen,  so  &llen  die 
imaginären  Coefficienten  aus  nnd  die  Gleichung  wird: 

j/i+cxt+es+g^+k  =  0  (VI) 

Hier  iat  e  stets  positiv  und  i  —  je'+i  -  dadurch  orfa&lt  man 
die  Gleichungen; 


,+l.-.Y.(«  +  if)-o, 


g.  6.  Weun  die  beiden  lateralen  Geraden  durch  den  Anfangs* 
punkt  der  Coordinaten  gehen,  so  ist  ji)  *=  ^^i  "ä  ^  '^  >i>><i  ^^  (I)  wird: 

j^-i-ilA+äJi/x  —  AB»:*  =  0,      , 

daher  erhlüt  Gl.  (ü)  die  Gestalt: 

y*+«*s«+'M'-0  (VU) 

Da  zwei  Elemente  zu  bestimmen,  auch  zwei  Congtante  g^eben 
sind,  so  giebt  es  keine  Bcdingnugsgleichnng,  ansgenommen  dass,  wenn 
c  negativ  ist,  6*>'  — 4c  sein  mnss.  Die  GleicbuDgon  der  lateralen 
Geraden  sind: 

y+iä(6— V'*«+4c)-0, 

Wenn  die  Winkel  der  beiden  lateralen  Geraden  mit  ihrer  Ab- 
sciasenachse  sich  auch  zu  180''  ergäuzen,  so  ist  in  Gl.  (VI)  fi  <^  0 
nnd  e  nur  positiv;  dann  wird  die  Gleichung: 

jS-l-ci*  =  0  (Vni) 

Da&er  die  Gleichungen  der  beiden  Geraden; 

y+irV'c  =  0,     y-ttVe-O. 

Setet  man  e  •=  1,  so  stellt  y'+x'  —  0  zwei  laterale  Gerade  dar, 
wovon  die  eine  mit  dem  positiven  Teile  der  Abscisaenachse  einen 
Winkel  von  45",  die  andere  von  136°  bildet, 

'  §.  7,  Von  zwei  Geraden  liege  die  eine  in  der  Fundamental-,  die 
andere  in  der  Lateral -Ebene,  sie  gehen  aber  durch  verschiedene 
Punkt«  der  Lateralachse,  dann  sind  die  Gleichungen  der  Geraden; 
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Das  Prodtict  beider  ist: 

+  <-<»+'(«»i+2'<Ä'i)>«+»i»+'>'^+<(»«.>i+'iB«,')-0  (IX). 
Sie  Gleiclinng  (11)  wird  ditdoicli : 

s»+(»+a)j«+(Ä'+(.+.y)j+(,+Ä).+l+iI  -  0  (X) 
Daraus  ergeben  sieb  folgende  Bedingangagleiclinngen: 

Lost  man  die  Ol.  (X)  in  Bezichnng  anf  y,  so  ergiebt  sich: 

»+l(o+2»)»+)(.+(f) 

-  ±  jV'("-*)'-+2(»-*)  ',("-«')-7J  «-H«-«')"-7('-W+^ 

=  ±i[(.-a).  +  (.-i^l-|]. 

Darans  ergeben  sieb  die  Gleicbnngen  der  beiden  Geraden: 

Treffen  sich  die  beiden  Gerades  in  demselben  Punkte  der  Late- 
ralacbse,  ao  iat  y,  =  gf  and  die  Bedingnngsgleichnngen  Bind; 

Die  Oleidtnngen  der  beiden  Geraden  sind : 

,+i.-f+*(.+f)  =  o,    ,+,,-f  +  „(,+/j)_o. 

Gehen  beide  Gerade  auch  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordi- 
naten,  so  ist  yi  =0,  y,  ~  0,  Ti  =  0  nnd  die  Gl.  (11)  T»etnfacht 
■ich  in: 

9*+(a+ib)yx+ia^  =  0  (XI) 
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worin  c  :=  ah\  die  Oleictrangen  der  b^en  Ocr&den  sind: 

y+ojT  =  0,    y-\-ibx  =  0. 

§.  8.    Stellt  man  die  erhaltenen  Resnltatc  zuBammen,  so  ergiebt 
sich: 

A.  Die  beiden  Geraden  gehen  durch  den  Aubi^pnnkt  der 
Coordinaten : 

%.   Die  eine  Gerade  ist  reell,  die  andere  imaginär: 

b.  Beide  sind  lateral; 

y*-\-a>flx-\-cx''  -=  0  (VII),  wenn  c  negativ  ist,  so  ist  absolut  4'>-4«. 

G.   Beide  sind  lateral  nud  tiie  Winkel  derselben  mit  dem  poü- 
ÜTen  Teile  ihrer  Absi^issenachse  betragen  zusanunen  180": 

y*-\-ex*  =  0  (VIII);  c  ist  posiüv. 

B.  Die  beiden  Geraden  gehen  nicht  durch  den  Anfangspunkt  der 
Coordinaten,  wobl  aber  durch  dcnectben  Punkt  der  Absds- 
senachse: 

a.  Die  eine  Gerade  ist  reell,  die  andere  lateral: 

b.  Beide  sind  lateral: 
y»+Ä^+«»+(H-«"/)i'+(x +**«)''+^+"^'+*''- 0  (Y^ 

6*>  — 4«  wenn  c  negativ  ist. 

c  Die  Winkel  der  beiden  lateralen  Geradon  mit  dem  positivca 
'  Teile  ihrer  AbscisseDachse  betragen  zusammen  ISO*: 

y»+«»+<y+p*+i{«'+?*)  =  0  (VI),  c  positiv. 

C.  Die  beiden  Geraden  schneiden  die  Lateralachae  in  vendiie- 
denen  Punkten. 

a.   Die  eine  Gerade  ist  reell,  die  aidere  lateral: 
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b.  Beide  sind  lateral: 

6*  >■  —  4o,  wenn  o  negativ. 

c.  Die  Winkel  der  beiden  lateralen  6eradcu  mit  dem  positiTOD 
Teile  ihrer  AbscisaenacliBe  betragen  zasammon  180": 


e  positiv. 
Hieraas  ergeben  sich  folgende  Kegeln :  , 

1.  Wenn  die  eine  Gerade  reell,  die  andere  imaginär  ist,  so  fehlt 
der  reelle  Factor  von  ^r^,  der  imaginäre  ist  ab. 

2.  Sind  beide  Gerade  lateral,  so  fehlen  der  reelle  Factor  von  yx 
und  der  imaginäre  von  x*. 

3.  Ergänzen  sieb  die  Winkel  der  beiden  lateralen  Geraden  mit 
dem  positiven  Teile  ihrer  Abscisseuachae  zu  180^,  so  fehlt  das  Glied 
gx  ganz,  von  le*  nnd  y  der  imaginäre  Factor. 


Zweitor  Abschnitt. 

Ton  den  lateralen  Oeradem,  welehe  in  Sfeenen  liefen,  die  schief 
vat  der  Fmdamentalehene  stehen. 

g.  9.  Es  sei  l'MO  Fig.  '2.  die  Fundamentalebeue,  I'M  die  Ordi- 
uatonacbse  und  senkrecht  anf  MO;  durch  MP  lege  man  die  Ebene 
MPRQ,  welche  mit  der  Fan  dam  od  tal  ebene  deu  P'lächenwinkei  «  bildet; 
die  Abacissenachse  MQ  sei  senkrecht  auf  der  Ordinateuachae,  welche 
zugleich  Lateralachse  ist;  es  sei  ferner  ABD  senkrecht  anf  MP, 
ebenso  IfC  in  der  Ebene  Ml'QR  \  man  mache  BA  =  BC  —  BD. 
Um  von  JiA  der  Ebene  PMO,  auf  BC  der  Ebene  MR  überzugehen, 
multipliclre  man  die  erstere  mit  f(a),  es  ist  daher 


ebenso  ist 
folglich 


BC=BA.f(a), 

BD  =  BC.f(lSOP—v), 

BD  =  JiA.n*).f(l»y>—n), 

A").A180<'-«)=-l, 
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diea  ist  aber  der  Fall,  wenn  f(a)  ^  cosa-j-iBina,  daher  hat  man  bd 
dem  Uebergange  sdb  der  Fuudainentalebene  in  die  Lateralebene, 
welche  gegen  die  erstere  anter  einem  Winkel  «  geneigt  ist,  mit 
coB«-|-isin<i  zn  mnlUpliclren. 

$.  10.  Kan  ziehe  in  der  Lateralebone  AfR  die  Genule  MC, 
webjhe  mit  ihrer  AbscissenachBe  MQ  den  Winkel  «p  bildet  Wfire 
^^^  Fnndamentalebeno,  so  wOrde  die  Gerade  dargestellt  dnrch 

y  —  tg^.x, 
da  $ie  aber  in  der  Lateralebeue  liegt,  welche  anter  dem  Winkel  o 
gegen   die  Fnndamentalebene   geneigt  ist,   so   moss   sie   dargestellt 
werden  dnrch: 

y  =  tg9>.«(COSB  +  '8mtt). 
Dieser  Gleichasg  kann  mau  anch  die  Form  geben: 

80  dasB 

tff  m  "=■  Vo*-(-**>      COS«  ■=     ,--    ....  ,       sin  er  -=    , =: 

Die  Gleichung  y  ^  x(a-^ib)  stellt  daher  eine  Gerade  dar,  welche 
durch  den  Anfangspunkt  der  Coordtnaten  geht,  ia  einer  Ebene  liegt, 
welche  mit  der  Fundamentalebene  einen  Winkel  bildet,  dessen  Cosinus 


geneigt  ist,  dessen  Tangente  Va'-f-i*.  Die  gemeinschaftliche  Ordinaten- 
achse  ist  Lateralachae. 

Verlegt  man  den  Anfangspunkt  in  einen  andern  Pnukt,  dessen 
Coordinaten  y,  und  x,  sind,  so  aber,  dass  die  Lateralachse  parallel 
zur  Ordinatenachse  ist,  so  ergiebt  sich  die  Gleichung': 

S  —  Vl  —  tgv(«~i>:i)(C0SO+i8in«) 

oder 

welche  Gleichung  anch  auf  die  Form  gebracht  werden  kann: 


A.     Die  beiden  Oeraden  gehen  durch  den  Äafangipunict 
der   Coorditiaien. 

S-  11.  Die  Gleichungen  zweier  lateralen  Geraden,  die  in  zwei 
verschiedenen  Ebenen  liegen,  welche  die  Winkel  a  und  ß  mit  der 
Fundamentalebene  bilden,  sind: 
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y-\-  Äx(CQiii-\-inoa)  =  0, 
y-i-Bxicoaß  +  iäüß)  —  0; 
ihr  Prodnct  giebt: 

y*+»s[,Äcosa+ Bco8ß+HAnna  +  Bsmß)'] 

+x*AB(coa(a+ß)+iaia(a-\-ß))  —  0  (I) 

Man  stelle  diese  Glelchuig  dar  durch: 

so    dOBB 

a  =  AcOiu-i-Bcotß,     o  —  ABcos(a-i-ß), 

b  —  ABiaa-^Btinß,    d  -  AB  Bin  («+(!).  ^™' 

Eiae  Bcdingimgsgleicbang  ist  nicht  vorhanden,  da  vier  GrOssen  dordi 
Tier  Coefficienten  zu  hestimmen  sind. 

Löst  man  Gl.  (11)  In  Beziehui^  auf  y,  so  ergiebt  sich : 

y+i(a+*)=«:  -  ±  l«ya''-*»-4<T+.(2<.fi-4d). 

Man  setze  den  absoluten  Wert  von  a* — 6* — ie  —  1, 


80  kaon  man  folgende  vier  Fälle  unterscheiden: 

I.    n.    ni.   IV. 

j  +    +    -    - 
»•+-    +    - 

Es  sei 

•  -VV+?,  *=v/ai,  .=K¥' 

Bo  ergaben  sich  folgende  laterale  Geraden: 
I.  y+ii<'-»+i(l—i)>  -  0,    in.  v-^-iia~S-\-i{b-S)-]r  -  0, 

y+K<'-*+*"(*+'')]''  -  o>  y+K«-*+'(*+#)]*  -  0. 

i  12.    Bilden  die  lateralen  Geraden  mit  ihren  AbsdsBenachsen 
gleiche  Winkel,  so  ist  in  Gl.  (I)  und  (III)  §.  11.  A  —  B,  folglich: 

a  =  .<1(COSB  +  COB^)  ■=  2.dC0Bl(o  +  /J)C0Bl(«  — )!), 

6  —  A(Bin«  +  ain^)  —  2A8ini(«+|J)co8i(«— (J), 
folglich: 

88* 
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Es  ist  ferner 
folglich : 

daher 

2abc 

Es  ist  ferner 

O»  =  ^*(COBO»  +  C08JS*+2C080COS|3), 

S'  =  ^'(8lDo«  +  BiDj3»+2m«f8iniJ), 
a»— 6'  =  A*(coa2rt+eoB2iJ+2coa(«+jJ)), 
=  2^*C08(tt  +  iJ)  [1  +  cos  («—  ^], 

o»— i*<4^*C08(«+/I)  oder  o«— 6''<4c  nnd  -«ZTji  >  1- 

Hiorans  folgt  auch,  dass  weou  c  negativ  ist,  auch  fi'  !>  a*  sein  mnss, 

80  dass     tZIh*  '"  J^*^*""  P*'!'^  positiv  ist. 

Setzt  man  in  Gl-  (H)  S'  H-  dun  Wort  von  d  ein,  so  wird  die      1 
Gleichang:  . 

y«  +  {a  +  a)j«:  +  ^-i-~j,(a+fl)V  =  0.  (IVj       I 

Die  Oleichongen  der  beiden  Geraden  sind: 

S- 13.    Es  mflgeu  die  beiden  lati'ralen  Geraden  in  derselben  Ebene 
liegen,  so  ist  in  61.  (I)  nnd  (IV)  g.  II.  ^  fj  —  .^  r  und  man  erhält; 


a  =  (^  +  fi)cOBn,      c  —  ABcosia, 
b  —  U-i-iJ)sinn,      ,1  —  ABtat2a. 


Daher 

2aSe 

Ferner; 

a»  =  (^  +  B)»C08  0^       o*-i»=  (^  +  B)»co8  2a, 
j»=C^-f.Ä)Sain-.». 

Nun  aber  Ist  M  +  iJ)*>4^i/,  folglich  a»— i»>4c,  oder  ~^-,<l. 
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Die  Gleichung  (U)  §.11.  erhalt  dieselbe  Form  wie  (IV),  abi-r 
die  Gleichoogen  der  beiden  latcraleo  Gcradeo  siud : 

»+tK'-K-Ä)+*('-K-S.)]"«. 
„+,[.(i+j/:^5.)+.(.+[/r---:5,)j.-o. 

Ergäuzcu  sich  ansBerdeDi  uovh  die  Winkel  der  beiden  lateralen 
Geraden  mit  ihren  Abscisaenaobsen  zu  160°,  so  iat  A-\-B  =  0,  daher 
o  =  0,  6  =  Ü  und  Gl.  (li)  §.  11.  wird : 

y'+(^+M)*»^0  (V) 

Die  Gleichungen  der  beiden  Geraden  sind,  wenn  man  Vc'-t-d"-"  q 


,+fl/i=f_.y.+f]._„. 


§,  14.    Die  eine  Gerade  sei  lateral,  die  andere  reell,  su  ist  (§.  11.) 
ß  =0  und  man  erhält: 
n  =  Acosa  +  B,     e  -^  ^Bcosft,     o»  —  A'cosa>-\-2ABcosa-{-B*, 
b  =  .^stna,  d  =  ABima,     ic  =  -{-4XBC08«, 

ii  ^  l-  Atasa  —  -j  ^  ""Ä'  "*—*''  =  (Acoaa  —  B)*,  daher 
bS>4c,  und  d=ib(a±V'a*—ie),  wodurch  Gl.  (II)  wurd: 

y'  +  (a+ih)3i^+lo+ia.(a±V:^=U)]x*  =  0.  (VI) 

Daraus  ergeben  sich  die  Gleichungen  der  beiden  Geraden,  entweder 
»+*(«->'^*^^^+2»)x-0,  oder  y+i{a+yä»'^^+2a.)ar=0, 
y  +  i{a  +  Vä*'~Ic)x  =  0,  y_|_  j(„_y^zri^)^  „  0. 

Bilden  die  Geraden  mit  ihren  Abscissenachsen  auch  gleiche  Win- 
kel, so  ist  auch  A  ^  B  und  man  erbftit: 

o  =  -l(l  +  C08«),  c  —  ^^cOB«,  aA  — ^*8inB{l-f  cOB«)<2.4»sino, 
b'^Aiiait,  tt'^A'aiaa,     rf>--Ja6, 

-  =  tgj«,      ;  =  '«'',    daher   rf  =  ^s^^,       c  = j^j . 

daher    d  =  ^(a'+b*y 
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438  Thitme:   ünttnmhang  über  dit  hinSrea  lotcroln  Grradtm. 

Tragt  man  diese  Werte  ein,  so  ei^ebt  sich  die  Gleichnng: 

Die  Gleichungen  der  beiden  Geraden  sind: 

S-  16.  Eb  stehe  die  eine  Lateralebene  schief,  die  andere  senh- 
recht  anf  der  Fundamentalebene;  dann  ist  |3  ^  90"  nnd  die  Gleichnn- 
gen  (III)  S.  11.  nehmen  folgende  Gestalt  an: 


b~'  Aüaa+B,    d  —  ABcoBOy     tgo  — — -  —  — g— .     folglidi: 
Die  Gleichung  wird: 
Daraus  ergeben  sich  die  Gleichni^en  der  beiden  Geraden: 

Wenn  die  beiden  Geraden  mit  ihren  Abscissenachsen  gleiche  Winkel 
bilden,  so  ist  ancb  B  =  A,  und  man  erhält: 

trftgt  man  den  oberen  Wert  von  ä  ein,  so  ergiobt  sich ;  c  —  — tt-j-  • 

daraus  crgiebt  sich  rf  =  ia(6  +  y6*+4c),  und  daher  d^iT(6*+a*); 
die  Gleichung  der  beiden  Geraden  ist: 

pt-{.{a-\-ib)yx  +  ^ti'**~b*-i-2M{b*±a*)-]x'  =  0.         <IX) 
Hieraus  ergeben  sich  fOr  die  Geraden  folgende  01eidiang«n : 
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S.  16.    Die  Wiokel,  welche  die  Lateralebene  mit  der  Fandameütal- 
obene  bilden,  ergänzen  sich  zu  360**,  oder,  was  dasselbe  ist,  zu  180°, 
SD  ist  in  den  Gleichungen  (U)  §.  II.  ß  =  3600— «,  daher: 
a  =  U  +  ß)C0Ba,         e  =  AB, 
b  =  M  — B)8ini»,        .1  —  0. 
Es  sei  znvOrdorst  c  positiv,  eo  ergiebt  sich  die  Gleichung: 

y»+(a+2ft)j«4-(a»  =  0.  (X) 

Die  Gleichung  gelöst,  giebt: 

y+i(«+»)«-±iV''»-ft*-4«+2i«6- 
man' setze  a* — S*— 4c^l,  so  ist,  wenn  p  =  Vil'+loV, 

i  ->  ecoscr,    coea  —  -  —  Scos^o*— 1  —  1 — 2ginia*,    folglich 
2ab  —  9  sin«. 


nnd  wenn  man  macht 


j/33  =  »,    |/^  =  . 


Bo  erb&lt  maD  &Is  die  Gleichnng  der  beiden  lateralen  Geraden: 
,+Ji[o-e+i(i-d)]-0, 
,+  l,[„+»+.(i+d)]-0. 

Diese  Gleichungen  stelle  man  dar  darch: 

y+i^tevtcosf+taint)  —0, 
y4-l*tgl(<(C0Bl)  +  iBiU»l)  —  0. 


"  y(„_»)»+{6-«)«    1^  /&-jy 


BinC 


"  V(»+(»'+  (»+*)■     i/^  /s+d\' 


''■  vm-+^ 
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440  Thirmr:    öalrrtvrhu-g  übrr  liie  binären  lafraUn   Grradn. 

'EBi8tab(Tn»-i»>i  oder  a»-A>**,  folgUch  4rt*-4flU+i»> 
i»+4o***,  d.  i,  2a»  — A>p,  daher  <i>}/-^  oder  «>»,  es  ist 
iJbo  a — 0,  d.  i.  cob£  positiv,  so  wie  cosi}. 

Ferner  ist  6»+i<<i»,  46*-|-4A»i+i» <  iH"*»***,  d.i.26H-*<P. 
i<;l/ "-.;--.  b  —  9,  d.  i.  sinj;  ist  negativ,  wfthrcDd  sini;  einen  posi- 
tiven Wert  hat. 

Bringt  man  die  Brüche  (-^^a)  ""•'  {"^"»)  »"f  gltiichc  Nen- 
ner, so  orgiebt  sich  die  Identität  beider,  daher 

coBt=coB»;,    — siiij=8inij,    d.h.  {^SSO'— »j. 
Daher  Bind  dio  OleichungcL: 

y+itg«»i{co8(360"— i))+i8in{36i>'-t)))  -=  0, 
p + n  tg  i(J  (coB  fj + <  Bin .))  =  0. 
Statt  der  ersten  Gleichung  konnte  man  auch  Bchreibcn: 

y+^rtgaSOa-vXcosaaO"— .))-|-.-siu{180»-.j))  =  0. 
Ist  aber  e  negativ,  so  dass  die  Gleichoog  wird: 

80  wird  eb(!n  so  wie  vorher  bewiesen,  dass  "  <  (Z  T  '  daher 
a—9  negativ,  dagegen  b  —  i  positiv,  folglich  t=  180" — »j  ist,  wo- 
durch mau  die  Gleichungen  erhält: 

y-f  ^tK?'(coB'?+'8in»))  =  0, 
y-|-itgV[c08(180»-ii)-|-.-8iua80»- t,}]  =  0; 
die  letztere  Gleichung  kann  mau  anch  darstellen  durch: 

j+»-tg(180»— t|;)[coB(360<»-i))  +  .-3in(3fiO"— .,)]  -  0. 

Siud  anch  die  Winket  gleich,  weicht  dio  lateralen  Geraden  mit  ihren 
AbsciBsenachaen  bilden,  so  ist  ^4  =^  B,  woraus  folgt  fr  •"  0,  und  dio 
Gleichung  erhält  die  Form : 

y»-\-ayx-\-cx*  =  Q  (XI) 

worin  e  stets  positiv  und  a»  <1 40  ist.  Die  Gleichungen  der  beidcu 
Geraden  sind:  ^ 

y+4^(a_,y4c-a''j  =  0, 
j-|-l^(a-|-.Y4^a')"-0. 
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S-  17.  Stellt  man  die  Resultabi  TSr  binäre  lateralti  Gorade,  welche 
durch  den  Anfangspunkt  der  Goordinaten  geben,  zusammen,  so  er- 
giebt  sich: 

1.  Die  beiden  Geraden  liegen  in  Terschiedenen  schiefen  lateralen 
Ebenen ; 

y«+(a+»)j«!+(<;-|-«)x»  -  0  (11) 

2.  Sie  liegen  iu  verschiädenon  Ebenen  und  bilden  mit  ihren 
Absei BseDacheen  gleinhe  Winkel: 


3.  Sie  liegen  in  derselben  schiefen  Ebene: 
^^ 0    4c<a»-6»  (IV) 

4.  Sie  liegen  in  derselben  schiefen  Ebene,  aber  die  Winkel, 
welche  die  Geraden  mit  ilirer  Abscissenachse  bilden,  oig&nzcu  sich 
zu  ISO«: 

/+(<!+W)x*  =  0  (V) 

5.  Die  eiuo  Gerade  liegt  in  der  Fundamental- ,  die  audere  in 
einer  Latcral-Ebenc: 

yi+{a-\-ih)yx+{c-\-\ib{a  ±>'^=4.:j*  =  0  (VI) 

6.  Die  eine  Gerade  liegt  in  der  Fundamentalcbene ,  die  andere 
in  der  Lateralebeue  und  beide  bil'k'u  mit  ihren  Abscissenaobsen  gleiche 
Winkel: 

y»+(«+Ä)j«+?*+^'(<,+a)»^.  =  0  (VII) 

7.  Die  eine  Gerade  liegt  in  der  senkrechten,  die  andere  in  einer 
schiefen  Lateralebene. 

j/»+(a+iJ)yx+[c+i«.(fi±yP+4^)]:i»  =  0  (VUI) 

8  Die  beiden  Geraden  von  T  bilden  mit  ihren  Abscissenachsen 
gleiche  Winkel: 

,i  +  («+Ä)j«+  Y^t-  +i'|  («»±4»)]**  =  0  (IX) 

9.  Die  Ftächenwinkel  der  Lateralebonen  mit  der  Fundamental- 
ebene  ergänzen  eich  zu  360": 

y»+{..+  Ä)y^±«t»-0  •  (X) 
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10.  Ancli  bilden  die  beiden  Geraden  mit  ihren  Abscissenachsen 
gleiche  Winkel 

y»+o^+<Ä«  =  o,  4c>fl*  cm 

B.  Die  beiden  lateralen  Geraden  gehen  dnrcb  einen  auf  der 
Lateralacbse  gelegenen  Pnnkt,  dessen  Ordinate  — yi  und  Abscisse 
z,  ist. 

§.  18.  Mau  erh&lt  die  Gleicbnng  zweier  lateralen  Geraden,  welche 
in  verschiedenen  Ebenen  liegen  nnd  die  Lateralachse  in  dem  Fnnkta 
—  y„  —IT]  schneiden,  wenn  man  in  Gl.  (II)  %.  11.  setzt  fllr  y:jf+jfi 
nnd  für  z:«-!-/,,  wodurch  man  erhält: 

Eutwidielt  nnd  ordnet  man  dieee  Gleicbnng,  so  erh&U  man: 

y»+(<i+*),ar-[-(c+M)ieH-f2y,-hw,+26'-,)i' 

Uan  stelle  diese  Gleicbnng  dar  durch: 

y.  +  (a  +  *)y«  +  (c4-«)z»  +  (-  +  y')y  +  (ff  +  iÄ)*  +  A  +  a-0     OH)* 

HieraoB  ergiebt  sich: 

so  wie  die  Bodingnngsgleichnngen: 

Dnrch  Eintragung  dieser  Werte  nnd  Lösung  der  Gleicbnng  in  Be- 
ziehung auf  y  erhält  mau  dio  Gleichungen  der  beiden  Geraden,  wie 

sie  §.  11.  angiebt,  wenn  man  daselbst  fQr  y.y-{-\e — \-r     nnd    für 
k:k-\-:  setzt 

%.  19.  Wenn  die  beiden  Geraden  mit  ihren  Abscissenachsen 
gleiche  Winkel  bilden,  so  gilt  ebenfalls  (III)'',  so  wie  die  Bedingungs- 
gleichnngen  des  §.  l9.,  aber  ausserdem  noch: 


=dbv  Google 


Unitrmchvng  äbtr  die  biiiSrea  laiertUeit    Gtradea. 


DieBolben  BedingaDgen  als  vor,  mit  Ausnabme  der  letzteo,  wofOr  man 
za  Bstzen  h&t  4i;<;o* — fc»,  gelten,  wenn  die  beiden  lateralen  Gerade 
in  derselben  Ebene  liegen. 

Sollen  ansserdem  sich  die  WinVel  zu  180"  erg&nzen,  so  ist  a— 0, 
6  =  0,  /=  0  nod  Gl.  (m)"  wird: 

Hier  ist  yi  =  H  '1  =  0;  *""*  ^^^  Bedingnngsgleichnngon  sind: 

Ä  =  -,     t  =  l**+^        1  =  -^- 

S.  SO.  Liegt  die  eine  Gerade  in  der  Fnudamental- ,  die  andere 
in  einer  Lateral-Ebene,  bo  gilt  Gl.  (IIIj''  mit  den  Bedingungsgleicbnugen 
von  g.  18.,  wozu  noch  kommt: 

Die  Werte  von  y^  nnd  x,  sind  wie  in  g.  18. 

Sind  ansserdem  die  Winkel  gleich,  welche  die  beiden  Geraden 
mit  ihren  Abscissenachsen  bilden,  so  kommen  zu  deu  Bedingangs- 
gleichnngen  des  g.  18.  noch: 

'-°^-    "=!;<■■'*'■)■ 

g.  21.  Wenn  die  eine  Gerade  sich  in  der  senkrechten,  die  an- 
dere in  einer  schiefen  Ebene  befinden,  so  gelten  ausser  deu  obigen 
Bedingangsgleichnngen  von  oben  uoch: 

Sind  anch  die  Winkel  gleich,  welche  die  Geraden  mit  ihren  Abscissen- 
achson  bilden,  so  kommen  zu  den  obigen  Bediugnogsgleiuhnngon 
noch  hinza: 

»-^'.  ^-if »•+.-). 

g.  22.  Wenn  die  Winkel  der  beiden  Lateralebenen  sich  zn  360* 
ergänzen,  so  wird  ans  Gl.  {III)'': 
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Die   Bedingniigsgloichangcii  sind  wie  in  §.  18.,  nur  mit  BcrttckBich- 
tigang  von  d  =  0. 

Bilden  die  Geraden  mit  ifaren  Abscissenachson  auch  gleiche  Winke), 
go  crlilllt  Gl.  (III)'>  die  Form: 

y»-|-ayar+CT'+q(-j-ja;-f  A  —0 

Es  ist  hier 

_  2ce  —  ag  2g— ae 

"*  ~  4c—»»*     '^  =4c  — (•«■ 

c  ist  positiv  und  ic^a\  endlich: 

I   _  g'  +  o^— «Kg 
"-  -'     ^c—a* 

(Vergl.  Archiv  Tl.  58.  S.  218.). 
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Eine  geometrlsclie  Anfsabe. 

Vorbemerkung.  Aus  den  elemeDtargeometriacben  Anwendun- 
gen der  elliptischen  Functionen  int  unter  Anderem  der  Satz  bekannt: 
Wenn  2  Kreise  eine  solche  Lage  haben,  dass  dem  einen  ein  Polygon 
eingeschrieben  werden  kann,  welches  dem  anderen  umschrieben  ist, 
so  ist  die  Anzahl  solcher  Polygone  unendlich,  und  ob  bestehen  zwischen 
den  beiden  Kadien  r  und  g  und  der  Centrallinio  d  bestimmte  Itola- 
tionen.    Dieselben  laaten  beispielsweise  fttr  das  Dreieck 

T*  —  2rt^d^, 
far  das  Viereck 

fnr  daa  Fünfeck 

Unt^rsachungen  fiber  diesen  Gegenstand  sind  von  Jacob!  und  Kicfaolot 
(Crelle's  Journal  III.  und  XXXVIII.)  angestellt  und  von  mehreren 
Antoreu  über  die  Theorie  der  elliptischen  Functionen  z.  B.  von 
Schloemilcb  nnd  Dnr^go  reprodncirt  worden.  Uebrigens  sind  diese 
Relationen,  wie  es  in  der  Natur  der  Sache  li^,  auch  ohne  alle 
Bezugnahme  auf  elliptische  Functionen  gefanden  worden,  wie  denn 
die  Formel  ßlr  das  Dreieck  schon  Euler,  die  ftr  das  Vier-,  Fünf-, 
Sechs-,  Sieben-,  Achteck  Nico!.  Fuss  in  den  Not.  comment.  Fetropol. 
XI.  Qud  Not.  acta  Petropol.  XIII.  gegeben  bat.  Bewiesen  ist  die 
Dreiecksformel  von  vielen  Verfassern  elementar-geometrischer  Lehr* 
bUcher,  a.  A.  von  ünger,  v.  Swindcn- Jacobi ,  Kunze  n.  s.  w.  Man 
kann  aber  diesem  Gegenstände  eine  —  wie  ich  Ternmte  —  neue  Seit« 
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abgewinnen,  wenn  man,  Ton  der  Existenz  dieser  Dreiecksformel  ab- 
sehend  —  wir  beachrftuken  ans  der  Kurze  wegen  auf  diese  —  adi 
folgende  Aufgabe  stellt: 

Gegeben  2  Emae,  dem  einen  soll  ein  Dreieck  so  nmBCbrif^Nii 
werden,  dass  es  dem  anderen  eingeschrieben  sei. 

Auflösung.  Der  Radias  des  äassereu  Kreises  sei  r,  der  des 
Inneren  (berflhrendon)  p,  die  CeutralÜnie  a,  der  Mittelpunkt  des 
letzteren  sei  der  Coordioatenurspning.  Die  Gleichungen  der  Kreise 
sind  hiemach 

(«-a)»+y«  =  r»,    *»  +  ,»  =  p» 

Als  unbekannt  nehmen  wir  den  Punkt  A  der  äusseren  Periphme  an, 
von  welchem  ans  die  erste  Sehne  (welche  zugleich  Tangente  ia^ 
gezogen  werden  soll,  und  setzen  dessen  Coordiuaten 


Bezeichnen  wir  mit  u  den  Winkel  dieser  Sehne  mit  der  JC-Achse,  so 
schneidet  die  Sehne  die  Peripherie  in  einem  zweiten  Paukte  JB,  dessen 

ij  =  o  — rC08(v — 2m),     yg  =  rEin(q)  —  2u), 

wie  sich  entweder  dnrch  analytisch -geometrische  oder  rein  geome- 
trische Betrachtung  leicht  zeigen  lässt.  Soll  der  Winkel  u  dei^egtsH 
bestimmt  werden,  dasa  AB  den  zweiten  Kreis  berOhre,  so  erinnere 
man  sich  der  Bedingnngsgleichnng 

WO  m  und  n  die  Constanten  der  Geraden  y  =  mx-\-n  sind.  Im  vor- 
liegenden Falle  ist 


^  ^  "jy*—'^»!  ^  rain(q>— tt)_^ 

DieGleichnng  f*(l+m*)  —  n*  geht  hiernach  aber  in  die  Form 

±f  =  rsin(ip — m)  —  asinu 

und  zeriällt  natürlich  (wegen  des  Vorhandenseins  zweier  Tangenten 
von  A  ans)  in  die  2  Gleichungen 

1)  p  —  rBin(v— «i)  — "8iii"i 

2)  — p  —  r8in(v— M,)— asin«, 

Es  sind  nunmehr  ausser  A  noch  3  Punkte  fixirt: 
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B:  i,  =  a — rcoB(ip — 2wj),    yj  —  raiik{<p  —  2«,) 
C  :4-g  -"  o— rcoa(q)— 2ttt),    y,  =  rnnfqp  — 2ti,) 

Es  erübrigt  noch  die  Darstellnng  der  Eigeoschafl  der  Geraden  BC 
alB  Tangente  des  Kreises  «*+**  =  **■  Mit  Benutzung  der  bereits 
erv&hnten  Bedingnngagleichnng  p*{l^-in^J  =n*  ergiebt  sich: 

3)      ±P  =  rCOB(«,  — Ug)— oe08(t»i-f  u,  — (p) 

Diese  Gleichung  in  Verbindung  mit  1)  nnd  2)  reichen  aus  znr  Be- 
stinimaag  des  Winkels  <p,  von  welcher  allein  die  Lösnng  der  Anfgabe 
abhängt. 

Die  Addition  von  1)  nnd  2)  giebt 


i)     asin 


"1+"»  ^ 


■sin  (9 


desgleichen  die  Snbtraction 

5)  ,-.to(=»=a)(„«.-4^+,c..(,-'4a)). 


Au  4)  folgt 

6)  tm  "■+"■-    """'.    . 

.<>)     wog       2             rCOBqj  +  a 

co.=4-^ 

rcoBq>-}-a 

-       T/N 

.n^^- 

ua», 

wo 

i^r-.a«-f-2arcoBgi+r» 

Die» 

Werte  in 

6)  eingetragen: 

1 

a(o+rcosq))  ,  »•co8v('i+rcoi 

+  vä 

odor 

«ln*=S 

,^N_ 

a'+8rcoB9+arcos9i  +  r*co8V+t^«n*9» 

»Vä 

9 

(*+2aK089+r»      t/n 


D,qt,z.dbvGOOgk" 


Eine  Qnsdnttnr. 

Id  den  Hippokratoscboa  Halbmond  soll  der  grOsste  Kreis  ein- 
gCBchrieban  werden.  Welches  ist  der  Ort  Beines  SÜttolpnnkttn,  vriu 
sich  der  Scheitel  des  gegebenen  rechtwinkligen  Dreiecks  anf  der 
Peripherie  des  ihm  nmgesch rieben en  Kreises  bewegt? 

Ist  a  der  Halbmesser  des  fcstun  Kreises,  so  ist  der  Ort  in 
Mittelpunktes  des  veränderlichen  Kreises  in  Polarcoordinaten  r,  f. 

r  —  ^(COSTl  +  BinV  +  l). 

Die  Fläche  der  Curve 


/'•■ 


Die  Fläche  der  Curve  zerfällt  iu  zwei  Teile,  in  einen  ratioDaleii  n^ 
einen  irrationalen  Teil.  Sctareibeu  wir  iu  dun  festen  Kreis  ein  Qaailnl 
ein  und  dem  Quadrat  wieder  ein  Quadrat  ein,  dessen  Seiten  die  Dil- 
gonalonbälften  des  grßsBeren  balbircn  werden,  und  boschreibeu  uü 
dem  gemeinschaftlichen  Mittclpui  kto  einen  Kreis,  dessen  Radins  gleicli 
ist  der  Seite  des  kleineren  Quadrats,  so  ist  die  Summe  dieser  drei 
Fl&chen  gleich  der  FIftche  der  Curve 

K.  Zahradnik. 
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Litterarischer  Bericht 

■      CCXXXVL 


Gesdiichte  der  Mathematik  nnd  Physik. 

Ziele  und  Keanltate  der  seneren  matbematiBch-historischen  For- 
adumg.  Von  I^.  giegmand  Günther,  Privatdozeut  am  Ef^. 
Polytechnikum  zn  Mflnt^eB.    Erlangen  1676.    £dnard  Besold.   1338. 

Der  in  der  Grazer  NatarfarscherversamnüaDg  nnter  obigem  Titel 
gehaltene  Vortrag  erscheint  hier  nmgearbeitet  nnd  an»fahrlichcr  zu- 
gleich mit  angefilgten  Noten,  welche  die  einzelnen  berührten  Themata 
weiter  Terf(dgen  und  so  einer  durch  die  Umstände  auferlegten  KOrze 
nachtra^ch  abhelfen  sollen.  Der  Verfasser  üitt  zu  Onnsten  des 
hiBtorischen  StDdinms  der  Mathematik  ein,  das,  wie  er  findet,  ab- 
weichend von  dem  Verhalten  anderer  Fachwisaenschaften,  die  mehr 
an  ihrer  Geschichte  festhielten,  heutzutage  weniger  als  froher  ge- 
pflegt würde.  Auch  nach  der  Umarbeitung  hat  die  Schrift  den  Cha- 
rakter eines  Plaidoyers  behalten,  in  welchem  der  Verfasser  durch  an- 
gezogene Beispiele  das  Interesse  für  jenes  Stadium  za  wecken  sucht. 
An  dieser  Eigenschaft  ändern  auch  die  Nuten  nichts.  Wenn  die  ge- 
wählten Beispiele  nicht  besonders  iustmctiv  sind,  so  Uegt  die  Schuld 
nicht  bloss  an  der  Schwierigkeit  allgemein  Verständliches  ausser  dem 
Znsammenhange  zu  geben,  sondern  vor  allem  daran,  dass  der  Ver- 
fasser von  vom  herein  den  principiellen  Fragen,  die  hier  einer  Klärung 
warten,  nicht  näher  tritt,  sich  mit  allgemeinen  Termiuis  begaogt, 
ohne  deren  Inhalt  zu  discutiren,  namentlich  also  ohne  Erörterung 
läBst,  was  zum  histonscheu  Studium  gehört,  ob  er  von  Kenutnias- 
nahme  des  fernen  Altertums  oder  von  Continnität  der  Forschung 
spridit.     Bei  diesem  einen  Tadel  können  wir  es  bewenden  laaaen. 

Tdl  UI.    H*ft  4.  4 
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Wollten  wir  auf  das  Einzeloe  eiDgcheQ,  so  mOssten  wir  es  doch  in 
BeziebuDg  zur  AnkUndigniig  außasBcn.  Wo  siod  uun  die  Ziele  und 
Resultat«  der  iieneni  mathematiscli-higtorischeu  Forscbung  zu  fioden? 
Wo  sind  Ziele  kenntlich  gemacht?  Was  sieht  derVorrasser  als  Rosol- 
tato  an?  Wo  ist  überhaupt  von  neuerer  Forsch ang  anders  als  negativ 
die  Rede?  Nach  den  ersten  Seiten  wird  die  Absicht  vergo»Ben,  and 
kommt  im  Verlaufe  der  Schrift  nicht  wieder  zum  Vorschein.   H. 


Arithmetik,  Algebra  und  reine  Analysis. 

Die  ZinsrechnnDg  sammt  AuweDdungen.  I.  Heft  Die  Ziosrcch- 
nang.  Ffir  die  obem  Klassen  von  Realschulen  und  Gymnasien,  fOr 
Handelsscbnlen  und  Semiuarien,  and  znra  Selbstanterricht  II.  Heft. 
Die  Verzinsung  periodischer  Zahlungen.  Von  Heinrich  Stüssi. 
Zürich  1876.    Cäsar  Schmidt,    kt.  8".    263  8. 

Das  Buch  handelt  ausschliesslich  von  deijenigen  Rechnnng,  welche 
ZinsoBzins  zugruude  legt,  mit  Voraussetzung  der  Lehre  von  Potenzen 
und  Logarithmen,  and  hat  die  Besfimmung  die  Kenntniss  dieser  Rech- 
nung mehr  durch  die  Schalen  zu  verbreiten,  damit  der  Bürger  die 
daranf  beruhenden  Einricbtungen  verstehen  und  bearteilen  könne. 
Jedes  der  beiden  Hefte  enth&lt  die  4  Teile,  theoretischen  Teil,  Auf- 
gaben ,  Tabellen  uud  Anflösongen.  -  Der  Vortrag  ist  im  ganzen  klar 
nnd  verständlich,  das  eigentlich  Theoretische  cxact,  und,  was  anf  Her- 
kommen beraht,  was  also  kein  Denken  ergeben  kaoa,  wird  nicht,  wie 
so  häufig,  zu  erklaren  vergessen.  Doch  kommen  auch  Ausnahmen 
vor.  Seite  8.  ist  „Betrag  des  später  fälligen  Capitals"  zweideutig,  es 
muBH  heissen  „gegenwärtigen  Betrag".  Seite  5.  lässt  die  Ansfahrung 
Aber  Verzinsung  in  nnterjährigen  Terminen  den  Leser  im  Stich,  der, 
da  vom  nominellen  Zins  bis  dabin  nicht  die  Bede  war,  zunächst  an 
den  effecldven  Zins  deuken  muss,  dnrch  das  Weitere  natürlich  zweifel- 
haft wird,  aber  keine  rechte  Entscheidung  findet  (das  Resultat  ist 
durch  Druckfehler  noch  einmal  im  Sinne  des  efTectiven).  Obwol  dnrch 
Beispiele  und  spätere  Erörterungen  jede  Zweideutigkeit  nachträglich 
gehoben  wird,  so  hätten  doch  gleich  in  erster  Aufstellung  solche  ver- 
mieden werden  sollen.  Im  abrigen  zeigt  die  Abfassung,  was  durch 
Verbindung  von  concinuer,  correcter  Erörterung,  Formel  und  Beispiel 
an  Dentlichkcit  geleistet  werden  kann,  nnd  kann  als  Muster  der  Dar- 
Btellnng  gelten.  Die  Tafeln  erstrecken  sich  auf  100  Jahre  and  die 
Monate  eines  Jahres,  bertkcksichtigen  die  ZinsfQssc  2},  3,  4,  44,  ^,  6 
Procent  und  sind  auf  teils  b,  6  und  7  Bruchstellen  berechnet,  das 
AnfangBcapitel  stets  "1  gesetzt,  die  entsprechenden  Logarithmen 
nebengestellt.  H. 
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Die  BncbstabenrechniiDg.  Eise  Eiitnickelnng  der  Gesetze  der 
Orandrechnnagsarten  rein  ans  den  Begriffen  der  Zahl  nnd  des  Z&hlens 
als  Grandlage  fttr  deu  Unterricht  Von  Dr.  Ferd.  Rosenberger. 
Jena  1876.    Hennaun  DuSt.    150  S. 

Das  Vorliegende  ist  erklärtenDaasen  kein  Scbnlbuch  zu  unmittel- 
barem Gebrauch,  wenn  gleich  die  Idee  der  Abfawnng  einzig  und  allein 
ans  dem  SchDluatcrricht  fliesst  nnd  demselben  gewidmet  ist  Die 
wahre  Bestimmung  ergiebt  sich  beim  ersten  Blick  als  eine  logische 
Revision  der  elementaren  Doctrin,  hervorgerufen  durch  sehr  gewöhn- 
liche Misgriffe,  deren  der  Verfasser  zwei  anfahrt,  nämlich  die  Um- 
gehoDg  der  Schwierigkeiten,  die  in  der  Anwendung  der  Omndrech- 
nungen  auf  negative,  imaginäre  Zahlen  u.  s.  w.  liegen ,  durch  fremd- 
artige Definitionen,  dann  ^is  willkürliche  Zusammenstellung  der  Sätze 
ohne  sichtlichen  Zusammenhang.  Statt  des  letztern,  der  nichts  prin- 
cipieiles  euth&tt,  Hessen  sich  wol  manche  andere  Punkte  nennen. 
Wesentlich  aber  ist  jedenfalls  der  erstere,  der  zwar  nicht  zum  ersten- 
mal enthullt  wird,  doch  mehr  Beachtung  verdient,  als  er  gefanden 
hat.  Es  ist  dem  Verfasser  vollkommen  hoizastimmen ,  wenn  er  die 
Auskauft  unnötig  nennt  Es  ist  unnötig,  bei  Definition  der  entgegen- 
gesetzten Grössen  auf  räumliche  Darstellung  ttberzuspringeu ,  es  ist 
auch  unnötig,  eiuen  andern  als  den  auf  blosser  Wiederholung  beruhen- 
den ZahlbegrifT  zugrunde  zu  legen,  um  zur  strengen  Entwickclong  des 
allgemeinsten  Zahlbegriffs  zu  gelangen.  Dass  die  gegenwärtige  Be- 
arbeitung sich  denjenigen  zugesellt,  die  die  einheitliche,  rein  arith- 
metische Methode  zur  Durchführung  bringen,  ist  an  sich  zu  schätzen; 
unterscheidend  für  sie  ist,  dass  sie  die  logische  Seite  der  Arithmetik 
durch 'besondere  Ansführlichkeit  in  den  Vordergrund  stellt,  also  die 
gangbaren  Irrtümer  nnd  den  gewöbulichen  Mangel  an  Rechenschaft 
über  die  Grundbegriffe  für  wichtig  genug  hält,  ihnen  mit  allen  Mit- 
teln reichlicher  Auseiuandersetznng  entgegenzutreten.  Freilich  hätte 
die  Darlegung  noch  sehr  an  Deutlichkeit  gewinnen  können,  wenn  die 
Ausführlichkeit  mit  Concinnität  nnd  Vermeidung  des  UeberBüssigen 
verbunden  auftrat«;  indessen  kann  man  mit  dem  Qetanen  schon  zu- 
frieden Bein. 

Fragt  man  nun  aber,  ob  die  logische  Revision  selbst  richtig  voll- 
zogen Bei,  so  zeigt  gleich  die  erste  E^klftniug,  welche  nur  eine  ge- 
dankenlose Wiederholung  eines  hSofig  vorkommenden  FeblgrifTs  ist, 
das  Gegenteil.  In  der  Tat  findet  man  in  manchen  LehrbOchom  anf- 
gest^lt.  Rechnen  sei  die  Verknüpfung  mehrerer  Zahlen  zu  einer;  aber 
trotzdem  wird  in  denselben  Lehrbüchern  der  Begriff  im  richtigen 
Sinne  geDbt,  und  im  Widerspruch  mit  der  Erklärung  unter  dem  Worte 
das  verstanden,  was  der  Schiller  factiscb  beim  Rechenunterricht  tun 
lernt,  was  er  daher  einzig  nnd  allein  daranter  verstehen  kann,  näm- 
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Beridit  CCXXXVI. 

lieh  diit  TranformatioB  der  dorcfa  Operationareriniflpfting  oder  durch 
Bedingungen  beBÜminteii  Zahlen  in  dekadisch  geecbriebene  -oder  aO- 
gemeiner  in  zweckentapraohend  gestaltete  Zahlen.  Der  Verfiuser  des 
gegenwärtigen  hingegen  hat  nicht  nnr  die  falsche  Eriüfixnag  anfge- 
nommen,  sondern  bemaht  Bich  auch  sie  conseqnent  featzobalten  und 
zo  realisiren,  venirBacht  sich  dadurch  Schwierigkeiten,  und  bewirkt, 
dasB  manche  Erfirtemngen  je  wortrdcher  desto  donkeler  ansEalleu. 
In  der  genannten  Frage  kann  von  verschiedener  Ansicht  nicht  die 
Rede  sein.  Wird  ans  den  Zahlen  3,  7,  4  durch  VerknOpfong  eine 
Zahl  3.7-1-4  gebildet,  and  diese  due  in  der  Form  25  dargestellt,  so 
sind  dies  zwei  Acte,  beide  nötig  um  zum  Zweck  zu  gelangen.  Welchen 
von  beiden  man  aber  Rechnen  nennt,  wird  niemand  in  Zweifel  sein, 
sonst  kann  man  es  in  jedem  Rechenbnche  sehen,  dass  der  erste  stets 
in  der  Anfgabe  schon  vollzogen  und  der  «weite  allein  es  ist  der  vom 
Schüler  verlangt  wird.  Nicht  minder  deutlich  zeigt  sich  der  Sach- 
verhalt in  der  Buchstabenrechnung.  Die  Verkn&pfung  der  Zahlen  u, 
b,  c  zu  der  einen  Zahl  ab-\-o  giebt  nichts  zn  rechnen)  dagegen  nennt 
mau  die  Verwandlnng  von  oi-f-oc  in  a(b-\-e)  eine  Addition,  die  om- 
gekehrte  eine  UultJpIication.  Wird  der  Verfasser  hier  behaupten, 
das  Rechnen  bestDnde  in  der  Verknüpfung  ab-i[-ao  einerseits,  a(i-f-o) 
andrerseits?  Welches  Motiv  hat  er  dann,  die  Gleichheit  beider  so 
verschieden  gebildeter  Zahlen  zu  lehren?  Die  ganze  Theorie  derBnch- 
stabenrecbnung  besteht  dann  ans  Lehren,  die  mit  seinem  BegrilF  des 
Rechnens  nichts  zu  tun  haben;  denn  alle  handeln  von  Umformnng 
der  BnchatabenausdrOcke.  Das  eben  ist  der  grosse  Haugel  in  der 
anfänglichen  Begriffsbestimmung,  dass  ihr  gegenfiber  die  Doctm 
durchweg  ganz  unmotivirt  auftritt.  Die  Acte  der  Transformation  zn 
motiviren  ist  der  Verfasser  gichtlich  bemObt,  doch  wird  dasAGsliogeu 
nnr  durch  den  Wortreichtum  verhflllt,  der  durch  selbstgemachte 
Schwierigkeiten  hervorgemfen  ist 

Auf  die  falsche  Definition  des  Rechnens  sind  gewisse  Logiker 
offenbar  dadurch  verfallen,  dass  sie  beim  Nachdenken  ober  das  Wesen 
der  elementaren  Operationen  diese  ans  ihrem  Zusammenhange  mit 
der  Theorie  ISsten,  und  so  nach  Abstraction  von  Sinn  und  Bedeutung 
nnr  mit  dem  WUlktlract  der  Verknüpfung  zu  tun  hatten.  Allerdings 
kann  man  Ja,  BAcbdem  einmal  das  Reebnen  durch  Ausübung  bekannt 
ist,  schlediäiin  und  ohne  Bczngaakme  auf  irgend  welche  Transfor- 
mation sagen:  Hnltiplicire  die  Zahl  mit  o,  snbtrahire  dann  b  n.  s.  w. 
Dann  scheint  es ,  und  namentlich  während  man  definiren  vUl ,  was 
mit  diesen  Acten  gemeint  ist,  als  wäre  die  Reclintingsart ,  auch  wo 
man  vom  Paeit  nichts  weiss,  an  sich  ein  geschlossener  klarer  Betriff. 
Dabei  wird  aber  übersehen,  dass  dieser  B^riff  in  nichts  sei^eest, 
wenn  das  Beenltat  der  Opra^tion  ein  nenes  lÜng  sein  und  nicht  eiBen 
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Plftti  in  derselben  Zahlenreihe  einnehmen  soll.  Hiervon  kann  man 
abBtrebiren,  im  Angenblioke  wo  man  die  Definition  anEstddt;  aber  ob 
eiistirt  keine  einzige  Anwendung,  in  der  nicht  die  bei  Seite  gescho- 
bene Bedoatnng  sich  mit  Notweadigkeit  geltend  machte. 

Gehen  wir  nnn  weiter  anf  d«n  Inhalt  der  Schrift  ein ,  ao  ist  es 
bei  ihrem  vorwaltend  logischen  Oesichtspnnkt  vor  aJlem  ihr  Verhalten 
in  Betreff  der  negatiTen  nnd  gebrochenen  Zahlen,  wovon  ihre  Leistung 
abhängt.  An  Vorsicht  lässt  sie  es  nicht  fehlen.  Daas  sich  z.  B.  dl« 
Vertauschbarkeit  der  Factoren  nicht  ohne  nene  BegrOndong  auf  nega- 
tive anwenden  lOsst,  wird  hervorgehoben.  Doch  die  Furcht  vor  FeU- 
scbltlssen  lehrt  nicht  auf  die  leitenden  Punkte  anfinerksam  sein.  Statt 
wmsä.  von  den  Scbwierigkeitm  zn  reden,  wie  es  hier  bei  EinfOhrang 
der  Brüche  geschieht,  hätte  der  Verfasser  die  Frage  beiencbtea  rnttesen: 
Sind  alle  GrOssen  anbegrenzt  teilbar?  Was  berechtigt  ans,  wenn  sie 
es  nicht  sind,  oder  wenn  unter  der  Allgemeinheit  dieser  Fall  mit  be- 
griffen ist,  Brüche  einznffthren?  Hierflb^  achlüpft  er  mit  der  einge- 
schalteten, offenbar  unwahren  Behauptung  hinweg  ,4a  jede  GrOsse 
bis  ius  Unendliche  teilbar  ist".  Bekanutlich  giebt  es  zwei  verschie- 
dene Grflnde  der  Berecbtignng.  ErsUicb  lassen  sich  in  vielen  Fällen 
die  negativen,  in  .vielen  Fällen  die  gebrochenen  Zahlen  wirklich  dar- 
stellen. Anf  diesen  allein  bat  der  Verfasser  geachtet;  nnr  verschweigt 
er  leider  beidemal  die  Einschränkung.  Zweitens  kann  die  Rochnnng 
mit  negativen,  mit  gebrochenen  Zahlen  positives,  ganzzabliges  Resultat 
geben,  und  da  kein  theoretisches  Resultat  letztes  Resultat  ist,  so  be- 
hält auch  das  negative  nnd  gebrochene  Resultat  unter  allen  Umst&n- 
den  Bedeutung  durch  seine  weitere  Anwendbarkeit.  Der  letztere  ist 
unstreitig  der  Uaaptgruod;  denn  aus  ihm  leuchtet  die  Berechtigung 
des  bctisch  geübten  Verfahrens  ein,  welches  gar  nicht  nach  der  Be- 
schaffenheit des  Resultats  fragt  Dass  der  Ver^scr  ihn  ganz  igno- 
rirt,  ist  ein  grosser  Uangel-,  denn  es  sind  infolge  dessen  auch  die 
Beweise  weggeblieben,  die  zur  BegrOndung  notwendig  waren. 

Aus  dem  Vorstehenden  erbellt  wol  zur  QenQge,  dass  der  Ver- 
fasser seine  Aufgabe  nicht  bewältigt  hat;  es  hatte  aber  nicht  sowol 
den  Zweck  seinen  Versach  abzuweisen,  als  vielmehr  die  Durchftthr- 
barfceit  seines  Gedankens  darzntun.  H. 


Geometrie. 

Elemente  der  Geometrie.  Leitfaden  für  den  Unterricht  in  Pla- 
uimetrio  and  Stereometrie,  Von  Dr.  Kurt  Schurig,  Oberlehrer  an 
der  k.  Ofnuiasial-  und  Realschulanstalt  nnd  Lehrer  der  Mathematik 
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an  der  k.  BangcwerkeDscbnle  zu  Planen  i.  V.  Zweite,  verbesstTtc 
und  vermehrte  Auflage.  Mit  210  in  den  Teit  gedruekh-n  Fignren. 
Planen,  1S76.    A.  Rohmann.    111  8, 

Das  Bnch  ist  zum  Gebraach  an  der  Baugeworkenschnlc  in  Planen 
specicll  beE^mmt.  Absehend  von  allem  Zweck  der  Ansbildnng  ftlr 
mathematisches  Stndiom  nnd  Entwickelang  prodactiver  Ffthigk^ten, 
ist  ea  nur  darauf  berechnet  der  Aneignnni;  des  Lehrstoffs  in  gehAri- 
gem  Umfang  aof  kürzestem  und  bequemstem  Wege  zu  dienen.  In 
dieser  Eigenschaft  bleibt  aber  sorgfältige  Bearbeitung,  concinner  Aus- 
druck, Einfachheit  der  Darstellung,  gute  Auswahl  des  praktisch  Nutz- 
baren nnd  Reichhaltigkeit  anzuerkennen.  Weniger  notwendig  w&re 
es  wol  gewesen  sich  jeder  misbräuchlichen  Terminologie,  die  in  halb- 
gebildeten Kreisen  Fuss  gofasst  hat,  anzuBChlicssen ;  denn  in  der 
Materie  praktisch,  in  der  Form  nnpraktisch  zn  sein,  ist  doch  keine 
Vorschrift  fttr  den  Techniker,  wenn  gleich  der  Wunsch  mit  jenen 
Kreisen  Fablung  zu  behalten  auch  dies  erklärlich  macht         H. 

Lehrbuch  der  Stereometrie  zum  Gebrauche  bei  d«n  Unterrichte 
in  Gymnasial-  und  höheren  Realanstalten.  Von  Oberstndienrath  Dr. 
von  Nagel,  Bitter  1,  CI.  des  kgl.  württemb.  Kro'nordeus  and  des 
kgl.  wUntemb.  Fried  rieh  ordens.  Mit  vielen  dem  Text  beigedrnckten 
Holzschnitten.  Vierte  vermehrte  Auflage.  Ulm  1876.  Gebrüder 
Nttbling.    118  S. 

Das  Lehrbuch  will,  wie  der  Verfasser  erklärt,  von  dem  Gesichts- 
punkts beurteilt  sein,  dass  der  Hauptwert  des  mathcmatischeu  Unter- 
richts in  der  innem  bildenden  Kraft  ruht,  welche  dieser  Wissenschaft 
innewohnt,  in  dem  Sinne  für  Wissen  nnd  Wissenscbaftlichkeit,  welche 
sie  durch  die  strengste  Logik,  die  sie  charakterisirt ,  zu  wecken  ge- 
eignet ist,  und  in  der  Sicherheit  und  Zuversicht,  mit  welcher  der 
Schüler  dnrch  sie  in  seinem  Denken  vorwärts  schreiten  lernt  Fragt 
man,  was  die  gegenwärtige  Bearbeitung  fUr  dieson  bildenden  Zweck 
getan  hat,  so  ist  in  der  Tat  ein  Punkt  zn  nennen,  in  welchem  sie 
bessernd  voi^egangcn  ist  Die  Kugel,  welche  gewöhnlich  nur  als  einer 
unter  den  Körpern,  die  man  in  den  Elementen  zu  betrachten  für  gnt 
findet,  und  noch  dazu  als  letzter  behandelt  wird,  nimmt  hier  voll- 
ständig die  Stelle  ein,  welche  der  Kreis  in  der  Planimetrie  behauptet; 
die  Lehre  von  der  Kugel,  nämlich  als  regulirendcs  Element,  nicht  als 
Object  der  Messung,  folgt  unmittelbar  auf  den  Abschnitt  von  der 
Stellung  der  Ebenen  und  Geraden.  Dass  die  den  Kreissätzen  aualogCD 
Sätze  von  den  Schnitten  nnd  Berührungen  der  Ebenen  und  Geraden 
mit  der  Kugel  uud  von  den  dio  Ceutriewinkel  messenden  Normal- 
bogen sehr  zur  Orientimng  in  den  räumlichen  Verhältnissen  beitragen. 
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dass  sie  schon  an  dieser  Stelle  leicht  zum  Tentändnisa  gelangen,  da- 
her hier  ihren  geeigneten  Platz  haben,  lencbtct  auf  den  oratun  Blick 
ein.  Uebcrdies  macht  der  Verfasser  mit  Recht  darauf  aufmerksam, 
wieviel  Aeweudtiugen  die  Kngelsätze  in  fremden  Uuterrichtsgegen- 
ständen,  der  Geographie  u.  a.  haben.  Können  wir  dies  als  einen 
wesentlichen  nnd  definitiven  Fortachritt  der  Methode  verzeichnen  — 
denn  wieder  davon  abzugehen  ist  kein  Grund  ersichtlich,  da  weder 
ein  Zusammenhang  zerrissen,  noch  das  Pensum  im  ganzen  verlängert 
worden  ist  —  so  steht  im  übrigen,  namentlich  aber  im  Betreff  der 
AnsfQbrnng  im  einzelnen,  das  Lehrbuch  noch  ganz  auf  dem  gewöhn- 
lichen Niveau.  Die  Sätze  des  ersten  Absclinitl«,  welche  doch  gerade 
die  Bestimmung  haben,  eine  Uebersicht  Ober  die  räumlichen  Lagen 
zs  geben,  mit  den  Verhältnissen  vertraut  zu  machen,  sind  noch  ge- 
rade so  buut,  als  wäre  es  der  erste  Versuch,  sie  der  Reihe  nach  ans 
einander  zn  beweisen,  kein  Fortschritt  vom  Einbeben  zum  -Mannich- 
faltigen,  von  der  parallelen  znr  rechtwinkligen  und  dann  zur  schiefen 
Lage.  Ebenso  wenig  ist  in  den  übrigeu'Abschnitten  ein  ordnendes 
Princip  zb  erkennen,  während  die  Ordnung  der  Abschnitte  selbst  eine 
recht  vernflnftige  ist:  auf  die  Kugel  folgt  die  Ecke  und  das  sphäri- 
sche Dreieck,  dann  die  Körper,  alles  bis  dahin  nach  allgemeinen 
Eigenschaften,  zuletzt  die  Inhaltsberechnungen.  Incorrecto  Ausdrücke 
kommen  bisweilen  vor.  „Die  Geometrie  ist  die  Lehre  von  den  Ranm- 
grössen'^  ist  eine  Behanptung,  deren  Unwahrheit  anf  der  Hand  liegt 
Die  Geometrie  handelt  ziemlich  ebensoviel  von  Dingen,  die  keine 
Grössen  sind,  wie  unbegrenzte  Gerade  und  Ebenen,  deren  Schuitt- 
pnnkte  und  Schnittlinien  u.  s.  w.  nnd  ein  Kreis  gilt  ihr  nicht  fflr 
dassülbe  als  eine  glcichgrosse  Gerade.  „Zwei  Ebenen  fallen  in  einem 
Teile  ihrer  Punkte  zusammen".  Was  beisst  „ein  Teil  der  Punkte"? 
Da  die  Punkte  der  Ebene  keine  Zahl  haben,  so  kann  es  doch  anch 
keinen  Toll  dieser  Zahl  geben.  Beide  Ausdrücke  entsprochen  einer 
mangelhaften  Entwickelnng  des  Denkens  und  stoben  in  schroffem 
Gegensatz  zu  dem  oben  aufgestellten  Gesichtspunkt  Doch  diese  for- 
mellen Fehler  sind  vorschwindend  gegen  die  Unklarheit,  mit  welcher 
die  Inbaltsberechnung  ans  den  parallel  begrenzten  Elementen  vorge- 
tragen vrird.  Das  einzelne  Element,  wird  bebanptot,  aber  nicht  er- 
klärt, habe  keinen  Einflnss  anf  die  Grösse  des  Körpers.  Dennoch 
besteht  der  Körper  als  lauter  solchen  Elementen.  Wie  soll  der 
Schüler  das  zusammenreimen?  Gerade  das  war  ja  zu  zeigen,  wie  die 
Grösse  des  Körpers  durch  die  Grösse  des  Elements  bedingt  ist  Da 
der  Verfasser  wol  kein  Verständniss  vom  Unendlichklcinen  hat,  so 
wollte  er,  wie  es  scheint,  die  Schwierigkeiten  der  unendlich  kleinen 
Differenz  dnrch  jenen  Macbtspmch  dem  Blick  entziehen.  Doch  an- 
statt denselben  daran  vorbei  auf  die  Hauptsache  zu  lenken,  verdeckt 
er  lieber  gleich  das  ganze  Object  seiner  Betrachtung.    Merkwürdig 
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Ist,  dasB  er  die  Beweisart  in  der  Vorrede  hervorhebt.  „Es  iet  mir 
wohl  bokanDt,  was  sich  gegen  diese  Beweisart  einwenden  läset  Aber 
iuti  kenne  keine  andere,  die  den  Namen  einer  olcmentaren  mit  Recht 
verdient«."  Trotz  dem,  dass  ihm  die  Schwäche  bekannt  war,  und 
trotz  dem  ansgesprochenen  Grnndsatz  strengster  Logik  entscheidet 
er  sich  for  das  Ungenflgende.  In  der  Tat  liegt  aber  die  Schuld  an 
etwas  ganz  anderem  als  an  der  Wahl  des  Dcdnctionsweges.  Streng, 
elementar  nnd  ohne  grosse  Umständlichkeit  lässt  sich  die  bezeichnete 
Methode  durchführen.  Nnr  muss  man  die  nnendlich kleinen  OrOssen 
nicht  ignoriren,  sondern  ihre  Bedeutung  nnd  die  darauf  basirtsn 
Schlösse  erklären.  H. 

Die  regnlb«n  and  faalbregolftren  Polyeder.  Mit  1  Tabelle  nnd 
113  stereoscopischen  Figuren.  Von  Dr.  Th.  Hagel,  k.  Rector  an 
der  Oewerbschnle  zu  Neustadt  a.  d.  H.  Neustadt  a.  d.  H.  1S76. 
A.  H.  Gottschick-WiUer.    4«.    20  8. 

Die  Schrift  ist  eine  Sammlung  von  einfachen  GrOssenr^tionen, 
welche  sich  zwischen  den  Bestimmongestücken  der  regulären  Polyeder, 
tticfat  bloss  der  nnmittelbar  vorhandenen,  sondern  aacb  mancher  durch 
eigene  COnstmctionen  hinznkommenden,  finden  lassen.  Sie  geht  nach 
keiner  Seite  hin  auf  Erschtipfung  eines  Bezirks  aus,  behandelt  viel' 
mehr  jedes  Einzelne  als  Gegenstand  eigenen  Interesses,  wie  es  der 
Bestimmong  zu  Uebnngsanfgaben  entspricht  Die  Hcrleitnngcn  sind 
meistens  direct,  nicht  in  synthetischer  Verkettung  von  einander  ab- 
hängig, und  werden  mit  einfachen  zur  Hand  liegenden  Mitteln  ohne 
KnnfitgrifTe  in  aller  KQrze  vollzogen.  Was  halbregnläre  Polyeder, 
goldenes  Polyeder  u.  s.  w.  genannt  wird,  sind  nur  Ergebnisse  solcher 
Constractionen,  die  zn  einfachen  Belatienen  fahren;  unter  diesem 
Gesichtspunkt  werden  die  archimedischen,  antiarcbimedischen,  Rhom- 
ben- und  poinsofschen  Polyeder  behandelt;  eine  Discussion  giebt  bei 
jeder  neuen  Figur  die  Haltpankte  der  geordneten  Vorstellnng.  Be- 
sonders empfehlend  ist  die  Beigabe  der  stereoskopischea  Darst^- 
Inngen.  H. 

The  cone  and  its  sections  treated  geometrically,  hy  S.  A.  Res- 
ahaw  of  Nottingham.  London  187&.  Hamilton,  Adams,  and  Co. 
40.    148  8. 

Die  hier  gewählt«  Methode  nimmt  zwei  chu-akteristisohe  Normen 
für  sich  in  Anspruch:  sie  soll  die  Eigenschaften  der  Kegelschnitte 
erstens  aus  deren  Lage  im  Kegel,  zweitens  geometrisch  herleiten. 
Der  Verfasser  bezeichnet  sie  salbst  als  RUckkohr  zur  Methode  der 
Alten,  findet  jedoch  Gründe  sie  tthorhatipt  zu  bevorzugen,  und  beruft 
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sieh  in  dieser  Beiiehtiiig  anf  den  Vorgang  Hamiltoa'H.  Vie  Berech- 
tigang  des  Verrachs  von  vornliereiB  zugestanden,  darf  mu  isdes  wol 
an  die  AotfOhrnng  der  Idoe  die  Fordemng  stoUeD,  dus  sie  derselben 
anch  ganz  entspricbt  nnd  in  Allgemeinheit  der  Anfßusnng  der  ein- 
schlagenden Fragen  sowie  in  Eleganz  der  Oednction  etvas  mehr  leistet 
als  das  Vorgofandeno.  Ist  einmal  der  Kegel  in  seiner  Besiehnng  znr 
Scfanittfigor  znm  Gegenstand  des  Interesses  gemacht  worden,  so  war 
die  Frage  nach  der  (üestalt  des  Schnitts  öner  beliebigen  Ebene  jeden- 
folls  erste  nnd  Hanptfirage.  Ein  solcher  Schnitt  wird  hier  gar  nicht 
erwlüint;  es  Icommen  nnr  Schnittebenen  smkrecht  znr  Projections- 
ebene  der  Eegeiaxe  vor,  kein  Wort  davon,  dass  andere  dieeäben 
Figuren  ei^ben.  Femer  hätte  man  wol  erwarten  dürfen,  dass  die 
Dedoction,  wenn  auch  nur  in  manchen  Punkten,  mit  der  Ansgangs- 
betrachtnng  in  Conuez  bleiben,  nnd  eijiige  nene  Beziehangeu  der 
Cnrvenmerkmale  zum  Kegel  cnthtiUeii  würde.  Es  behalt  aber  sein 
Bewenden  bei  einer  einzigen:  ans  dorn. Schnitt  in  jener  speciellen 
Lage  wird  die  Focal-Eigenschaft  hergeleitet;  nachdem  hiermit  eine 
ffir  sich  aäsreichende  Bestimmnng  der  Cnrve  gewonoon  ist,  bleibt 
die  DarBtellnng  bis  ans  Ende  innerhalb  der  Ebene  mid  kommt  nicht 
wieder  auf  den  K^el  zurück.  Demnach  ist  die  Znziäbung  des  Kegels 
nichts  weiter  als  ein  zurflckgeschobener  Ansgat^spunkt  und  ohne 
allen  Einfluss  anf  die  Uethode.  Wenn  endlich  äie  letztere  geometrisch 
genannt  wird,  so  trifft  dies  nnr  insofern  zn,  als  der  Leser  za  besUto- 
djger  Vergleichnng  mit  der  Figor  genfitigt  ist  Coordinaten  kommen 
nicht  in  Anwendnng;  dadurch  wird  aber  die  Bechnnng,  ans  der  doch 
alle  Uerleitung  besteht,  nicht  kfirzer,  sondern  nur  mOhevolier  dgrch- 
znlesen.  Die  Fignren  sind  mit  grossem  Aufwand  an  Ranm,  aber 
gerii^;er  Sorgfalt  aosgefuhrt  So  ßUlt  z.  B.  ein  Kegelschnitt  znm 
grossen  Teil  ansserhalb  des  Eegelbildes.  H. 


Physik. 

Lehrbuch  der  physikalischen  Mechanik  von  Dr.  Heinrich  Buff, 
Professor  der  Physik  an  der  Universität  Giessen,  In  zwei  Thdlen. 
BGt  zahlreichen  in  den  Text  eingedruckten  Hoizslichen.  Bninnschweig 
1874.    Vieweg  nnd  Sohn. 

Indem  wir  dieses  Buch,  welches  nach  dem  Erscheinen  der  ersten 
Lieferang  im  220.  litt  Bericht  genannt  worden  ist,  nach  seinem  Ab- 
st^lnsa  noch  «ism^  auffahren ,  geschieht  es  nur  um  zu  constatiren, 
dass  auch  die  drei  übrigen  seitdem  erschienenen  Lieferangen  das  Urteil 
bcMAtlgen,  mit  dem  wir  es  damals  abgef^ügt  haben.  Die  ganze  volu- 
minöse Schrift  ist  nichts  als  eöse  ZuEammeBlngt^  vot^undenen 
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Lehrstoffs  ohne  jeden  Hinblick  anf  das  BedOrfiiisi  deBsen,  der  davoa 
Gebraach  machen  soll.  Sie  ist  das  Gegenteil  von  dem,  ms  die  An- 
kündigung auf  dem  Umschlag  als  das  Streben  des  Verfassers  bezfflclmot. 
Der  ZarackfQhruDg  der  Ldiren  anf  die  Erfahmngsgmndiagen  hat  sich 
kaum  ein  anderes  Lehrbuch  der  Physik  in  dem  Hasse  Oberhoben  als 
das  gegenwärtige.  Die  Sätze,  ohne  Angabo  was  daran  und  wodnrcfa 
es  gesichert  ist,  werden  schlechthin  als  Resultate,  man  siebt  nicht 
wovon,  aofgostellt  Dies  kann  natarlich  nicht  von  denjenigen  Partien 
gelten,  welche  apeciell  anf  Gegenstände  neuerer  Forschung  eingehend 
die  Originalarbeiten  auch  in  der  Form  der  Darstellung  benutzen 
konnten.  Die  Sorgfalt  in  der  Sicherstiilinng  nnd  die  klare  Bezeich- 
nung des  Zieles,  der  man  hier  begegnet,  stobt  in  anffKlt^cm  G^en- 
satz  zur  Behandlung  der  allgemeinen  Theorie.  H. 


Oompendium  der  Eiperimental-Physik  nach  Jamin's  Petit  Trüti 
de  Physique  deutsch  bearbeitet  von  Dr.  G.  Recknagel,  Professor 
für  Physik  and  techn.  Mechanik,  Rector  der  königl.  Indostricschnle 
in  Kaiserslautern.    Stuttgart  1876.    Meyer  u.  Zeller.    875  3. 

Das  nach  dem  Ersuhoinen  der  ersten  Lieferungen  zweimal,  in 
den  litt  Berichten  222.  und  225.,  besprochene  Werk  ist  jetzt  vollendet 
und  enthält  nun  in  7  Abschnitten  die  Lehre  von  der  Schwere  nnd 
der  Elasücität,  der  Wärme,  der  RoibnngsolektricitJtt,  den  elektrischen 
Strömen,  dem  Uagnetismus,  dem  Schall  und  dem  Lichte.  Der  Charak- 
terisirung  des  zweiten  Abschnitts  entsprechen  auch  ganz  die  folgenden. 
In  allen  Punkten  findet  man  dasselbe  correcte  Zuworkegehen :  aus- 
gebend von  der  nnmittelbar  an^efassten  Tatsache  ffihrt  der  Vortrag 
durch  das  Experiment  zur  Theorie  hin,^so  dass  von  An^g  bis  Ende 
deutlich  wird  und  sich  beständig  fiberschaueu  Iftsst,  anf  welchen  Tat- 
sachen, Annahmen  und  Bedingungen  jede  Lehre  beruht  Das  Gom- 
pondium  ist  daher,  hiasirhtlich  drr  allein  in  Betracht  kommenden 
Abschnitte  2.  bis  7.,  donjenigon  seltenen  Erscheinungen  zuzuzählen, 
welche  alle  didaktischen  Anforderungen  in  vollem  Vasse  orfQllea. 

H. 

Schniphysik.  Bearbeitet  von  Albert  Trappe,  Professor  and 
Prorector  an  der  Realschule  am  Zwinger  zn  Br^aa.  Siebente,  ver- 
besserte und  vermehrte  Auflage.  Mit  250  in  den  Text  gedruckten 
Abbildungen.    Breslau,  Ferdinand  Hirt    280  S. 

Die  neue  Auflage  ist  anf  dem  in  den  froheren  Auflagen  ernstlich 
verfolgten  Wege  der  Emendirung,  namentlich  im  Gebiete  der  Hech&nik, 
fortgeschritten,  nnd  auf  einen  Standpunkt  gelangt,  welcher  der  heati- 
gen  höheren   Schätzung  des    physikalischen  Unterrichts   entspricht. 
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LilUraTÜchtr  Btrkkt  VCXXXVI.  46 

Dio  »iden  Irrlehren,  welche  man  vor  nicht  gar  langer  Zeit  noch 
QDter  dem  Vorwande,  bei  der  geringen  mathematt  sehen  Entwickelnngs- 
stofe  der  Schüler  auf  exacto  Darstellnng  verzichten  zu  mOseen,  h^;te, 
sind  Dicht  nar  beseitigt,  sondern  es  sind  aach  dircct  die  wichtigsten 
Satze  aoBgesprochen ,  welche  denselben  entgegenstehen  und  za  den 
richtigen  Yorstellnngen  den  Grund  legen.  Um  so  mehr  als  dies 
hoffen  IftsBt,  dass  der  Yor&SBer  anch  den  letzten  Rest  der  alten  Irr- 
lehren gern  fallen  lassen  und  methodischen  Verbesserungen  femer 
Raum  gOnuen  wird,  mag  folgendes  bemerkt  sein.  Von  der  Cratri- 
fügalkraft  sagt  das  Lehrbuch,  sie  höbe  die  Ceutripetalkraft  auf.  Da- 
mit steht  aber  die  kreisförmige  Bewegung  ofTenbar  im  Widerspruch; 
denn  bei  Nnll-Eraft  kann  nur  eine  geradlinige  gleichm&saigc  Bewegung 
stattfinden.  Da  die  Wirkung  der  Ceutripetalkraft  allein  der  Kreis- 
bewegung entspricht,  so  folgt,  dass  die  sogenannte  Centrifugalkraft 
nicht  als  Kraft  in  Rectaanug  kommen  darf.-  Bei  derea  Elnmhrung 
hätte  der  Begriffsverwirrung,  der  hier  durchweg  Vorschub  geleistet 
ist,  durch  reichliche  Auflclärung  Ab«-  den  Sachverhalt  gewehrt  werden 
mQssen.  Hieraus  erhellt  zugleich,  wie  wenig  es  genflgen  kann,  wenn 
das  Lehrbuch  den  Satz  aufstellt:  Ein  bewegter  Körper  kann  nar  durch 
eine  E[raft  zur  Buhe  kommen.  Ist  es  denn  so  schwer  oder  Überhaupt 
schwerer  den  vollständigen  Satz  zu  verstehen,  dass  jeder  Bewc- 
gungszttstand  nnr  durch  eine  Kraft  gr£ndert  werden  kann,  dass  Ab- 
lenkung aus  der  Richtung,  Beschleunigung  und  Vorzögerung  stets 
einer  Kraftwirknng  zuzuschreiben  ist?  Femer  wäre  in  methodischer 
Beziehung  eine  deutlichere  Scheidung  des  mathematisch  logischen 
Elements  zu  wanschL-n.  Vom  Parallelogramm  der  Kräfte,  wie  ttbor- 
baupt  von  principietlen  SAtzen,  verlangt  man  keinen  mathematischen 
Beweis,  sondern  klare  Entfaltung  des  Sachverhalts-,  hier  beeinträchtigt 
CS  nnr  die  unbefangene  AnfTassung,  wenn  man  Beweis  darüber  schreibt 
und  dio  Meinung  erhält,  als  ob  man  beweisen  wolle,  was  ja  doch 
nicht  geschieht.  Dagegen  hatte  wol  die  Existenz  des  Schwerpunkts 
förmlich  bewiesen  werden  können,  da  sie  eine  strenge  Folge  der 
vorhergehenden  Sätze  von  Hebel  und  schiefer  Ebene  ist  Die  gegen- 
wärtige  Darstellung  lässt  es  m  scheinen,  als  verstünde  sich  dieselbe 
von  selbst,  was  doch  nicht  dir  Fall  ist  H. 
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Preisaufgaben 


Fürstlich  Jablonowski'schen  Gesellschaft 

in  iieipzig. 


MsthnuttBoh-iiatu-wiBSMKluftUehe  SeeUoB. 

1.  Fttr  das  Jahr   1876. 

Trotz  der  meiBterhafteo  Arbeiten  Leverrier's  Ober  die  Bowijgttiig 
des  Uerknr  kanu  die  Theorie  dieses  Planeten  noch  nicht  als  end- 
gültig abgescblosBen  batrachtet  werden.  Die  Gesellschaft  wünscht 
eine  ansfohrliche 

Untersnohang    der    die   Bewegang    des   Herkir 
bestimmenden  Kräfte, 

mit  Rücksicht  auf  die  von  Laplace  (in  der  M^caaiqae  Celeste),  von 
Leverrier  (in  den  Annales  de  rObscrvatoire  nnd  den  Comptcs 
rendos  de  l'Acadämie  des  Sciences),  von  Hansen  (in  den  Berichten 
der  Kgl.  Sftchs.  GcselUch.  d.  W.  vom  15.  April  1863)  und  von 
Wilhelm  Weber  (vorgl.  Zöllner  »bar  die  Nator  der  Cometcn, 
S.  333)  angedeoteten  Einwirkungen.  Anss«'  der  vollständigen  Be- 
rechnnng  der  StOrnngen  ist  eine  Vergleichnng  mit  den  Beobaditungen 
nnerlftsslich ,  um  zu  Beigen,  bis  zu  welchem  Orade  der  Genauigkeit 
sich  die  angehenden  Constantcn  besümmen  lassen.  Die  Comtrnction 
von  Tafeln  zur  Ortsberechnung  behält  sich  die  Gesellschaft  vor  znm 
Gegongtand  einer  späteren  Preisbcwerbong  zu  machen.  Preis  700  Mark. 

2.  Fttr   das  Jahr  1877. 

Der  nach  Encke  benannte  nnd  von  diesem  Astronomen  wShrend 
des  Zeitraumes  von  1819—1848  BorgfUtig  unteraachte  Gomet  I,  1819, 
hat  in  seiner  Bewegung  Anomalieen  gezeigt,  welche  zu  ihrer  Er- 
klärung auf  die  Hypothese  eines  widerstebondon  Mittels  geführt  haben. 
Da  indessen  eine  genauere  Untersuchung  der  Bahn  nur  llber  eines 
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beMbränkten  Th^  de«  Zdtnumw  vorli^,  Ober  welchen  ^  B«- 
(riwchtangen  (seit  1786)  sich  erstrecken,  so  ist  eine  ToUit&ndige 
Nenbearbeitnng  der  Bsthn  des  Encke'achen  Ci»neten  nm  bd  meÄr 
wflnBchenBwerth,  als  die  bisher  nntersachten  Bewegnngen  anderer 
periodischen  Cometen  keinen  analogen  iridentehenden  Einflnat  ter- 
rathen  haben.  Die  Gesellschaft  witnscht  eine  solche  ToUstftndige  Nen* 
hearbeitnng  herbeiznfahren,  nnd  fltellt  desshalb  die  Aufgabe: 

die  Bewegung  des  Encke'Hcheo  Cometen  mit  B«- 
racksichtignng  aller  etflreaAea  Kräfte,  welche 
von  Einflnss  sein  können,  vorläufig  wenigstens 
innerhalb  des  seit  dem  Jahre  1848  verflossenen 
Zeitramns  zn  antersnchen. 

Die  eigSnsende  Beubeitnng  Air  die  iWlbere  Keit  bebUt  ridi  jie 
Oes^achaft  vor,  eventoell  nm  Gegenstand  «iner  spfttwen  Prös- 
bewerbasg  za  machen.    Preis  700  Blark. 


8.     Ftr  das  Jahr  1878. 

Die  Entwlckelnng  des  reciproken  Weräiea  der  Entfernung  r  zwder 
Pnnkte  spielt  in  astronomischen  nnd  physikalischen  Problemen  eine 
hervorragende  Rolle.  In  der  Theorie  der  Transformation  der  elSpti- 
Bchen  Functionen  wird  die  zuerst  von  Canchy  entdecVte  Oleichang 
bewiesen 

«■*  __  <iia'  tTtifl  Uita* 

"(1+2«      r"  +2«     ■^  +  2«      "+2«     ~^  ...)  = 

_m*  «in-'  tjn*  _  ISm* 

—  l  +  2e      "'  +2«"  •■  +2«~  ■*   +2«     "^  ... 

in  welcher  mit  B&cksicht  auf  die  zn  erzielende  Oenanigkoit  die  poeiüve 
willkOrliche    Constante  a  so  gross  gewählt  werden  kann,   dass  die 

ExponentialgrOsse  a      '^  vemacbUssigt  werden  darf.  Alsdann  hat  man 
--.1+2«      <■'  +2«      ■•   +2«       "•  +... 

eine  BeUienentwickolnng  von  ungemein  rascher  Convergenz.  Es  steht 
ZB  erwarten,  dass  eine  auf  die  vorstehende  Formel  gegründete  Ent- 
wickelnng  der  StArungsfunction  in  dem  Problem  der  drei  KOrper  sich 
fOr  die  nomeriache  Bechnnng  als  vortheilhaft  erweisen  «erde. 
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Die  Oeiellschaft  wAnscfat  eine  unter  dem  »ngeden- 
teten  Oesichtspunkte  aasgefDhrte  Bearbeitnog  des  St&- 
rnngsprobiems  zn  erhalten. 

Indem  sie  dem  Bearbeiter  die  Wahl  des  besonderen  Falles  Uber- 
IftBBt,  in  welchem  die  numerische  Anwendbarkeit  des  Ver&hrens  ge- 
zeigt werden  soll,  setzt  sie  vorans,  dass  das  gewählte  Beispiel  hin- 
Iflnglichen  Umfang  und  Wichtigkeit  besitze,  am  die  Tragweite  der 
vorgeschlagenen  Methode  nnd  ihr  Verhältuiss  zn  den  bisber  ange- 
wandten hervortreten  zu  lassen.    Preis  700  Mark. 


4.     Fflr  das  Jahr   1S79. 

Dnrch  die  in  den  Abhandlaagen  der  Kgl.  Sachs.  Gresellscbaft  der 
^sseuschafteu  von  Vf.  Hankel  veröffentlichten  Untersuchungen  ist 
nachgewiesen  worden,  dass  die  Thermoelektricit&t  nicht  nur  auf  den 
hemimorphen  Erystallen  auftritt,  sondern  eine  au  allen  Krystallen 
wahrzunehmende  Eigenschaft  ist,  soweit  deren  krystallinische  Structor 
und  materielle  Beschaffenheit  Qberbanpt  ein  Entstehen  nnd  Anhäufen 
der  fUektricität  bis  zu  einer  durch  unsere  Instrumente  nachweisbaren 
SULrke  gestatten.  Bie  erwähnten  Abhandinngen  nmfasson  ausser  den 
hemimorphun  ErfitaJlen  des  Boracites  und  Qaarzes  die  symmetrisch 
gebildeten  Krystalle  des  Idokrases,  Apophyllits,  Kalkspathes,  Berylla, 
Topases,  Schwerspathes ,  Aragonites,  Gypscs,  Diopeids,  Orthoklases, 
Albita  und  Perikling,  und  lehren  nicht  nur  die  Vertheiluug  der  £lek- 
tricität  auf  den  in  den  verschiedenen  Formen  vollkommen  ausgebilde- 
ten, sondern  auch  auf  den  durch  Anwachsen  und  sonstige  Hindernisse 
in  ihrer  Entwickeluug  gehemmten  Individuen,  sowie  auf  den  Bruch 
oder  Anschlagen  der  Durchgänge  künstlich  erzeugten  Begrenzungs-' 
flächen  kennen.  Es  scheinen  nun  unter  allen  zwischen  der  Wärme 
nnd  der  ElektricitAt  beobacbteteten  Beziehungen  die  tbermoelektrischen 
Erschoinnngen  am  geeignetsten,  eine  nähere  Eeuntnias  des  Zusammen- 
hanges zwischen  den  genannten  beiden  Agcnticn  ku  ermöglichen,  und 
es  wird  daher  von  der  Fürstlich  Jablonowski'schen  Gesellschaft  fOr 
das  Jahr  1879  als  Preisanfgabe  geal«ltt: 

Auf  streng  physikalische  Versuche  gesttltzter 
Nachweis  der  Entstehung  der  auf  Krystallen  bei 
steigender  and  sinkender  Temperatur  hervor- 
tretenden Elektricitat  (Thermoelektricitftt,  Pyroelek- 
tridtät,  Krystallelektricität)  und  der  durch  Bildungs- 
hemmnisae  oder  äussere  Verletzungen  derselben 
in  der  normalen  Vertheilung  entstehenden  Acn- 
dernngen. 
Preis  700  Mark.  
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Die  anonym  eiozareichenden  BcwerbangMchiiften  sind,  wo  nicht 
die  Gesellschaft  im  besondern  Falle  ansdrarklich  den  Oebrsncfa  einer 
anderen  Sprache  gestattet,  in  dentecber,  lateinischer  oder 
franzCsiscber  Sprache  zd  verfassen,  mQBsen  deotlich  geschrieben 
and  paginirt,  ferner  mit  einem  Motto  versehen  nnd  von  einem 
versiegelten  Coavert  begleitet  sein,  das  aaf  der  Änssonseite  das  Motto 
der'Arbeit  trftgt,  inwendig  den  Namiui  und  Wohnort  des  Verfassers 
angiebL  Die  Zeit  der  Einsendung  endet  mit  dem  30.  November 
des  angegebenen  Jahres  nnd  die  Znaendnag  ist  an  den  Socret&r 
der  Gesellschaft  (itlr  das  Jahr  1876  Geh.  Hoirath  Prof.  Dr.  Hankel) 
zu  richten.  Die  Resoltate  der  Pmfnng  der  eingegangenen  Schriften 
werden  durch  die  Leipziger  Zeitnng.  im  März  oder  April  des  folgen- 
den Jahres  bekannt  gemacht 

Die  getirönten  Bewerbungsschriften  werden  E^nthnm  der  Oe- 
aellscbaft. 
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Soeben  ist  erBChicnen  Heft  230  (August  1876) : 

Westermann's 

Illustrirte  Deutsche  Monatshefte,     i 

Raabe,  Die  Innerste.  11.  (Schloss.)  —  Eßhler,  Hftnders  J 
Leben.  Mit  einem  Poitrftt.  —  Elkan,  Heinrich  Heine.  IE.  ] 
(Scblasa.)  —  Finsch,  Eine  Ferienreiae  unter  Mitternachts onne.  j 
II.  (Forts.)  Mit  zwei  XHostrationen.  —  Lichterfeld,  Wild-  I 
pferde  nnd  Wildosel.  Mit  zwei  Dlustrationen.  —  Glaser,  Das  J 
Haas  des  ScbnlmeisterB.  UL  (Forts.)  —  Stahr,  Ans  der  Jugend-  1 
Kit.  I.  —  V.  Kleist,  Literaturhriefe.  VH.  —  Literarisches.         1 
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Verlag  der  L.  äehwaiin'schcn  Terlagshandl.  in  KQIn  u.  Ne«8».  ■ 

Die  Gesetze  und  Verordnungen 

nebst  den  sonstigen  Erlassen  für  den 

jirMssiseh»  Staat  nad  das  deutsche  Reich. 

<16l)6— 18;&.) 
Chronologisoh  ziuftmmengefitellt  und  oommentirt  von 

6.  A.  Grotefend,  Reg.-Ratii. 

1.61.  8".     1,  Band  oder  Liefernng  1 — S,    55  Bösen,    11  Mark; 

a.  Band  oder  Lieferung  7—12,  fiO  Bogen,  12  Mark;  5.  Sand 

oder  Lieferung  13—19,  70  Bogen,  14  Mark ;  alle  3  Bände  37  Mark, 

geliunden  in  soliden  Halb&anzband  jeder  Band  2  Msrk  mehr. 

Du  lollslindijtc  Van-  nnd  SachrcgJMtr  «fieheial  Ibcr  3  Wotben. 
Die  Vorzüge  der  von  den  ineiBt«n  BadrkHrogiörungon  empfoh- 
lenen, Fon  der  Prasse  und  dem  Pnbhkam  mit  imgetbeiltem 
Beifall  aiifgennmmenen  „Grotefend 'sehen  GasetMimmliing"  sind: 
Sie  ist  die  neueste  n.  voll  ständigste,  bis  Ende  1875  reichend. 
Sie  ist  die  correlteste,  übersichtlichste  u.  handlichste. 

Alias  eiitwertheto  Material  ist  daraua  fortgelassen. 
Sie  ist  die  billigste  und  am  besten  ausgestattete. 

Im  AnschluBB  an  das  vorstehend  genannte  Werk  und  als  Pori^ 
Setzung  desselben  sowie  als  9 ui>p lernen  t  zu  allen  andern 
üeeetzsammlnngon,  erscheint  im  gleichen  Verhtge  hinfort 
in  vierteljährigen  Heften  und  zwar  zunächst  tis 

Jahrgang  1876 

Die  Gesetze  und  Verordnungen 

nebst  den  sonstigen  Erlassen  fOr  den 

preussischen  Staat  und  das  deutsche  Beich. 

Aus  den  ßesetzsammlDniren  nnd  iirattieheii  BlSttem 

für  das  Königreich  Preussen  und  das  deutsche  Eeich 
chronologisch  zusammeneastellt  und  commentirt  von 

G.  A.  Grotefend,  Reg.-ßatfa. 

Das  Format  dieser  alliälirlich  in  i  Heften  erscheinenden  Sanun- 
long  ist  dasselbe  wie  das  der  Grotefend'sohen  Gesetzsamm- 
!ong,   nfcnlich  gr.  Lei.  8",  und   der  Preis  derselben  wird  mit 
20  Pf,  pro  Bogen  berechnet. 
iV"  BestelloiigeD  besorgen  alle  Buchhandlungen.  "VB 
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INHALT. 

XX.    Tbeoric  der  Sardimde.     Ton  Karl  Zahradaik sa: 

XXL     Pol  nDd  Polare  de*  Drciecki.     Von  Uaz  Greiner    .    .    .    .    3:i 
XXII.     Lw  poljgonei  tAjonnii  ei  ^ei  paljgonct  6taiUi,    Far  George* 

-     DoitoT «i 

XXIII.     Bellrag  inr  Theorie  der  UtKerdetermiDuntrai.     Ton  F.  Hoaa     »* 
XXIT.     Uebcr  UnlerdetermiDanten  einer  adjnngirtea  Doterwnaale.    Ton 

F.  Hoia «■ 

XXT.     Deber    dM   Maltiplicationitheorem    sweier   Delerminanteo    aten 

QridM.     Von  F.  Ho»a <fi? 

XXTI.     Beiipiul    der   B^itimmung   einer  Fliehe  aui   der  Indicaoü  der 

Normale.     Ton  R.  Hoppe 40: 

XXVIl.     Ueber   eine    Clasie  frrationaler   Symmetriepunkte   dM  DrMMk* 

Von  Emil  Hain 41) 

XXVni.     Allgemeine   Beiiehangeo   der   Byrnmetriepankte   eine*  Dieink*. 

Ton  Emil  Hain 4» 

XXIX.     Unteranchnng  Aber  die  binären   lateralen  Geraden.     Ton  F.  B. 

Tbieme »« 

XXX.     Uliedlen. 

1.  Eine  geometri*cbe  Aafgabe.    Ton  Edaard  Liebrechl.    Ui 
B.  Eine  Qaadratar.     Ton  Karl  Zabradnik M 


anlhinU,  fineit  M  F,  W.  Kaaike. 
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